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书书书

前言　

１　　　　

前　　言

数学应该是绝大多数人一生中学得最多的一门功课．认真学习数学，努

力学好数学，不仅可以牢固地打好数学的知识基础，掌握一种科学的语言，

为走进科学的大门提供有力的工具和坚实的后盾；更重要地，通过认真而严

格的数学学习和训练，可以领会到数学的思想方法和精神实质，造就一些特

有而重要的素质和能力，形成自己的数学素养，让人变得更加聪明，更有智

慧，更有竞争力，终身受用不尽．从这个意义上，可以毫不夸张地说，数学

教育看起来似乎只是一种知识教育，但本质上是一种素质教育，其意义是十

分深远的．

中学阶段的数学学习，应该为学生今后的成长和发展奠定坚实的基础，

编写教材也要力求遵循这一根本宗旨．那种以种种名义，将一些“高级”或“时

髦”的东西，不顾实际情况地下放进中学的教材，和数学的基础训练“抢跑道”

的做法，是不可取的．同时，数学学科是一个有机联系的整体，一定要避免

知识的碎片化，从根本上改变单纯根据“知识点”来安排教学的做法．人为地

将知识链条打断，或将一些关键内容以“减负”的名义删去，只会造成学生思

维的混乱，影响学生对有关知识的认识与理解，实际上反而会加重学生学习

的负担，是不值得效法的．在任何情况下，都要基于课程标准，贯彻“少而

精”“简而明”的原则，精心选择与组织教材内容，抓住本质，返璞归真，尽可

能给学生以明快、清新的感受，使学生能更深入地领会数学的真谛，让数学

成为广大学生喜闻乐见的一门课程．

怎么才算“学好了数学”呢？对这个问题是需要一个正确的认识的．作为

一门重思考与理解的学科，数学学习要强调理解深入、运作熟练和表达明晰

这三个方面．这儿所说的“运作”泛指运算、推理及解题等环节．三者的关键是

深入的理解，只有不仅知其然、而且知其所以然，才能掌握数学的精髓，更

好地实现另外两方面的要求．如果只满足于会解题，甚至以“刷题”多与快为

荣，但不求甚解，就难以和数学真正结缘，是不值得鼓励与提倡的．表达能
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　前言

２　　　　

力的培养也要引起足够的重视．要使表述简明清晰并不是一件容易的事，别

人三言两语就说清楚了的，自己却颠三倒四、不得要领，能够说真正弄懂了

数学吗？！

为了帮助学生学好数学，也为了帮助教师教好数学，本教材秉承上述理

念，在编写上做了认真的探索与实践，希望能成为广大师生的良师益友，更

好地发挥引路和示范的作用．书中各章的章首语，虽只有不到一页的篇幅，

但却是该章入门的一个宏观向导，务请认真注意．各章末的内容提要，简明

扼要地列出了该章的核心内容，希望对复习能起到较好的帮助．各章的主体

内容，包括正文、练习及复习题以及边注，更是字斟句酌、精心编写的．希

望广大同学养成认真阅读及钻研教材的习惯，这样就一定会发现，学习中所

碰到的种种问题，原则上都可以从教材中找到答案，大家的学习方法和自学

能力也一定会得到极大的提升，从而牢牢掌握住学习数学的主动权．

本套教材涵盖《普通高中数学课程标准（２０１７年版２０２０年修订）》所规定

的必修课程和选择性必修课程的内容，共分七册，包括必修四册、选择性必

修三册，其中必修第四册和选择性必修第三册是数学建模的内容．必修前三

册和选择性必修前两册共同构建了高中数学的知识体系和逻辑结构；数学建

模内容与数学知识的逻辑结构没有直接的关系，不依附于特定知识性内容的

教学，而在于强调数学知识在解决实际问题中的应用，强调它的活动性、探

索性和综合性．因此，两册数学建模教材不是前三册或前两册教材的后继，

而且都包含比教学课时数要求更多的内容，供各个年段灵活地、有选择地使

用，以实现数学建模的教学目标．

２０２０年６月
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第１０章

空间直线

与平面

　　初中学习的平面几何，研究的是平面上一些简单图形

及其几何性质．从本章开始，我们将把视野从二维的平面拓

展到三维的空间．在三维空间中的图形统称为空间图形或立

体图形．立体几何所研究的就是一些简单的空间图形及其几

何性质．

从平面几何到立体几何，我们要注意借鉴平面几何中已有

的一些概念、方法和结论，更要特别注意立体几何和平面几何

之间的区别．以本章学习的空间直线与平面为例，我们不仅要

研究平面这类典型的空间图形，而且要对“直线”有更为深刻的

认识．比如，空间两条直线之间的位置关系，除了平行与相交，

还有既不相交、也不平行的情况，从而出现了异面直线这种更

为复杂的研究对象．这些都与平面几何情况大不相同，也使立

体几何的内涵变得格外丰富多彩．

我们生活在一个三维世界中，立体几何的学习有助于

我们从几何的角度更好地理解现实的世界，并且锻炼我们

的几何直观想象能力．因此，在学习中，要着重注意几何的

直观和内涵，不要仅仅停留在表面上的严格推导和论证，

还要多画一些示意图来帮助理解，这样才能更好地掌握几

何的实质，逐步培养自己的立体感和空间想象能力．

上海教育出版社

上海教育出版社



书书书

１０
空间直线
与平面

２　　　　

１０．１　 　
平面及其
基本性质

１ 空间的点、直线与平面

与平面几何中的点（ｐｏｉｎｔ）与直线（ｓｔｒａｉｇｈｔｌｉｎｅ）一样，平面

（ｐｌａｎｅ）也是一个从实际生活中抽象出来的数学概念．如图１０１１，

平静的水面、平整的墙面、太阳能反射板等都给了我们平面的形象．

　　 　　

图１０１１

　　　 　　　

图１０１２

平面通常用一个小写希腊字母表示，如图１０１２中的平面

α、β、γ、δ等，有时也可以用一个或多个大写英文字母表示，

如平面犕、平面犃犅犆犇 等．在平面几何中我们已经知道，点是

没有大小的，直线是没有粗细并且可以无限延伸的；类似地，我

们说，平面是没有厚薄并且可以无限延展的．

由于平面无边无界，因此我们不可能将一个平面完整地画在

纸上，只能画其示意图．习惯上，我们用一个平行四边形来表示

平面．当平面是水平放置时，通常把这个平行四边形的锐角画成

４５°左右，且横边长约为邻边长的２倍．如果图形的一部分被平面

遮挡，为了清楚地表现图形的结构，可将被遮挡的部分画成虚

线，如图１０１２所示．

平面是立体几何中的一个基本图形．长方体的每个面都是某
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１０．１　　　平面及其基本性质

３　　　　

个平面的一部分．图１０１３中，长方体犃犅犆犇 犃１犅１犆１犇１就可

以看作是由六个平面所围成的空间图形．

下面，我们来讨论点、直线与平面之间的位置关系．我们把

空间的直线和平面都看成是由点所组成的集合，这样就可以借用

集合的语言和符号来表示点、直线与平面之间的关系．为了叙述

方便，我们一般用大写的英文字母犃、犅、犆等表示点，用小写

的英文字母犪、犫、犮等表示直线，用小写的希腊字母α、β、γ

等表示平面．

在空间，点与直线、点与平面的位置关系如下：

位置关系 符号表示 图形表示

点与直线

点犃在直线犾上，也称直

线犾经过点犃
犃∈犾

点犅不在直线犾上，也称

直线犾不经过点犅
犅犾

点与平面

点犃在平面α上，也称平

面α经过点犃
犃∈α

点犅不在平面α上，也称

平面α不经过点犅
犅α

在图１０１３的长方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，犃∈直线犃犅，

犃１直线犃犅，犅∈平面犅犅１犆１犆，犃平面犅犅１犆１犆等．我们

还可以发现，直线犃犅在平面犃犅犆犇 上（即直线犃犅上的所有点

都在平面犃犅犆犇上），但直线犃犅不在平面犅犅１犆１犆上．

在平面几何中，我们已经知道两点确定一条直线．由此是否

可以推测：如果一条直线上有两个点在一个平面上，那么整条直

线都在这个平面上？其实，这正是人们经过长期的观察与实践总

结出来的一个基本事实，我们把它当作一个公理．

　　公理１　如果一条直线上有两点在一个平面上，那么

这条直线上所有的点都在这个平面上．

这时，我们说这条直线在这个平面上，或者说此平面经过该

直线．如图１０１４，公理１可用符号语言表述为：

图１０１３

　　如无特别说明，
本章中所说的两个点、
两条直线、两个平面
等均指它们不相重合

的情形．

图１０１４
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１０
空间直线
与平面

４　　　　

若点犃∈α，点犅∈α，则直线犃犅α．

公理１可以用来判断一条直线是否在某个平面上．由公理１

知，不在平面上的直线与这个平面最多只有一个公共点．

如果直线犾与平面α只有一个公共点犃，就称直线犾与平面

α相交于点犃，或称犃是直线犾与平面α的交点，记作犾∩α＝犃

（图１０１５（１））．如果直线犾与平面α没有公共点，就称直线犾与

平面α平行，记作犾∩α＝或犾∥α（图１０１５（２））．

（１） （２）

图１０１５

画图时，若直线犾在平面α上时，应将直线犾画在表示平面

α的平行四边形的内部，如图１０１６所示．

图１０１６

例１　已知三角形犃犅犆的三个顶点犃、犅、犆都在平面α

上，求证：该三角形的重心犌也在平面α上．

证明　如图１０１７，记线段犃犅 的中点为犕．因为犃∈α，

犅∈α，由公理１可知，直线犃犅α，而犕∈犃犅，从而犕∈α．

又因为犆∈α，仍由公理１知，犆犕α．由于重心犌是线段

犆犕 的一个三等分点，因此犌∈α．

练习１０．１（１）

１．如图，用集合语言描述下列图形中的点、直线、平面之间的位置关系．

（１） （２）

（第１题）

图１０１７
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１０．１　　　平面及其基本性质

５　　　　

２．证明：若四边形有三条边在一个平面上 ，则它的第四条边也在这个平面上．

　　我们知道两点确定一条直线，那么在空间要确定一个平面需

要几个点呢？

生活中我们都有这样的经验：三脚架在不平的地面上也可以

稳固地支撑一部照相机；两个轮子的自行车在停止运动后要加上

一个支撑脚才能稳定；一扇门尽管有两个合页固定在门框上，但

仍然可以转动，只有锁上后才可以固定下来．这些例子都说明了

一个事实，那就是不在同一直线上的三点才能确定一个平面．由

此，我们得到下面的公理．

　　公理２　不在同一直线上的三点确定一个平面．

这里，“确定一个平面”意指“（经过这三个点）有且只有一个

平面”或“存在唯一的平面”，如图１０１８所示．公理２可以具体

表述为：若犃、犅、犆三点不在同一直线上，则存在唯一的平面

α，使得犃、犅、犆三点均在此平面上．

图１０１８

根据公理２可以得到下面的三个推论：

　　推论１　一条直线和这条直线外的一点确定一个平面．

推论２　两条相交直线确定一个平面．

推论３　两条平行直线确定一个平面．

图１０１９给出了上述三个推论的直观表示．这些推论也可

以用符号语言来表述，如推论１可以表述为：若犃犾，则存在

唯一的平面α，使得犃∈α，犾α．

（１） （２） （３）

图１０１９

公理是进一步推理的基础，是不证自明的事实，但公理的推
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１０
空间直线
与平面

６　　　　

论是需要证明的．下面，我们仅给出推论１的证明．推论２的证

明可以仿照推论１进行，推论３的证明要借助于公理４，我们分

别把它们放在本节和下一节的习题中留给同学们完成．

证明　设犃是直线犾外的一点，在直线犾上任取犅和犆两

点（图１０１９（１））．由公理２可知，犃、犅和犆三点能确定一个

平面α．因为点犅、犆∈α，由公理１可知，犅、犆 所在的直线

犾α，从而平面α是由直线犾和点犃确定的平面．

公理２及其三个推论可以用来构造一个平面或者判断点与直

线是不是在同一个平面上．如果可以判定某个空间图形在同一个

平面上，那么它实际上就是一个平面图形，从而可以用平面几何

的知识和方法来处理相应的问题．

例２　已知三条直线犾１、犾２和犾３两两相交，且不交于同

一点．求证：直线犾１、犾２和犾３在同一平面上．

证明　因为直线犾１、犾２ 和犾３ 两两相交，设犾１∩犾２＝犃，

犾２∩犾３＝犅，犾３∩犾１＝犆，如图１０１１０所示．

图１０１１０

由推论２可知，相交的直线犾１与犾２可确定一个平面α，即

有犾１α，犾２α．因为犅∈犾２，犆∈犾１，所以犅、犆∈α，且犅、犆

不重合．由公理１可知，点犅、犆所在的直线犾３α，从而直线

犾１、犾２和犾３都在平面α上．

练习１０．１（２）

　（第２题）

１．已知犪、犫、犮是空间的三条直线，犪∥犫，且犮与犪、犫

都相交．求证：直线犪、犫、犮在同一平面上．

２．如图，在长方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，画出犃１犅与犃、

犅１、犆所确定的平面的交点，并说明理由．

３．如何用绳子检查桌椅的四个脚是否立于同一平面上？给

出方案并说明理由．
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７　　　　

２ 相交平面

观察教室里的墙面，可以看到：相邻的两个墙面都有一条交

线．在一般的情况下，我们有下面的公理．

　　公理３　如果两个不同的平面有一个公共点，那么它

们有且只有一条过该点的公共直线．

公理３可具体表述为：若两平面α及β有一个公共点犃，则它

们有唯一的公共直线犾，且公共点犃在犾上，如图１０１１１所示．

根据公理３，两个平面α和β间的位置关系只有两种：相交

于一条公共直线犾或者没有公共点．前者称为相交，记作α∩β＝

犾；后者称为平行，记作α∥β或α∩β＝．

画两个相交平面时，通常要画出它们的交线，如图１０１１１

所示；画两个平行平面时，要使表示这两个平面的相应平行四边

形的对应边平行，如图１０１１２所示．注意，在画图时，凡被一

个平面遮住的所有线条要画成虚线．

图１０１１２

例３　如图１０１１３，在长方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，找

出下列各对平面的交线：

（１）平面犃犅犆犇与平面犃犃１犅１犅；

（２）平面犃１犅犇与平面犆１犅犇；

（３）平面犃犆犆１犃１与平面犅犇犇１犅１；

（４）平面犃犅犆犇与平面犅犅１犇１．

解　（１）因为犃及犅是平面犃犅犆犇与平面犃犃１犅１犅的公共

点，所以这两个平面的交线是棱犃犅所在的直线．

（２）因为犅及犇是平面犃１犅犇 与平面犆１犅犇 的公共点，所

以这两个平面的交线是长方体底面对角线犅犇所在的直线．

图１０１１１

图１０１１３
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８　　　　

（３）如图１０１１４，连接犃犆 与犅犇，其交点为犗，连接

犃１犆１与犅１犇１，其交点为犗１．因为点犃 及犆都在平面犃犆犆１犃１

上，所以直线犃犆在平面犃犆犆１犃１上．又犗∈犃犆，所以犗在平

面犃犆犆１犃１上．同理可得，犗在平面犅犇犇１犅１上．于是，点犗是

平面犃犆犆１犃１与平面犅犇犇１犅１的公共点．同理可知，点犗１也是

平面犃犆犆１犃１与平面犅犇犇１犅１的公共点．这样，由公理３，犗犗１

所在的直线是平面犃犆犆１犃１与平面犅犇犇１犅１的交线．

（４）因为犅犅１∥犇犇１，由公理２的推论３可知，这两条平行

线犅犅１与犇犇１ 确定一个平面，从而犇∈平面犅犅１犇１．这样，

犅及犇是平面犃犅犆犇与平面犅犅１犇１的公共点，从而直线犅犇 是

这两个平面的交线．

练习１０．１（３）

１．画三个平面，使其中的两个平面互相平行，而第三个平面与这两个平面都相交．

２．用硬纸板作为平面的模型，摆出三个平面两两相交各种不同的情况．

　（第３题）

３．如图，在长方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，

（１）设犃犆与犅犇 的交点为犗，犗 必为平面　　　　与平

面　　　　的公共点（答案不唯一）；

（２）画出平面犃１犅犆犇１与平面犅１犅犇犇１的交线．

３ 空间图形的平面直观图的画法

我们知道，立体几何的研究对象是空间图形．要将空间图形

在一个平面上体现出来，就需要在平面内画出具有立体感的空间

图形的直观图．

为了把空间图形画得既富有立体感，又能表达出图形各主要

部分的位置关系和度量关系，我们通常采用斜二测画法画空间图

形的直观图．

下面，我们通过两个例子来体会用斜二测画法画空间图形直

观图的方法与步骤．

例４　用斜二测画法画一个水平放置的正六边形的直观图．

画法　（１）如图１０１１５（１），在已知正六边形犃犅犆犇犈犉

图１０１１４
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９　　　　

中，取犃犇所在直线为狓轴，取线段犃犇的对称轴犕犖 为狔轴，

两轴相交于点犗．在图１０１１５（２）中，画相应的狓′轴和狔′轴，

两轴相交于点犗′，且使∠狓′犗′狔′＝４５°．

（２）在图１０１１５（２）中，以犗′为中点，在狓′轴上取犃′犇′＝

犃犇，在狔′轴上取犕′犖′，使犕′犗′＝犖′犗′＝
１

２
犕犗．以犕′为中点

画犈′犉′平行于狓′轴，并使犈′犉′＝犈犉；类似地，再以犖′为中点

画犅′犆′平行于狓′轴，并使犅′犆′＝犅犆．

（３）顺次连接犃′、犅′、犆′、犇′、犈′、犉′、犃′，所得到的六

边形犃′犅′犆′犇′犈′犉′就是水平放置的正六边形犃犅犆犇犈犉 的直观

图．画好图后，要擦去辅助线，如图１０１１５（３）所示．

（１） （２） （３）

图１０１１５

例５　用斜二测画法画长、宽、高分别为４、３、２的长方

体的直观图．

画法　（１）画底面：画犗犃犅犆，使得犗犃＝４，犗犆＝
３

２
，

∠犃犗犆＝４５°，如图１０１１６（１）所示．

（２）画侧棱：过犗、犃、犅、犆各点分别作犗犃 和犅犆的垂

线，在这些垂线上分别截取长为２的线段犗犗′、犃犃′、犅犅′、

犆犆′，如图１０１１６（２）所示．

（３）成图：顺次连接犗′、犃′、犅′、犆′，并擦去辅助线，将被

遮挡的部分改为虚线，得长方体的直观图，如图１０１１６（３）所示．

（１）

　　　

（２）

　　　

（３）

图１０１１６
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１０　　　

练习１０．１（４）

　（第２题）

１．在水平放置的平面上有一个边长为３ｃｍ的正三角形，请画出

其直观图．

２．画出如图水平放置的直角梯形犗犃犅犆的直观图．

习题１０．１　 　

　犃组

　（第１题）

１．如图，观察长方体犃犅犆犇 犃１犅１犆１犇１中的点、线、面，用

适当的符号或字母填空：

（１）点犅　　　　直线犅犆；

（２）点犃　　　　直线犅犆；

（３）点犇　　　　平面犃犅犆犇；

（４）点犃１　　　　平面犃犅犆犇；

（５）直线犃１犅∩直线犅犆＝　　　　；

（６）直线犃１犅∩平面犃１犅１犆１犇１＝　　　　；

（７）直线犅１犆１　　　　平面犅犅１犆１犆．

　（第２题）

２．用集合符号表述下列语句，并将语句所描述的图形画在右

图中：

（１）点犃在平面α上：　　　　；

（２）平面α经过直线犃犆：　　　　；

（３）点犅不在平面β上：　　　　；

（４）直线犅犆平行于平面β：　　　　．

３．下列图形一定是平面图形吗？请说明理由．

　　（１）三角形； （２）梯形； （３）四边形； （４）菱形．

４．判断下列命题的真假：

（１）若空间四点共面，则其中必有三点共线；

（２）若空间四点中有三点共线，则此四点必共面；

（３）若空间四点中任何三点不共线，则此四点不共面；

（４）若空间四点不共面，则其中任意三点不共线．
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１１　　　

５．证明公理２的推论２．

６．平面α与平面β相交于直线犾，点犃、犅在平面α上，点犆在平面β上但不在直

线犾上，直线犃犅与直线犾相交于点犚．设犃、犅、犆三点确定的平面为γ，则β与γ的

交线是 （　　）

Ａ．直线犃犆； Ｂ．直线犅犆；

Ｃ．直线犆犚； Ｄ．以上均不正确．

（第６题）

　　　　　

（第７题）

７．如图，已知直线犾与平面α相交于点犗，犃、犅∈犾，犆、犇∈α，且犃犆∥犅犇．求

证：犗、犆、犇三点共线．

８．画出棱长为３ｃｍ的正方体的直观图．

　犅组

１．１个平面把空间分成２部分，２个平面把空间分成３或４部分，３个平面把空间分

成几部分？

２．若平面α与平面β、γ都相交，则这三个平面的交线可能有几条？

Ａ．１条或２条； Ｂ．２条或３条；

Ｃ．１条或３条； Ｄ．１条或２条或３条．

３．如图，在正方体犃犅犆犇 犃１犅１犆１犇１中，已知犗是犇犅的中点，且直线犃１犆交平

面犆１犅犇于点犕，点犆１、犕、犗的位置关系是　　　　．

（第３题）

　　　　　

（第４题）

４．如图，已知犃∈犾，犅∈犾，犆∈犾，犗犾．求证：犗犃、犗犅、犗犆在同一平面上．
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１２　　　

５．如图，已知犇及犈是△犃犅犆的边犃犆及犅犆上的点，平面α经过犇、犈两点，直

线犃犅与平面α交于点犘．求证：点犘在直线犇犈上．

（第５题）

　　　　　

（第６题）

６．如图，已知犈、犉、犌、犎 分别是正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１的棱犃犅、犅犆、犆犆１、

犆１犇１的中点，且犈犉与犎犌相交于点犙．求证：点犙在直线犇犆上．
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１３　　　

１０．２　　
直线与直线的
位置关系

１ 空间的平行直线

在平面几何里我们知道平行关系具有传递性，即在同一平面

上，如果两条直线都和第三条直线平行，那么这两条直线也互相

平行．对于空间的直线，这种传递性是否还存在？

仔细观察下面的两种实际情景：当打开一本书时，每一页的

外边界看上去都是相互平行的（图１０２１）；而围栏的每一根竖

条，从不同的角度看，也都是相互平行的（图１０２２）．

（１）

　　

（２）

　图１０２１

（１）

　　　　

（２）

　图１０２２

正是基于这种经验，我们有下面的公理．

　　公理４　平行于同一条直线的两条直线互相平行．
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１４　　　

这条公理用符号语言可以表述为：若犪∥犫，且犪∥犮，则

犫∥犮．

公理４表明，直线的平行关系在空间同样具有传递性．

有了公理４，我们就可以解释前面的两种实际情景．例如，

在图１０２１的情景中，因为书的每一页都是矩形，所以每一页

的外边界所在的直线都平行于书脊所在的直线，从而由平行关系

的传递性知，每一页的外边界所在的直线都是相互平行的．

例１　如图１０２３，在正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，

（１）找出与犃犅平行的所有棱，并解释你的结论；

（２）求证：犃犆∥犃１犆１；

（３）求证：∠犅犃犆＝∠犅１犃１犆１．

解　（１）与犃犅平行的棱有犆犇、犃１犅１和犆１犇１．因为正方

体的每个面都是正方形， 所以 犃犅 ∥犆犇，犃犅 ∥犃１犅１，

犆犇∥犆１犇１，从而由公理４，知犃犅∥犆１犇１．

（２）证明：因为犃犅犆犇 犃１犅１犆１犇１ 是一个正方体，所以

犅犅１∥犃犃１，犅犅１∥犆犆１．由公理４，可得犃犃１∥犆犆１．此外，显

然有犃犃１＝犆犆１，从而犃１犃犆犆１ 是一个平行四边形，所以犃犆

∥犃１犆１．

（３）证明：因为正方体的每个面都是正方形，所以△犅犃犆

和△犅１犃１犆１ 都是等腰直角三角形，从而∠犅犃犆＝∠犅１犃１犆１

＝４５°．

例１中∠犅犃犆与∠犅１犃１犆１的位置关系比较特殊，它们的

两边分别平行且方向相同．空间中具有这种位置关系的两个角是

否一定相等呢？我们可以证明以下定理．

　　等角定理　如果一个角的两边和另一个角的两边分别

平行并且方向相同，那么这两个角相等．

如图１０２４，已知∠犅犃犆 与∠犅′犃′犆′的边犃犅∥犃′犅′，

犃犆∥犃′犆′，并且方向相同．

求证：∠犅犃犆＝∠犅′犃′犆′．

证明　因为犃犅∥犃′犅′，犃犆∥犃′犆′，由公理２推论３可知，

犃犅、犃′犅′确定一个平面，记为α；犃犆、犃′犆′也确定一个平面，

记为β．在直线犃犅、犃犆 上分别取点犇、犈，在直线犃′犅′、

　　围栏的情景请同

学们自己依据公理４
给出合理的解释．

图１０２３

图１０２４

　　这里我们用到了

不同平面上两个全等

三角形的判定与性质．
之所以可以推广这种

性质到空间的情形，
是因为三角形的全等

与相似都具有运动的

不变性．
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１５　　　

犃′犆′上分别取点犇′、犈′，使得犃犇＝犃′犇′，犃犈＝犃′犈′．因为在

平面α上，犃犇∥犃′犇′，犃犇＝犃′犇′，所以犃′犇′犇犃是一个平行

四边形，从而犃犃′∥犇犇′，且犃犃′＝犇犇′．同理，犃犃′∥犈犈′，

且犃犃′＝犈犈′．这样就有 犇犇′∥犈犈′，且 犇犇′＝犈犈′，即

犇′犈′犈犇是一个平行四边形．于是，犈犇＝犈′犇′，从而△犃犇犈≌

△犃′犇′犈′，即得∠犅犃犆＝∠犅′犃′犆′．

由上述定理，我们容易得出下面两个推论．

　　推论１　如果一个角的两边和另一个角的两边分别平

行，那么这两个角相等或者互补．

推论２　如果两条相交直线和另两条相交直线分别平

行，那么这两组直线所成的锐角（或直角）相等．

例２　如图１０２５，犃犅犆是一张三角形的纸片，犇 是边

犃犆上的一点．我们将此三角形纸片沿犅犇 折成一个空间四边形

犃犅犆犇．在这个空间四边形犃犅犆犇 中，犈、犉、犌、犎 分别为边

犃犅、犅犆、犆犇、犇犃的中点．

求证：犈犉犌犎 是平行四边形．

图１０２５

证明　因为犈犎 是△犃犅犇 的一条中位线，所以犈犎∥犅犇，

且犈犎＝
１

２
犅犇．同理，犉犌 是△犆犅犇 的一条中位线，有犉犌∥

犅犇，且犉犌＝
１

２
犅犇．由公理４，知犈犎∥犉犌，且犈犎＝犉犌，从

而犈犉犌犎 是平行四边形．

练习１０．２（１）

１．如图，在长方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，直线犃１犆与犅犇１相交吗？为什么？

　　由空间不共面四

点首尾相接所成的四

边形叫做空间四边形．

　　（１）将空间四边
形犃犅犆犇 还原到原来

的位置，那么所得到
的四边形犈犉犌犎 还是

平行四边形吗？

（２） 若 犈、犉、

犌、犎 不是所在边的
中点，犈犉犌犎 是否仍
可能是平行四边形？
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１６　　　

（第１题）

　　　

（第２题）

　（第３题）

２．在如图所示的长方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，平面犃１犅１犆１犇１上

有一条直线犕犖，而平面犃犅犆犇上有一点犘．试过点犘作一条直线犾，

使得犾∥犕犖．

３．如图，在两个相交平面α、β的交线上任意取两点犗与犗１．在

平面α上，过犗与犗１分别作射线犗犃与犗１犃１垂直于犗犗１；在平面β

上，过犗与犗１分别作射线犗犅 与犗１犅１垂直于犗犗１．求证：∠犃犗犅

＝∠犃１犗１犅１．

２ 异面直线

　　我们知道，在同一平面上的两条直线只有平行或相交两种位

置关系．空间的两条直线，除了平行和相交这两种位置关系，是

否还有其他的位置关系呢？观察下面的两幅实景图．在图

１０２６（１）中，如果把远方的高楼看作是一条直线，将马路看作

是另外一条直线，这两条直线看起来既不平行，也不相交．类似

地，在图１０２６（２）中，如果把高铁轨道和其下的高速公路分别

看作是两条直线，那么它们看起来不会在同一个平面上．我们用

图１０２７直观地分别表示这两种实际的情景．

（１）

　　

（２）

图１０２６
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１０．２　　　直线与直线的位置关系

１７　　　

（１）

　　

（２）

图１０２７

像上述这种不在同一个平面上，既不相交也不平行的两条直

线是空间中特有的一种两直线位置关系．相应地，我们给出下面

的定义．

定义　不同在任何一个平面上的两条直线叫做异面直线

（ｎｏｎｃｏｐｌａｎａｒｓｔｒａｉｇｈｔｌｉｎｅｓ）．

这里，“不同在任何一个平面上的两条直线”是指不存在一个

平面，使得这两条直线都在这个平面上．例如，观察图１０２８

中长方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１的棱所在的直线，可以发现，直线

犃犃１与犆犆１虽然不在这个长方体的同一个表面上，但是可以找

到一个平面（即平面犃１犃犆犆１），使得它们都在这个平面上，所以

犃犃１与犆犆１不是异面直线．但直线犃犅与犆犆１则不是这种情况．

假设存在一个平面α同时包含直线犃犅与犆犆１，那么不共线的三

点犃、犅、犆就在这个平面上，从而由公理２可知，平面α就应

是长方体的下底面犃犅犆犇，从而直线犆犆１就应在长方体的下底

面上，但这是不可能的，所以这样的平面α是不存在的．也就是

说，直线犃犅与犆犆１是异面直线．

这样，空间的两条直线就有三种不同的位置关系，可以用下

表来分类：

位置关系 是否共面 是否有公共点

相交 是 是

平行 是 否

异面 否 否

画两条异面直线时，通常需要用一个或两个平面来衬托，如

图１０２９所示．

图１０２８
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１８　　　

（１） （２） （３）

图１０２９

为了判断两条直线是否为异面直线，由定义，就要判断两条

直线是否“不同在任何一个平面上”，这显然不太方便，一般只能

用反证法来进行论证．为了便于判断两条直线是否异面，我们给

出下面的定理．

　　异面直线判定定理　过平面外一点与平面上一点的直

线，和此平面上不经过该点的任何一条直线都是异面直线．

已知：如图１０２１０，直线犪在平面α上，点犃 不在平面α

上，直线犃犅 与平面α交于点犅，点犅 在平面α上但不在直线

犪上．

求证：直线犃犅和犪是异面直线．

证明　假设存在一个平面β，使得直线犃犅与犪均在平面β

上，那么平面β一定经过点犃、犅和直线犪．因为犅犪，由公理

２推论１，经过点犅与直线犪只能有一个平面，它就是α，从而

平面α与β是同一个平面．这样，点犃就应在平面α上，与已知

犃α矛盾．所以，直线犃犅和犪必为异面直线．

例３　如图１０２１１，在长方体犃犅犆犇 犃１犅１犆１犇１ 中，

哪些棱所在的直线与直线犅犃１是异面直线？

解　长方体共有１２条棱．过顶点犅和犃１的棱各有３条，这

６条棱所在的直线都与直线犅犃１相交，必定与其共面．

对于棱犆犆１，它落在平面犅犆犆１犅１上，而犅犃１是过此平面

上点犅及此平面外点犃１的直线，由上述定理知，棱犆犆１所在的

直线与直线犅犃１是异面直线．同理，棱犇犇１、犇犆、犇１犆１、犃犇

及犅１犆１所在的直线均分别与直线犅犃１是异面直线．

图１０２１０

图１０２１１
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１９　　　

例４　给定不共面的４点，作过其中３个点的平面，所有

４个这样的平面围成的几何体称为四面体（图１０２１２）．预先给

定的４个点称为四面体的顶点，２个顶点的连线称为四面体的

棱，３个顶点所确定的三角形称为四面体的面．求证：四面体中

任何一对不共顶点的棱所在的直线一定是异面直线．

证明　一条棱上有２个顶点，两条不共顶点的棱上一共有４

个不同的顶点，也就是说，两条不共顶点的棱上有全部预先给定

的４个点了．如果这两条棱共面，那么４个顶点也共面，这与已

知的４点不共面条件矛盾．由此可见，任何一对不共顶点的棱所

在的直线一定是异面直线．

练习１０．２（２）

１．在教室里找出几对异面直线的例子．

２．如果一条直线和两条异面直线中的一条平行，那么它和另一条直线的位置关

系是　　　　．

３．下面左图是一个正方体的平面展开图，请在下面右图的正方体中画出对应的线段，

并指出正方体中的线段犆犖、犃犉、犅犕、犕犈中，哪些线段所在的直线与犇犖 所在的直线

是异面直线．

　　　　　

（第３题）

３ 两条异面直线所成的角

几何学除了要讨论几何图形之间的相互位置关系，还要更精

确地以定量的方法判断图形的位置与形状．在平面几何中，我们

已分别通过夹角或距离来确定两条相交或平行的直线之间的相对

位置．空间中的两条相交或平行直线，本质上可以看成某一平面

上的两条相交或平行直线，也可以用类似方法处理．那么，我们

图１０２１２

　　本例可以运用异

面直线判定定理证明

吗？
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２０　　　

该如何确定两条异面直线的相对位置呢？

生活中经常可以看到图１０２１３（１）所示的道路指示牌．这些

指示牌看上去形成了不同的角度，指明了不同的方向．我们把左

边的实景图抽象为１０２１３（２）中的示意图，用犪、犫等分别表示

道路指示牌．依据异面直线判定定理可知，它们两两都是异面直

线．现在的问题是：我们是否可以定义并确定这些异面直线之间

的角度呢？

（１） （２） （３） （４）

图１０２１３

一个自然的想法是将两条异面直线转化为相交直线，然后观

察它们所成的角．例如，在图１０２１３（３）中，在平面β内，把直

线犫平移到直线犪上的点犘处，记为犫′．这样，直线犪与犫′就在

点犘处相交，它们之间可以用平面几何的方法来度量夹角的大

小．由于这样将直线平移的方法可以有很多，需要考虑的是：这

样通过平移所形成的角的大小是唯一确定的吗？例如，在图

１０２１３（４）中，我们也可在平面α内，把直线犪平移到直线犫上

的点犙处，同样得到两条相交直线犪′和犫，它们所成夹角的大小

与犪、犫′所成夹角的大小相等吗？由等角定理的推论２可知，这

两组相交直线所成的锐角（或直角）的确是相等的．事实上，我们

可以有下面更为一般的结论：

如图１０２１４，设犪、犫是两条异面直线，在空间任取一点

犘，过点犘分别作犪、犫的平行线犪′、犫′，那么相交直线犪′、犫′

所成锐角（或直角）的大小是唯一确定的．

图１０２１４
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２１　　　

这样，就可以给出下面的定义．

定义　两条异面直线平移到相交位置时所得到的锐角或直

角，称为这两条异面直线所成的角．

由上述定义知，两条异面直线所成的角的范围是０°＜θ≤９０°，

在弧度制下是θ∈（０，π２］．
特别地，如果两条异面直线犪、犫所成的角是直角，就说这

两条异面直线互相垂直，记作犪⊥犫．由上述定义容易推出：如

果犪⊥犫，犫∥犮，那么犪⊥犮．

例５　如图１０２１５（１），在正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，

（１）求异面直线犃１犅与犇犆所成的角的大小；

（２）求异面直线犃１犅与犃犆所成的角的大小；

（３）求证：犇犇１⊥犃犅．

（１） （２）

图１０２１５

解　（１）因为犇犆∥犃犅，所以∠犃１犅犃 就是异面直线犃１犅

与犇犆所成的角或其补角．因为正方形犃犅犅１犃１中，∠犃１犅犃＝

４５°，所以异面直线犃１犅与犇犆所成的角的大小为４５°．

（２）如图１０２１５（２），连接犃１犆１．由犃犃１犆１犆是平行四边

形，知犃犆∥犃１犆１．连接犅犆１．在△犅犃１犆１ 中，因为犅犃１＝

犃１犆１＝犅犆１＝槡２犃犅，所以△犅犃１犆１是一个等边三角形，从而

∠犅犃１犆１＝６０°．因为犃犆∥犃１犆１，所以∠犅犃１犆１就是异面直线

犃１犅与犃犆所成的角．所以，异面直线犃１犅 与犃犆所成的角的

大小为６０°．

（３）证明：因为犇犇１∥犃犃１，且犃犃１⊥犃犅，所以犇犇１

⊥犃犅．

　　过空间一点，可
以作几条直线与已知

直线平行？垂直呢？

　　求两条异面直线

所成的角时，一般通
过平移将所求角置于

某个三角形中，利用
三角形的边角关系来

求出这个角的大小．
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２２　　　

练习１０．２（３）

　（第２题）

１．在长方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，与棱犃犃１所在直线异面且

垂直的棱有几条？

２．在如图所示的正方体犃犅犆犇 犃１犅１犆１犇１中，设犘、犙 分别

是棱犅犅１、犅１犆１的中点．请画出异面直线犅犇１与犘犙所成的角．

习题１０．２　 　

　犃组

１．证明公理２的推论３．

２．空间两条互相平行的直线指的是 （　　）

Ａ．在空间没有公共点的两条直线；

Ｂ．分别在两个平面上的两条直线；

Ｃ．在两个不同的平面上且没有公共点的两条直线；

Ｄ．在同一平面上且没有公共点的两条直线．

３．如图，在正方体犃犅犆犇 犃１犅１犆１犇１ 中，犕、犖 分别为犆犇、犃犇 的中点．求证：

犕犖∥犃１犆１．

４．如图是一个正方体的平面展开图，在这个正方体中，下列说法中正确的序号

是　　　　．

　　① 直线犃犉与直线犇犈相交；

② 直线犆犖 与直线犇犈平行；

③ 直线犅犕 与直线犇犈是异面直线；

④ 直线犆犖 与直线犅犕 成６０°角．

（第３题）

　　

（第４题）

　　

（第５题）
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２３　　　

　　５．如图，在正方体犃犅犆犇 犃１犅１犆１犇１中，犕、犖 分别是棱犆１犇１、犆１犆的中点．判

断下列结论是否成立，并说明理由：

（１）直线犃犕 与犆犆１是相交直线；

　（第７题）

（２）直线犃犕 与犅犖 是平行直线；

（３）直线犃犕 与犇犇１是异面直线．

６．已知犃、犅、犆、犇是空间四个点，且直线犃犅与犆犇是两

条异面直线．求证：直线犃犆与犅犇也是异面直线．

７．如图，在四面体犃犅犆犇 中，犃犅＝犆犇，犃犅⊥犆犇，犈、犉

分别为犅犆、犃犇的中点．求直线犈犉和犃犅所成的角的大小．

　犅组

１．如果两个三角形不在同一平面上，它们的边两两对应平行，那么这两个三角形 （　　）

Ａ．全等； Ｂ．相似；

Ｃ．相似但不全等； Ｄ．不相似．

２．如图，在正方体犃犅犆犇 犃１犅１犆１犇１中，犈、犉、犌分别是犃犅、犅犅１、犅犆的中点．

求证：△犈犉犌∽△犆１犇犃１．

（第２题）

　　　

（第３题）

　　　

（第４题）

３．如图，在长方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，判断下列直线的位置关系：

（１）直线犃１犅与直线犇１犆的位置关系是　　　　；

（２）直线犃１犅与直线犅１犆的位置关系是　　　　；

（３）直线犇１犇与直线犇１犆的位置关系是　　　　；

（４）直线犃犅与直线犅１犆的位置关系是　　　　．

４．如图，已知不在同一平面上的三条直线犪、犫、犮相交于点犗，犕、犘是直线犪上的

两点，犖、犙分别是直线犫、犮上与点犗不重合的点．求证：犕犖 和犘犙是异面直线．

５．如图，在四面体犃犅犆犇 中，犃犆＝８，犅犇＝６，犕、犖 分别为犃犅、犆犇 的中点，并

且异面直线犃犆与犅犇所成的角的大小为９０°．求犕犖 的长．
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（第５题）

　　　　　

（第６题）

６．如图，在空间四边形犃犅犆犇 中，犈、犉、犌、犎 分别是边犃犅、犅犆、犆犇、犇犃 的

中点．当对角线犃犆和犅犇满足什么条件时，犈犉犌犎 分别是矩形、菱形、正方形？
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２５　　　

１０．３　 　
直线与平面的
位置关系

一条直线和一个平面的位置关系有且只有以下三种：

１．直线在平面上———有无数个公共点；

２．直线和平面相交———只有一个公共点；

３．直线和平面平行———没有公共点．

１ 直线与平面平行

上面我们已按照直线与平面的公共点的个数来划分了空间直

线与平面的位置关系，其中，当直线与平面没有公共点时，我们

说直线与平面平行，并沿用平面几何中的平行符号来表示，如

犾∥α．但是，因为直线与平面都是无限延伸的，要直接判断直线

与平面是否有公共点往往是比较困难的，所以我们需要一个简便

的直线与平面平行的判定定理．

观察房门的转动情景可以看到，房门开启后，无论门转到什

么位置，房门外沿所在的直线始终都是和门框所在的平面平行

的．这是因为房门的外沿与内沿是平行的，而在房门的转动过程

中，内沿始终都在门框所在的平面上．由此可以引出下面的直线

与平面平行的判定定理：

　　直线与平面平行的判定定理　如果不在平面上的一条

直线与这个平面上的一条直线平行，那么该直线与这个平

面平行．

下面，用反证法来证明这个定理．

已知：如图１０３１，直线犪不在平面α上，直线犫在平面α

上，且犪∥犫．

求证：直线犪∥平面α．

证明　假设直线犪不平行于平面α，则直线犪与平面α有公

共点，设为点犘．在平面α上，过点犘 作已知直线犫的平行线
图１０３１
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犪′．因为犪不在α上，所以犪′与犪不重合．另一方面，因为犪∥

犫，犪′∥犫，所以犪′∥犪，这和犪与犪′交于点犘矛盾．所以原假设

不成立，从而犪∥α．

依据上述判定定理，要判定不在平面上的一条直线与这个平

面平行，只要在此平面上找到此直线的一条平行线即可．

例１　在长方体犃犅犆犇 犃１犅１犆１犇１中，证明直线犅犇 平

行于平面犃犅１犇１．

证明　如图１０３２，因为棱犅犅１平行且等于棱犇犇１，所以

犅犅１犇１犇是平行四边形，从而犅犇∥犅１犇１．因为直线犅１犇１在平

面犃犅１犇１上，而直线犅犇 不在平面犃犅１犇１ 上，由上述判定定

理，得到直线犅犇∥平面犃犅１犇１．

例２　证明：空间四边形相邻两边中点的连线，必平行于

经过另外两边的平面．

已知：如图１０３３，在空间四边形犃犅犆犇 中，设犈、犉分

别是两边犃犅、犃犇的中点．

求证：犈犉∥平面犅犆犇．

证明　连接犅犇．在△犃犅犇中，中位线犈犉必平行于边犅犇．

因为犅犇在平面犅犆犇上，而犈犉不在平面犅犆犇上，由上述

判定定理，得到犈犉∥平面犅犆犇．

练习１０．３（１）

　（第１题）

１．如图，在长方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１的６个面中，

（１）与犃犅平行的平面是　　　　　　　　　　；

（２）与犃犇１平行的平面是　　　　　　　　　　．

２．判断下列命题的真假，并说明理由：

（１）若直线犪上有无数个点不在平面α上，则犪∥α；

（２）若直线犪与平面α上的一条直线平行，则犪与平面α

上的任意一条直线都平行；

（３）若两条平行直线中的一条平行于一个平面，则另一条直线也平行于这个平面；

（４）设直线犪在平面α上，直线犫不在平面α上，并且犪∥犫，则犫∥α．

３．若直线犾不平行于平面α，且犾不在平面α上，判断下列结论是否成立，并说明

理由：

（１）平面α上的所有直线都与犾异面；

图１０３２

图１０３３
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（２）平面α上不存在与犾平行的直线；

（３）平面α上存在唯一的一条直线与犾平行；

（４）平面α上的直线都与犾相交．

　　如果一条直线和一个平面平行，那么这个平面上是否一定可

以找到与这条直线平行的直线呢？有下面的定理．

　　直线与平面平行的性质定理　如果一条直线与一个平

面平行，过这条直线的一个平面与此平面相交，那么其交

线必与该直线平行．

如图１０３４，已知直线犪与平面α平行，过直线犪的一个平

面β与平面α相交于直线犫．

求证：犪∥犫．

证明　由犪∥α，故犪和α没有公共点．

又因为犫α，所以犪和犫没有公共点．

因为犪和犫同在平面β上，且没有公共点，所以犪∥犫．

例３　在如图１０３５所示的一块多面体木料中，棱犅犆

平行于平面犃′犅′犆′犇′．

（１）要经过平面犃′犅′犆′犇′上的一点犘和棱犅犆将木料锯开，

应怎样画线？

（２）所画的线与平面犃犅犆犇是什么位置关系？

解　（１）因为犅犆平行于平面犃′犅′犆′犇′，平面犅犆犆′犅′经过

犅犆并与平面犃′犅′犆′犇′交于犅′犆′，由上述定理，得犅犆∥犅′犆′．

在平面犃′犅′犆′犇′上，过点犘 作直线犈犉，使犈犉∥犅′犆′，

犈犉分别交棱犃′犅′、犆′犇′于点犈、犉．连接犅犈、犆犉，则犈犉、

犅犈及犆犉就是应画的线，如图１０３６所示．

（２）所画的线中，犅犈、犆犉 显然都与平面犃犅犆犇 相交．又

因为犈犉∥犅′犆′，从而犈犉∥犅犆．因此，由前述的判定定理，有

犈犉∥平面犃犅犆犇．

练习１０．３（２）

１．判断下列命题的真假，并说明理由：

（１）若两直线犪、犫互相平行，则犪平行于经过犫的任何平面；

图１０３４

图１０３５

图１０３６
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（２）若直线犪与平面α平行，则犪平行于α内的任何直线；

（３）若两直线犪、犫都与平面α平行，则犪∥犫；

（４）若直线犪平行于平面α，直线犫在平面α上，则犪∥犫或者犪与犫为异面直线．

２．证明：若不在给定平面上的两条平行直线中的一条平行于给定平面，则另一条直线

也平行于给定平面．

３．设直线犪∥平面α，求证：过犪任意作与α相交的平面，所有这些平面与α的交线

都是平行的．

２ 直线与平面垂直

日常生活中，旗杆与地面、桥柱与水面等，都给我们以一条

直线和一个平面垂直的形象．

如图１０３７，将书打开直立在桌面上，观察书的书脊犃犅和

各页与桌面的交线的位置关系，可以发现：书脊犃犅 所在的直

线，和每一页与桌面的交线都是垂直的．这时，我们说书脊犃犅

所在的直线垂直于桌面所在的平面．

定义　如果一条直线与平面上的任意一条直线都垂直，就说

这条直线与这个平面互相垂直．

如果直线犾与平面α垂直，我们记作犾⊥α．这时，直线犾叫

做平面α的垂线（或者法线），犾与α的交点叫做垂足．画示意图

时，通常使直线犾与表示平面α的平行四边形的一边垂直（图

１０３８）．

显然，用上述定义来直接判断线面垂直关系是很困难的，能

否像线面平行的情形一样找到一个简便的判定定理呢？

先做一个实验：请同学们准备一块三角形纸片犃犅犆，过

△犃犅犆的顶点犃 翻折纸片，得到折痕犃犇．将翻折后的纸片竖

起放置在桌面上，并使得边犇犅、犇犆均在桌面上．

（１）折痕犃犇与桌面垂直吗？

（２）如何翻折才能使折痕犃犇与桌面所在平面α垂直？

通过实验会发现，当且仅当折痕犃犇 是边犅犆 上的高时，

犃犇所在直线与桌面所在平面才垂直（图１０３９）．

图１０３７

图１０３８
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图１０３９

生活中，我们可以发现许多竖杆的底座是十字形的（图

１０３１０），只要竖杆与底座的两条边垂直，就可以保证竖杆垂直

于地面。

由上面的实验和实际经验，我们可以发现下面的事实．

　　直线与平面垂直的判定定理　如果一条直线与一个平

面上的两条相交直线都垂直，那么此直线与该平面垂直．

有了这个判定定理，我们就可以解释上面的实验与实际经

验．例如，在图１０３９中，由折痕犃犇⊥犅犆，而翻折保持这种

垂直关系不变，从而犃犇⊥犆犇，犃犇⊥犅犇．因此，由上述判定

定理就知道，折痕犃犇与桌面所在的平面α垂直．

例４　证明：如果两条平行直线犪、犫中的一条犪垂直于

一个平面α，那么另一条犫也垂直于这个平面α．

证明　如图１０３１１，在平面α上作两条相交直线犿、狀．因

为犪⊥α，根据直线与平面垂直的定义，知犪⊥犿，犪⊥狀．又因为

犪∥犫，所以犫⊥犿，犫⊥狀．因为犿、狀是平面α上的两条相交直

线，所以犫⊥平面α．

由例４可知，如果一组平行线中的一条与一个平面垂直，那

么其他平行线也都与这个平面垂直．我们现在考虑反过来的问

题：垂直于同一个平面的直线是否都平行呢？

答案是肯定的，我们有下面的定理．

　　直线与平面垂直的性质定理　垂直于同一个平面的两

条直线互相平行．

已知：犪、犫是两条直线，且犪⊥α，犫⊥α（图１０３１２）．

求证：犪∥犫．

图１０３１０

　　有兴趣的同学可

以自己试一试证明此

判定定理．

图１０３１１

图１０３１２
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证明　用反证法．设犪与犫不平行，直线犫与平面α的交点

为犅．过点犅作直线犫′，使得犫′∥犪．由直线犫与犫′确定的平面

记为β，设平面β与平面α的交线为犾．因为犪⊥α，犫⊥α，所以

犪⊥犾，犫⊥犾；由犫′∥犪，又可得出犫′⊥犾．直线犫与犫′都在平面β

上，都过点犅，且都垂直于直线犾，这与“在同一个平面上，过一

点有且只有一条直线与已知直线垂直”矛盾．由此得到犪∥犫．

由上述线面垂直的定义和定理可以得到下面的推论：

　　推论１　过一点有且只有一个平面与给定的直线垂直．

推论２　过一点有且只有一条直线与给定的平面垂直．

由推论２，如图１０３１３（１），过平面α外任意给定的一点

犕，有且只有一条直线与平面α垂直，从而把点犕 与垂足犖 之

间的距离叫做点犕 到平面α的距离．利用线面平行和线面垂直的

性质定理可以证明，如果一条直线犾平行于一个平面α，那么直

线犾上任意两点到平面α的距离都相等（证明过程留作习题），从

而就可以把直线犾上一点犕 到平面α的距离定义为直线犾到与它

平行的平面α的距离（图１０３１３（２））．

（１） （２）

图１０３１３

例５　如图１０３１４，在正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，

（１）判断直线犃犆与平面犅犅１犇１犇，以及直线犃犆与平面

犃１犅犇是否垂直，并证明你的结论；

（２）设正方体的棱长为１，分别求点犃 及直线犃犃１到平面

犅犅１犇１犇的距离．

解　（１）直线犃犆与平面犅犅１犇１犇垂直．证明如下：由正方

体的定义，知犅１犅⊥犃犅，犅１犅⊥犅犆，从而犅１犅 垂直于底面

犃犅犆犇，所以犃犆⊥犅１犅．因为底面是正方形，其对角线互相垂

直，所以犃犆⊥犅犇．由于犅１犅和犅犇 是平面犅犅１犇１犇 内的两条

相交直线，由前述的判定定理，得犃犆⊥平面犅犅１犇１犇．

图１０３１４
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直线犃犆与平面犃１犅犇 不垂直．理由是：因为犃犆∥犃１犆１，

而△犇犃１犆１是等边三角形，∠犇犃１犆１＝６０°，所以直线犃犆与平

面犃１犅犇 上的一条直线犃１犇 不垂直，从而直线犃犆 与平面

犃１犅犇不垂直．

（２）由（１），知犃犆与平面犅犅１犇１犇 垂直，所以犃 到平面

犅犅１犇１犇 的距离就是垂线段犃犗 的长度，它等于
槡２

２
．又因为

犃犃１∥犅犅１，由直线和平面平行的判定定理，知犃犃１∥平面

犅犅１犇１犇，从而犃犃１到平面犅犅１犇１犇 的距离就是点犃到平面

犅犅１犇１犇的距离，等于
槡２

２
．

练习１０．３（３）

１．加工六角螺母，只要螺母的六个侧面都是矩形，那么六条侧棱一定都垂直于螺母的

上下两面．请说明理由．

（第１题）

　　　　　

（第３题）

２．设犃犅 和犆犇 都是平面α 的垂线，其垂足分别为犅、犇．已知犃犅＝２ｃｍ，

犆犇＝５ｃｍ，犅犇＝４ｃｍ．求线段犃犆的长．

３．如图，已知犘犃垂直于平面α，犘犅垂直于平面β，犃、犅为相应的垂足，且犾为平

面α与平面β的交线．求证：犾⊥平面犘犃犅．

３ 直线与平面所成的角

不在平面上的一条直线与这个平面的位置关系，除了平行和

垂直，还有一种更一般的位置关系，即此直线与平面虽然相交，

但不垂直，称之为斜交．如图１０３１５（１），此时直线犾称为平面

α的斜线，直线犾与平面α的交点犃称为斜足．
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（１） （２）

图１０３１５

如何度量平面的斜线与平面的倾斜程度呢？我们在直线犾上

任取一个不同于斜足的点犘，如图１０３１５（２）所示．过点犘作平

面α的垂线，垂足记为犗．连接犗犃，直线犗犃叫做斜线犾在平面

α上的投影（也称射影）．线段犘犃 的投影是线段犗犃．容易证明，

平面的一条斜线在平面上的投影与点犘 的选择无关，是唯一确

定的，从而可以用斜线与它的投影所成的锐角θ来定义此斜线与

平面所成的角．

定义　平面的一条斜线和它在平面上的投影所成的锐角，叫

做这条直线和这个平面所成的角．

另外，我们约定，如果一条直线垂直于平面，我们说它们所

成的角是直角；如果一条直线和平面平行或在该平面上，就说二

者所成的角是０°的角．

例６　如图１０３１６，在正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，

（１）求直线犃１犅和平面犃犅犆犇所成的角的大小；

（２）求直线犇１犅和平面犃犅犆犇所成的角的大小．

解　（１）因为犃１犃⊥平面犃犅犆犇，且点犃１在平面犃犅犆犇

上的射影是点犃，即犃犅 是犃１犅 在平面犃犅犆犇 上的射影，而

犃犅与犃１犅所成的角是４５°，所以直线犃１犅和平面犃犅犆犇 所成

的角是４５°．

（２）因为犇１犇⊥平面犃犅犆犇，且点犇１在平面犃犅犆犇 上的

射影是点犇，所以∠犇１犅犇就是直线犇１犅和平面犃犅犆犇 所成的

角．设正方体犃犅犆犇 犃１犅１犆１犇１ 的棱长为犪．由犇犅＝槡２犪，

ｔａｎ∠犇１犅犇＝
犇１犇

犇犅
＝
犪

槡２犪
＝
槡２

２
，得∠犇１犅犇＝ａｒｃｔａｎ

槡２

２
．所以，

直线犇１犅和平面犃犅犆犇所成的角是ａｒｃｔａｎ
槡２

２
．

　　在直线与平面垂

直的情况下，其投影
就是相应的垂足．

图１０３１６

　　借助图１０３１６，
证明：从平面外一点
向这个平面所引的垂

线段 和斜 线段 中，
（１）垂线段比斜线段都
短；（２）两条斜线段相
等的充要条件是它们

相应的两条投影相等．
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例７　如图１０３１７，设犾是平面α的一条斜线，与平面

α交于点犗，犾′是犾在平面α上的投影，犾″是平面α上过点犗的另

一条直线，犾与犾′所成的角为θ，犾与犾″所成的角为μ．求

证：θ＜μ．

证明　在犾上取异于犗的一点犃，过点犃作犾′与犾″的垂线，

垂足分别是犅 与犆，连接犅犆．因为犾′是犾在平面α上的投影，

犃犅是平面α的垂线，△犃犅犆 是直角三角形，∠犃犅犆 是直角，

所以｜犃犅｜＜｜犃犆｜．在直角三角形犃犅犗与犃犆犗中，分别有

ｓｉｎθ＝
｜犃犅｜

｜犃犗｜
，ｓｉｎμ＝

｜犃犆｜

｜犃犗｜
，

由此可见ｓｉｎθ＜ｓｉｎμ．因为在（０，π２）中正弦函数是增函数，所以
θ＜μ．

如果犾″是平面α上的任意直线，犾与犾″所成的角μ可以通

过把犾″在平面α上平行移动到通过犗的位置（不排除与犾′重合

的情况）而得到．据例７得知，总有θ≤μ．这说明了：斜线与平

面所成的角，是这条斜线与平面内任何直线所成的角中的最小

的角．

练习１０．３（４）

１．已知斜线段的长度是斜线段在平面内的投影的长的两倍，求这条斜线和这个平面所

成的角的大小．

２．在正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，犈是边犃１犇１的中点．

（１）求犃１犆和面犃犇犇１犃１所成的角的大小；

（２）求犈犅和底面犃１犅１犆１犇１所成的角的大小．

３．在图１０３１７中，平面α上的斜线犾与平面α所成的角为θ，犾′是犾在平面α上的投

影，犗是犾与平面α的交点，点犅是犾上一点犃在α上的投影，犗犆是α上的任意一条直

线．如果θ＝４５°，∠犅犗犆＝４５°，求∠犃犗犆，并验证∠犃犗犆＞θ．

４ 三垂线定理

关于平面的斜线及其在平面上的投影，我们有下面的定理．

图１０３１７

　　这个例题的证明

不是“纯几何”的，但
数学不同分支的知识

和方法的综合运用，
有时可以快捷地解决

问题．
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　　三垂线定理　平面上的一条直线和这个平面的一条斜

线垂直的充要条件是它和这条斜线在平面上的投影垂直．

已知：如图１０３１８，犘 是平面α外一点，犘犃 是平面α的

斜线，交α于点犃．过点犘作平面α的垂线犘犗，垂足是犗，直

线犗犃是犘犃在平面α上的投影．

求证：对平面α上的任一直线犪，犪⊥犗犃是犪⊥犘犃 的充要

条件．

证明　先证充分性，即证明从犪⊥犗犃可以推出犪⊥犘犃．

因为犘犗⊥平面α，而犪α，所以犘犗⊥犪．这样，连同假设

条件，直线犪垂直于两条相交直线犘犗与犗犃，从而它垂直于这

两条相交直线所确定的平面犘犃犗．而直线犘犃平面犘犃犗，于

是犪⊥犘犃．

再证必要性，即反过来从犪⊥犘犃可以推出犪⊥犗犃．

同上，我们有犘犗⊥犪，这个条件连同假设条件犪⊥犘犃，推

出直线犪垂直于两条相交直线犘犗与犘犃所确定的平面犘犃犗．而

直线犗犃平面犘犃犗，于是犪⊥犗犃．

例８　如图１０３１９，已知正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１．

求证：犃犆⊥犅犇１．

图１０３１９

　　证明　直线犅犇１在平面犃犅犆犇上的投影是犅犇，显然有犅犇

⊥犃犆．

由三垂线定理，就得犃犆⊥犅犇１．

例９　如图１０３２０，小河的一侧有一条笔直的道路犾，

对岸有电塔犃犅，已知其高为犺．现只有自制的可用于测量水平

角度的简易仪器和皮尺作为测量工具，请说明还需测量的数

据，然后运用三垂线定理给出求电塔顶犃与道路犾的距离犱的

　　在讨论空间直线

的垂直关系时，三垂
线定理是一个常用的

工具．

图１０３１８

　　在此正方体中，
还有哪些面的对角线

与 犅犇１ 垂直？为什

么？由此能得到犅犇１
垂直于哪些截面？

图１０３２０
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３５　　　

公式．

解　在道路犾上取一点犆，使犅犆⊥犾，再用测量工具在犾上

另取一点犇，使∠犆犇犅＝４５°，用皮尺测得犆犇＝犪．

因为犅犆是犃犆在地面上的投影，且犅犆⊥犆犇，由三垂线定

理，得犃犆⊥犆犇，从而斜线犃犆的长度就是电塔顶犃与道路犾的

距离犱．

在直角三角形犅犆犇 中，∠犅犆犇＝９０°，∠犆犇犅＝４５°，犆犇

＝犪，故犅犆＝犪．而在直角三角形犃犅犆 中，由勾股定理，得

犃犆２＝犃犅２＋犅犆２，故犃犆＝ 犺２＋犪槡 ２，即电塔顶犃 与道路犾的

距离是

犱＝ 犺２＋犪槡 ２，

其中犺是电塔的高度，犪是道路犾上所取两个点犆与犇 之间的

距离．

练习１０．３（５）

１．过△犃犅犆所在平面α外的一点犘，作犘犗⊥α，垂足为犗，连接犘犃、犘犅及犘犆．

（１）若犘犃＝犘犅＝犘犆，则点犗是△犃犅犆的　　　　心；

（２）若犘犃＝犘犅＝犘犆，∠犃犆犅＝９０°，则点犗是边犃犅的　　　　点；

（３）若犘犃⊥犘犅，犘犅⊥犘犆，犘犆⊥犘犃，则点犗是△犃犅犆的　　　　心．

　（第３题）

２．已知犗是△犃犅犆的垂心，过点犗作平面犃犅犆的垂线，犘是

垂线上的一点．求证：犘犃⊥犅犆．

３．如图，已知犃犅犆犇是矩形，犘犃⊥平面犃犅犆犇．

（１）求证：∠犘犅犆＝９０°；

（２）若犘犆⊥犅犇，求证：四边形犃犅犆犇是正方形．

习题１０．３　 　

　犃组

１．如图，在长方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，犈是棱犇犇１的中点，试判断犅犇１与平面

犃犈犆的位置关系，并说明理由．

　　选择满足∠犆犇犅＝

４５°（也可以是３０°或６０°
的特殊角）的点犇使解
题过程最简洁，得到
的计算公式最简单．其

他的选择也可解决问

题，但过程和结果都
更复杂．
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（第１题）

　　　　　

（第３题）

２．在长方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，犕、犖 分别为矩形犃１犃犇犇１和犇１犆１犆犇 的中心．

求证：犕犖∥平面犃犅犆犇．

３．如图，α∩β＝犆犇，α∩γ＝犈犉，β∩γ＝犃犅，犃犅∥α．求证：犆犇∥犈犉．

４．已知犈、犉分别是空间四边形犃犅犆犇的边犅犆、犃犇 的中点，过直线犈犉且平行于

犃犅的平面与犃犆交于点犌．求证：犌是犃犆的中点．

５．证明：如果直线犾∥平面α，那么犾上任意两点到平面α的距离都相等．

６．已知平面α与平面β相交于直线犃犅，直线犘犆垂直于平面α，直线犘犇 垂直于平

面β，其垂足分别为犆、犇．求证：犃犅⊥犆犇．

７．由平面α外一点犃向α分别引斜线段犃犅、犃犆，已知这两条斜线段和平面α所成

的角的大小之比为２∶１，而它们的长度之比为２∶３．分别求斜线段犃犅、犃犆和平面α所

成的角的大小．

８．从平面外一点犇 向该平面引垂线段犇犃 及斜线段犇犅、犇犆，已知犇犃 的长为犪，

∠犅犇犃＝∠犆犇犃＝６０°，∠犅犇犆＝９０°．求犅犆的长．

９．证明：两条平行直线和同一个平面所成的角的大小相等．

１０．在正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，求证：犇１犅⊥平面犃犅１犆．

　犅组

　（第１题）

１．如图，在四面体犃犅犆犇 中，犈、犉 分别是△犃犆犇、△犅犆犇 的

重心．该四面体中，哪些面与犈犉平行？请说明理由．

２．如图，已知犅犇是⊙犗的直径，点犆是⊙犗上的动点．设过动

点犆的直线犃犆垂直于⊙犗所在的平面，且犈、犉分别是边犃犆、犃犇

的中点．求证：犈犉⊥平面犃犅犆．

（第２题）

　　　　　

（第３题）
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３７　　　

　　３．如图，在棱长为１的正方体犃犅犆犇 犃１犅１犆１犇１中，犈、犉 及犌 分别为棱犅犅１、

犇犇１和犆犆１的中点．

（１）求证：犆１犉∥平面犇犈犌；

（２）试在棱犆犇上取一点犕，使犇１犕⊥平面犇犈犌．

４．从一个角的顶点出发，作一条不垂直于这个角所在平面的射线．如果此射线和这个

角两边所成的角相等，求证：该射线在平面上的投影是这个角的角平分线．

　（第５题）

５．如图，在△犃犅犆中，∠犃犆犅＝９０°，且犇犃 垂直于△犃犅犆

所在的平面α，犕、犖 分别是边犃犆、犇犅的中点．

求证：犕犖⊥犃犆．
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１０．４　 　
平面与平面的
位置关系

两个平面的位置关系只有两种情况：平行或相交．在本节

中，我们将讨论如何判断平面间的平行与垂直关系，以及如何更

精确地刻画两个相交平面间的位置关系．

１ 平面与平面平行

我们希望通过直线间或线面间的平行关系来判断平面间的平

行关系．为此，先思考下面的问题：

（１）如果平面α平行于平面β，那么这两个平面上的一切直

线都相互平行吗？

（２）如果平面α上有一条直线与平面β平行，那么能保证这

两个平面平行吗？

（３）如果平面α上有两条相交直线与平面β平行，那么能保

证这两个平面平行吗？

问题（１）的回答是否定的．事实上，长方体的上、下两个底

面平行，但这两个底面上的直线间有不同的位置关系，如犃犅平

行于犃１犅１，而犃犅与犃１犇１异面且垂直，如图１０４１所示．

问题（２）的回答也是否定的．例如，当三角板的一条边所

在的直线与桌面所在的平面平行时，不能保证三角板所在平

面与桌面所在平面保持平行，因为这个三角板还可以绕这条

边转动．

至于问题（３），其答案应是肯定的，因为两条相交的直线完

全确定了这个平面．我们可以用反证法来严格地加以证明：如图

１０４２，假设α不平行于β，那么α与β相交于直线犾．由直线与

平面平行的性质定理知，直线犪及犫均平行于犾，从而犪∥犫．这

与已知犪、犫是相交直线矛盾．故假设不成立，即α∥β．

由此，我们就得到了下面的定理．

图１０４１

图１０４２
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　　两个平面平行的判定定理　如果一个平面上的两条相

交直线与另一个平面平行，那么这两个平面平行．

上述定理可以帮助我们方便地判断两个平面是否平行．例

如，在测量时，为判断一个平面与水平面是否平行，可将水平仪

（图１０４３）置放在这个平面上，并变换方向测试两次，如果水

平仪的水泡两次都居中，就可以断定这个平面和水平面是平

行的．

例１　证明：长方体犃犅犆犇 犃１犅１犆１犇１ 的平面犃犅１犇１

平行于平面犆１犇犅．

证明　如图１０４４，不在平面犃犅１犇１上的直线犅犆１平行于

平面犃犅１犇１上的直线犃犇１，所以直线犅犆１∥平面犃犅１犇１．同

理，不在平面犃犅１犇１上的直线犆１犇∥平面犃犅１犇１．因为犅犆１

与犆１犇是相交直线，所以它们确定的平面犆１犅犇∥平面犃犅１犇１．

由上面的讨论可知，如果两个平面平行，一个平面上的直线

与另一个平面上的直线可能是平行的，也有可能是异面的．那么，

如何在两个平行平面上找到相互平行的直线呢？为此，我们来考

察两个平行平面与第三个平面相交的情况，得出下面的定理．

　　两个平面平行的性质定理　如果两个平行平面同时和

第三个平面相交，那么它们的交线平行．

证明　如图１０４５，设平面γ与平行平面α、β相交，有两

条交线犪、犫．因为α∥β，所以α、β没有公共点，从而交线犪、

犫也没有公共点．又因为犪、犫都在平面γ上，所以犪∥犫．

例２　证明：若一条直线犾垂直于两个平行平面α、β中

的一个平面α，则它必垂直于另一个平面β．

证明　如图１０４６，记犃为直线犾与平面α的交点（垂足）．

设犫是平面β内任意给定的一条直线，而平面γ是经过点犃与直

线犫的平面．设γ∩α＝犪．

因为平面α∥平面β，平面γ与平面α和平面β的交线分别

为直线犪和直线犫，所以犪∥犫．又因为直线犾垂直于平面α，所

以犾⊥犫．由直线与平面垂直的定义，知犾⊥β．

图１０４３

图１０４４

图１０４５

图１０４６
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在１０．３节我们已经定义过点到平面的距离以及一条直线到

与它平行的平面的距离，现在可以进一步定义两个平行平面之间

的距离．为此，先注意到，如果平面α∥平面β，在平面α上任

取两点犕 与犖，那么平面α上的直线犕犖 与平面β没有交点，

所以犕犖∥平面β（图１０４７）．由此可见，点犕 与点犖 到平面

β的距离是相等的．这说明了平面α上的任意点到平面β的距离

都相等．这个距离也等于平面β上任意一点到平面α的距离：如

图１０４７，过平面α上的点犕 作平面β的垂线，交平面β于犕′，

则犕犕′既是点犕 到平面β的距离，也是点犕′到平面α的距离．

这样，我们可以把两个平行平面之间的距离定义为其中一个

平面上的任意一点到另外一个平面的距离．上一段的论述表明这

样的定义是没有歧义的．

练习１０．４（１）

１．判断下列命题的真假，并说明理由：

（１）若一个平面内的两条直线均平行于另一个平面，则这两个平面平行；

（２）若一个平面内两条不平行的直线都平行于另一个平面，则这两个平面平行；

（３）若两个平面平行，则其中一个平面中的任何直线都平行于另一个平面；

（４）平行于同一个平面的两个平面平行；

（５）若一个平面内的任何一条直线都平行于另一个平面，则这两个平面平行．

　（第２题）

２．如图，已知正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１的棱长为犪，求：

（１）点犃１到直线犅犆的距离；

（２）点犃到平面犅１犅犆犆１的距离；

（３）犅１犇１到平面犃犅犆犇的距离；

（４）平面犅１犅犆犆１到平面犃１犃犇犇１的距离．

３．证明：夹在两个平行平面间的平行线段相等．

２ 二面角

在开门时，有时开得大些，有时开得小些，这里的“大”或

“小”，可用门所在平面和门框所在平面之间的夹角的大小来说

明．那么，我们如何来度量两个平面之间的夹角呢？

如图１０４８，从一条直线出发的两个半平面所组成的图形叫

图１０４７

图１０４８
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做二面角（ｄｉｈｅｄｒａｌａｎｇｌｅ）．这条直线叫做二面角的棱，这两个半平

面叫做二面角的面，但允许这两个半平面重合或者构成一个平面．

棱为犃犅，两个面为α、β的二面角，记作二面角α犃犅β；也可以

在α、β上（棱以外的半平面部分）分别取点犘、犙，将这个二面

角记作二面角犘犃犅犙．如果棱记作犾，那么这个二面角也可以

记作二面角α犾β或犘犾犙．

下面我们要讨论的问题是应该如何刻画一个二面角的大小．

如图１０４９，若在二面角α犾β的棱犾上任取一点犗，且过

犗分别在面α、β上作棱犾的垂线犗犃 和犗犅，容易证明射线犗犃

和犗犅构成的角∠犃犗犅 的大小与点犗 的取法无关．因此，我们

可以用∠犃犗犅来表示二面角α犾β，并称其为二面角α犾β的平面

角．当二面角的两个半平面重合或者构成一个平面时，∠犃犗犅等

于０°或者１８０°，所以二面角的取值范围是０，π［ ］．当二面角α犾β

的大小等于直角时，我们称这个二面角为直二面角．

当两个平面相交所成的二面角是直二面角时，我们就说这两

个平面互相垂直．

两个互相垂直的平面，一般画成图１０４１０的样子：将直立

平面的竖边画成和水平平面的横边垂直．平面α与平面β垂直，

记作α⊥β．

图１０４１０

用下面的定理判定两个平面垂直比直接用定义要方便一些．

　　平面与平面垂直的判定定理　如果一个平面经过另一

个平面的一条垂线，那么这两个平面垂直．

证明　设平面β过另一平面α的垂线犗犃，点犗在平面α上，

则平面β与平面α交于过点犗的直线犾，且犗犃⊥犾．如图１０４１１，

在平面α上过点犗作犗犅⊥犾，则∠犃犗犅是二面角α犾β的平面角．

由犗犃⊥α与犗犅α，推出犗犃⊥犗犅，即∠犃犗犅是直角，从而二

面角α犾β是直二面角，所以β⊥α．

图１０４９

　　该如何给两个平

面的夹角下定义呢？

图１０４１１
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１０
空间直线
与平面

４２　　　

上面的定理的条件与结论实际上是一对充要条件，也就是

说，我们还可以证明：如果两个平面垂直，那么其中一个平面过

另一个平面的一条垂线．下面的定理是这个结论的推广．

　　平面与平面垂直的性质定理　如果两个平面垂直，那

么其中一个平面上垂直于两平面交线的直线与另一个平面

垂直．

证明　仍参看图１０４１１，平面α⊥平面β，它们的交线是犾．

直线犗犃β，且犗犃⊥犾，垂足是犗．过点犗在平面α上作犗犅⊥

犾，则∠犃犗犅是二面角α犾β的平面角．由于β⊥α，∠犃犗犅是直

角，即犗犃⊥犗犅，这个条件连同条件犗犃⊥犾立即推出犗犃⊥平

面α．

例３　如图１０４１２，已知正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１．

（１）作出二面角犃１犅犇犃的平面角；

（２）求证：平面犃１犃犆犆１⊥平面犃１犅犇．

解　（１）连接犃犆，犃犆与犅犇 交于点犗，则犃犆⊥犅犇，连

接犗犃１．由犃１犅＝犃１犇，知犃１犗⊥犅犇，所以∠犃１犗犃就是二面

角犃１犅犇犃的一个平面角．

（２）证明：因为犃１犃⊥平面犃犅犆犇，所以犅犇⊥犃１犃．再由

犅犇⊥犃犆，犃１犃∩犃犆＝犃，可得犅犇⊥平面犃１犃犆犆１．由上述判

定定理，得平面犃１犃犆犆１⊥平面犃１犅犇．

练习１０．４（２）

１．已知平面α⊥平面β，判断下列命题是否正确，并说明理由：

（１）平面α上的任意一条直线都垂直于平面β上的任意一条直线；

（２）平面α上的任意一条直线都垂直于平面β上的无数条直线；

　（第２题）

（３）平面α上的任意一条直线都垂直于平面β；

（４）过平面α上任意一点作平面α与β交线的垂线犾，则犾⊥β．

２．如图，已知犃犅⊥平面犅犆犇，犅犆⊥犆犇，有哪些平面互相

垂直？为什么？

３．证明：如果两个平面垂直，那么过第一个平面上一点且垂

直于第二个平面的直线，必在第一个平面上．

图１０４１２
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１０．４　　　　平面与平面的位置关系

４３　　　

习题１０．４　 　

　犃组

１．判断下列命题的真假，并说明理由：

（１）平行于同一条直线的两个平面平行；

（２）若两个平面分别经过两条平行直线，则这两个平面平行；

（３）分别在两个平行平面上的两条直线平行；

（４）与两条异面直线都平行的两个平面平行．

２．如图，在正方体犃犅犆犇 犃１犅１犆１犇１ 中，犃犈＝犃１犈１，犃犉＝犃１犉１．求证：犈犉∥

犈１犉１，且犈犉＝犈１犉１．

（第２题）

　　　　　

（第３题）

３．如图，在空间几何体中，犃、犅、犆为不共线的三点，犃犃１∥犅犅１∥犆犆１，且犃犃１＝

犅犅１＝犆犆１．求证：平面犃犅犆∥平面犃１犅１犆１．

４．如图，直线犪及直线犫是异面直线，直线犪、犫分别在两个平行平面α和β上．又

设直线犾⊥犪，犾⊥犫．求证：犾⊥α，犾⊥β．

（第４题）

　　　　　

（第５题）

５．如图，设α、β、γ三平面互相平行，直线犪与犫分别交α、β、γ于点犃、犅、犆和

点犇、犈、犉．求证：
犃犅

犅犆
＝
犇犈

犈犉
．
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１０
空间直线
与平面

４４　　　

６．在正方体犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′中，平面犃犅犆′犇′与正方体的各个面所成的二面角的大

小分别是多少？

７．在３０°二面角的一个面内有一个点，它到另一个面的距离是１０ｃｍ．求这个点到二面

角的棱的距离．

８．如图，在四面体犃犅犆犇中，已知犃犅＝犃犆＝犅犇＝犆犇＝２，犅犆＝２槡３，且犃犇＝１．

试作出二面角犃犅犆犇的平面角，并求它的度数．

（第８题）

　　　　　

（第１０题）

９．判断下列命题的真假，并说明理由：

（１）若平面α⊥平面β，平面β⊥平面γ，则平面α⊥平面γ；

（２）若平面α∥平面α１，平面β∥平面β１，平面α⊥平面β，则平面α１⊥平面β１．

１０．如图，已知犃犅是平面α的垂线，犃犆是平面α的一条斜线，犆犇 在α上，且垂直

于犃犆．求证：平面犃犅犆⊥平面犃犆犇．

１１．已知平面α、β、γ，且α及β均垂直于γ，记α与β的交线为犾．求证：犾垂直于γ．

　犅组

１．假设犿、狀是两条相交直线，犾１、犾２是与犿、狀都垂直的两条直线，但直线犾至少

与犿、狀中的一条不垂直．求证：直线犾与犾１、犾２所成的角的大小相等．

　（第２题）

２．如图，在四面体犞犃犅犆中，从顶点犞作平面犃犅犆的垂线，垂

足犗恰好落在△犃犅犆的中线犆犇上．如果犞犃＝犞犅，能否判定犃犆＝

犅犆以及平面犞犆犇⊥平面犞犃犅？

３．证明：三个两两垂直的平面的相应交线也两两垂直．

４．自二面角内一点分别向两个面作垂线，求证：它们所成的角

与二面角的平面角相等或互补．

５．证明：垂直于同一条直线的两个平面平行．
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１０．５　　　异面直线间的距离

４５　　　

　１０．５　　异面直线间的距离

前面已经定义了两条异面直线所成的角，但这显然还不足以

完全确定两条异面直线的相对位置．例如，在图１０５１中，

α犾β为一个二面角，在平面α上作一直线犪垂直于棱犾，垂足为

犃；而在平面β上分别作两条直线犫及犮垂直于棱犾，垂足分别为

犅、犆．由犫∥犮，异面直线犪、犫所成的角与犪、犮所成的角是相

等的，但犫及犮离犪的距离却不一样．该如何定义两条异面直线

的距离呢？

在图１０５１中，是否可以用线段犃犅和犃犆来分别表示异

面直线犪、犫之间及异面直线犪、犮之间的距离呢？要想这样做，

首先需要保证用这样的方式所定义的距离是唯一确定的，也就是

说，要证明下面的定理．

　　定理　对于任意给定的两条异面直线，存在唯一的一

条直线与这两条直线都垂直并且相交．

已知：直线犪、犫是异面直线．

求证：存在唯一的直线与犪、犫都垂直且相交．

证明　先证明存在性．如图１０５２，在直线犪上任取一点

犘，过犘作直线犫１，使得犫１∥犫．设犪及犫１所确定的平面为α，

则犫∥α．过直线犫作平面β垂直于平面α，并相交于直线犫２．由犫∥

α，有犫∥犫２．又因犫∥犫１，故犫１∥犫２．设犪与犫２的交点为犃，在

平面β上过犃 作直线犃犅垂直于犫２．因为平面β垂直于平面α，

所以直线犃犅垂直于平面α，从而直线犃犅⊥犪．这样，直线犃犅

与异面直线犪、犫都垂直且相交．

再证明唯一性．如图１０５３，假设除了犃犅，还有一条直线

犕犖，使得犕犖⊥犪，犕犖⊥犫，垂足分别为犕、犖．因为犫∥犫２，所

以犕犖⊥犫２，而犪 与犫２ 是平面α上的两条相交直线，所以

犕犖⊥α．又犃犅⊥α，所以犕犖∥犃犅，从而犃、犅、犕、犖 共

面，而这与犃犕、犅犖 是异面直线矛盾．

由此定理，任意两条异面直线的公垂线是唯一存在的．我们

图１０５１

图１０５２

　　这个存在性的证

明方法称为构造法，
即在证明过程中实际

上给出了构造公垂线

的方法．

图１０５３
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４６　　　

将与两条异面直线都垂直且相交的直线称为这两条异面直线的公

垂线，公垂线的两个垂足之间的线段称为异面直线的公垂线段，

两条异面直线的公垂线段的长度就叫做两条异面直线的距离．我

们还可以证明：两条异面直线的公垂线段，是连接两条异面直线

所有线段中的最短线段．

求两条异面直线之间的距离是立体几何中比较困难的问题，

其难点主要在于要找两条异面直线的公垂线段．回顾上述定理的

证明过程，如图１０５２，因为犫∥α，异面直线犪与犫之间的距

离等于公垂线段犃犅的长，也等于直线犫到平面α的距离，所以

在求两条异面直线的距离时，可以先过其中一条直线作一个平面

平行于另一条直线，从而把线线间的距离转化为线面间的距离．

例１　如图１０５４，已知正方体犃犅犆犇 犃１犅１犆１犇１的棱

长为犪．

（１）求异面直线犇１犅１与犃犅之间的距离；

（２）求异面直线犅犇１与犃犇之间的距离．

解　（１）因为犃犅⊥犅犅１，犇１犅１⊥犅犅１，所以犅犅１就是异

面直线犇１犅１与犃犅的公垂线段，从而所求的距离为犪．

（２）因为犃犇∥犅犆，而犅犆在平面犃１犅犆犇１上，所以犃犇∥

平面犃１犅犆犇１．又因为犅犇１在平面犃１犅犆犇１上，所以异面直线

犅犇１与犃犇之间的距离就等于直线犃犇到平面犃１犅犆犇１的距离，

即等于点犃到平面犃１犅犆犇１的距离，其值为
槡２

２
犪．

例２　如图１０５５，在空间四边形犃犅犆犇 中，犃犅＝

犃犇＝２槡１３，犅犆＝犆犇＝犅犇＝４，二面角犃 犅犇 犆的平面角等

于１２０°．求直线犃犆与犅犇之间的距离．

解　取犅犇的中点犈．因为犃犅＝犃犇，犅犆＝犆犇，所以犃犈

⊥犅犇，犆犈⊥犅犇，从而二面角犃犅犇犆的平面角为∠犃犈犆，且

犅犇垂直于平面犃犈犆．在△犃犈犆 中，作犈犉⊥犃犆，垂足为犉，

则犈犉为异面直线犃犆与犅犇的公垂线段．由犃犅＝犃犇＝２槡１３，

犅犆＝犆犇＝犅犇＝４，可得犃犈＝４槡３，犆犈＝２槡３．因为二面角

犃犅犇犆的平面角∠犃犈犆＝１２０°，所以由余弦定理，得犃犆＝

犃犈２＋犆犈２－２犃犈·犆犈·槡 ｃｏｓ１２０°＝ ４８＋１２＋２×４槡３×２槡３×
１

２槡 ＝

图１０５４

图１０５５
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１０．５　　　异面直线间的距离

４７　　　

２槡２１．由三角形面积公式，得犈犉·犃犆＝犃犈·犈犆·ｓｉｎ∠犃犈犆．

所以，犈犉＝
１２槡３

２槡２１
＝
６槡７

７
，即为所求异面直线的距离．

练习１０．５

　（第１题）

１．如图，设正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１的棱长为１，求下列异面

直线之间的距离：

（１）犃犇与犅１犅；

（２）犃犅与犇１犆．

２．求两条异面直线之间的距离问题，除了可转化为求直线与平

面间的距离，还可以转化为求两个平行平面之间的距离．请给出两

个平行平面的构造方法，并说明为什么两条异面直线之间的距离就

等于这样两个平行平面之间的距离．

３．设两条电线所在的直线是异面直线，它们的距离是１ｍ，所成的角的大小是６０°．已

知这两条电线上各有一点，距离公垂线的垂足都是１０ｍ．求这两点之间的距离．

习题１０．５　 　

　犃组

１．已知一平面平行于两条异面直线，一直线与两异面直线都垂直，那么这个平面与这

条直线的位置关系是 （　　）

Ａ．平行； Ｂ．垂直；

Ｃ．斜交； Ｄ．不能确定．

２．在棱长为犪的正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，求：

（１）犇１犅１与犆１犆之间的距离；

（２）犃犆与犇１犅１之间的距离．

　（第３题）

３．如图，在四面体犃犅犆犇 中，已知所有棱长都为犪．求两异

面直线犃犅与犆犇之间的距离．

４．在６０°的二面角的棱上，有两个点犃、犅，犃犆、犅犇 分别是

这个二面角的两个面上垂直于犃犅的线段．已知犃犅＝４ｃｍ，犃犆＝

６ｃｍ，犅犇＝８ｃｍ．求犆犇的长．

５．若两异面直线犪、犫所成的角的大小为７０°，过空间内一点犘作
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空间直线
与平面

４８　　　

与直线犪、犫所成的角均是７０°的直线犾，则所作直线犾的条数为 （　　）

Ａ．１； Ｂ．２；

Ｃ．３； Ｄ．４．

６．如果两个平面分别垂直于两条异面直线中的一条，求证：这两个平面的交线与这两

条异面直线的公垂线平行或重合．

　犅组

１．在直二面角的棱上有犃、犅 两点，犃犆和犅犇 分别在两个面上，并且都垂直于棱

犃犅．若犃犅＝８ｃｍ，犃犆＝６ｃｍ，犅犇＝２４ｃｍ，求犆犇的长及犃犅和犆犇之间的距离．

２．如图，在长方体犃犅犆犇 犃１犅１犆１犇１中，犃犅＝犪，犅犆＝犫，犃犃１＝犮．求异面直线

犅１犅与犃犆１之间的距离．

（第２题）

　　　　　　

（第３题）

３．如图，已知正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１的棱长为１．求异面直线犃１犅与犅１犇１之间

的距离．
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内容提要

４９　　　

内容提要　 　

１．立体几何中的公理及其推论

（１）公理１　如果一条直线上有两点在一个平面上，那么这条直线上所有的点都在这

个平面上．

（２）公理２　不在同一直线上的三点确定一个平面．

推论１　一条直线和这条直线外的一点确定一个平面．

推论２　两条相交直线确定一个平面．

推论３　两条平行直线确定一个平面．

（３）公理３　如果两个不同的平面有一个公共点，那么它们有且只有一条过该点的公

共直线．

（４）公理４　平行于同一条直线的两条直线互相平行．

２．直线与直线的位置关系

（１）有三种可能的位置关系：相交、平行、异面．

（２）等角定理　如果一个角的两边和另一个角的两边分别平行并且方向相同，那么这

两个角相等．

推论１　如果一个角的两边和另一个角的两边分别平行，那么这两个角相等或者互补．

推论２　如果两条相交直线和另两条相交直线分别平行，那么这两组直线所成的锐角

（或直角）相等．

（３）异面直线的定义　不同在任何一个平面上的两条直线叫做异面直线．

（４）异面直线判定定理　过平面外一点与平面上一点的直线，和此平面上不经过该点

的任何一条直线是异面直线．

（５）异面直线所成的角的定义　两条异面直线平移到相交位置时所得到的锐角或直

角，称为这两条异面直线所成的角．

３．直线与平面的位置关系

（１）直线与平面平行的判定定理　如果不在平面上的一条直线与这个平面上的一条直

线平行，那么该直线与这个平面平行．

（２）直线与平面平行的性质定理　如果一条直线与一个平面平行，过这条直线的一个

平面与此平面相交，那么其交线必与该直线平行．

（３）线面垂直的定义　如果一条直线与平面上的任意一条直线都垂直，就说这条直线

与这个平面互相垂直．

（４）直线与平面垂直的判定定理　如果一条直线与一个平面上的两条相交直线都垂

直，那么此直线与该平面垂直．
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（５）直线与平面垂直的性质定理　垂直于同一个平面的两条直线互相平行．

推论１　过一点有且只有一个平面与给定的直线垂直．

推论２　过一点有且只有一条直线与给定的平面垂直．

（６）线面所成的角的定义　平面的一条斜线和它在平面上的投影所成的锐角，叫做这

条直线和这个平面所成的角．

（７）三垂线定理　平面上的一条直线和这个平面的一条斜线垂直的充要条件是它和这

条斜线在平面上的投影垂直．

４．平面与平面的位置关系

（１）两个平面平行的判定定理　如果一个平面上的两条相交直线与另一个平面平行，

那么这两个平面平行．

（２）两个平面平行的性质定理　如果两个平行平面同时和第三个平面相交，那么它们

的交线平行．

（３）从一条直线出发的两个半平面所组成的图形叫做二面角，一个二面角的大小等于

它的平面角的大小．

（４）平面与平面垂直的判定定理　如果一个平面经过另一个平面的一条垂线，那么这

两个平面垂直．

（５）平面与平面垂直的性质定理　如果两个平面垂直，那么其中一个平面上垂直于两

平面交线的直线与另一个平面垂直．

５．异面直线间的距离

（１）定理　对于任意给定的两条异面直线，存在唯一的一条直线与这两条直线都垂直

并且相交．

（２）定义　两条异面直线的公垂线段的长度叫做这两条异面直线的距离．

复习题　 　

　犃组

　（第１题）

１．如图，在长方体犃犅犆犇 犃１犅１犆１犇１中，犈 为犃１犅１的中

点，犃犅＝犅犅１＝２，犃犆＝２槡５．求异面直线犅犈与犃犆所成的角

的大小．

２．如图，设犘为矩形犃犅犆犇所在平面外的一点，矩形对角

线的交点为犗，犕 为犘犅的中点．判断下列结论是否正确，并说

明理由：
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（１）犗犕∥犘犇；

（２）犗犕∥平面犘犆犇；

（３）犗犕∥平面犘犇犃；

（４）犗犕∥平面犘犅犃；

（５）犗犕∥平面犘犅犆．

（第２题）

　　　　　　　　　

（第３题）

３．如图，正方体的棱长是犪，点犈、犉分别是两条棱的中点．

（１）求证：四边形犅犇犈犉（图中阴影部分）是一个梯形；

（２）求四边形犅犇犈犉的面积．

４．判断下列命题的真假，并说明理由：

（１）若直线犾与平面犕 斜交，则犕 内不存在与犾垂直的直线；

（２）若直线犾⊥平面犕，则犕 内不存在与犾不垂直的直线；

（３）若直线犾与平面犕 斜交，则犕 内不存在与犾平行的直线；

（４）若直线犾∥平面犕，则犕 内不存在与犾不平行的直线．

５．如果不在平面上的一条直线上有两点到这个平面的距离相等，那么这条直线和这个

平面有什么位置关系？画示意图表示．

６．如图，直线犃犃′、犅犅′、犆犆′相交于点犗，且犃犗＝犃′犗，犅犗＝犅′犗，犆犗＝犆′犗．

求证：平面犃犅犆∥平面犃′犅′犆′．

（第６题）

　　　　　　　　　　

（第８题）

７．已知直线犾⊥平面α，直线犿平面β，判断下列命题的真假，并说明理由：

　　（１）若α∥β，则犾⊥犿；

（２）若α⊥β，则犾∥犿；
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（３）若犾∥犿，则α⊥β；

（４）若犾⊥犿，则α∥β．

８．如图，已知线段犃犅垂直于△犅犆犇所在的平面，且犃犅＝犅犆＝犆犇＝１，∠犅犆犇＝

９０°．犅犈⊥犃犇，犈为垂足，犉为犃犆的中点．求犈犉的长．

９．设正六边形犃犅犆犇犈犉的边长为犪，线段犘犃 垂直于正六边形所在的平面，且犘犃

＝２犪．分别求点犘到犆犇、犇犈与犅犆所在直线的距离．

　犅组

１．已知直线犪、犫和平面α、β，判断下列命题的真假，并说明理由：

（１）若犪∥α，犫⊥犪，则犫⊥α；

（２）若犪∥α，α⊥β，则犪⊥β；

（３）若犪∥犫，犫α，则犪∥α．

２．证明：如果平面α和不在这个平面上的直线犪都垂直于平面β，那么直线犪必平行

于平面α．

３．三个平面两两相交，得到三条交线．求证：这三条交线交于一点或两两平行．

４．如图，已知△犃犅犆是正三角形，犈犃、犆犇都垂直于平面犃犅犆，且犈犃＝犃犅＝２犪，

犇犆＝犪，犉是犅犈的中点．

（１）求证：犉犇∥平面犃犅犆；

（２）求证：犃犉⊥平面犈犇犅．

（第４题）

　　　　　　　　

（第６题）

５．证明：如果一个平面的一条平行线垂直于另一个平面，那么这两个平面互相垂直．

６．如图，以等腰直角三角形犃犅犆斜边犅犆上的高犃犇 为折痕，使△犃犅犇 和△犃犆犇

折成互相垂直的两个面．求证：犅犇⊥犆犇，且∠犅犃犆＝６０°．

７．证明：如果共点的三条直线两两垂直，那么它们中每两条直线所确定的平面也两两

垂直．

８．如图，犘是平面α外一点，直线犘犃与平面α斜交于点犃，从点犘作平面α上的一

条直线犗犃的垂线犘犗，垂足为犗．又设犪是平面α上的一条直线，且犪⊥犗犃，犪⊥犘犃．

求证：犘犗⊥平面α，从而犗犃是犘犃在平面α上的投影．
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（第８题）

　　　　　

（第９题）

９．如图，直角三角形犃犅犆在平面α上，且∠犅犃犆＝９０°．以犃为垂足作犇犃⊥α，在

犇犅上取一点犈，使犃犈⊥犇犅．求证：犆犈⊥犇犅．

拓展与思考

　（第２题）

１．设平面α与平面β平行，犃∈α，犅∈β，犆是犃犅的中点．

当犃、犅分别在α、β上运动时，所有的动点犆是否保持在同一

个平面上？证明你的结论．

２．在长方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，如果对角线犃犆１与过点

犃的相邻三个面所成的角分别为α、β、γ，那么ｃｏｓ
２α＋ｃｏｓ２β＋

ｃｏｓ２γ＝　　　　．

探究与实践　 　

正方体的截面

　　用一个平面去截

一个几何体得到的平

面图形叫做截面．

　　我们知道，用一把刀去切一个球形的西瓜，其切口截面是一个

圆．但如果用一个平面去截一个正方体，得到的截面会是什么图

形呢？

平面截在正方体的不同位置时，截面的形状会有所不同，下面

是正方体几种截面图形的示意图．

三角形

　　　

正方形

　　　

矩形

梯形

　　　

五边形

　　　

六边形
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　　利用空间线面关系的有关性质，我们可以准确地作出平面截正方体所得到的截面

图形．

问题：已知犘、犙、犚 分别是正方体犃犅犆犇 犃１犅１犆１犇１的棱

犃犅、犅犆和犇１犆１的中点，如何作出过犘、犙、犚 三点的平面α截

正方体所得到的截面呢？

作法：

（１）取犃１犇１的中点犛，连接犛犚．由犛犚∥犃１犆１，犃１犆１∥犃犆，

犃犆∥犘犙，知犛犚∥犘犙，从而由两平行线犛犚和犘犙确定的平面即

为α，从而犛∈α．

　　连接犘、犙、犚 三

点得到的三角形犘犙犚
是所要求的截面吗？

为什么？

（２）延长犚犛，交犅１犃１的延长线于点犕．连接犕犘，交犃犃１

于点犜．由直线犛犚α，知犕∈α．又由犘∈α，可得犜∈α．

（３）延长犘犙，交犇犆的延长线于点犖．连接犖犚，交犆犆１于

点犠．同理可得犠∈α，从而犘、犙、犠、犚、犛、犜六点都在平面

α上．

（４）连接线段犛犜及犚犠，得六边形犘犙犠犚犛犜．由于六边形犘犙犠犚犛犜各边的端点都

在正方体的表面上，因此六边形犘犙犠犚犛犜的各条边也在正方体的表面上．所以，六边形

犘犙犠犚犛犜就是平面α截正方体所得的截面．

　　　　

由上可知，作平面α截正方体的截面的关键，是确定截面多边形的各个顶点：

（１）要确保截面多边形的各个顶点都在平面α上；

（２）要确保截面多边形的相邻两个顶点都在正方体的同一表面上．

由于正方体的棱所在直线是相邻两个表面的交线，因此常利用棱上的点从一个表面转

化到另一个表面．

思考：用一个平面截正方体．

（１）如果截面是三角形，可以截出几类不同的三角形？为什么？

（２）能否截出正五边形？为什么？

（３）其截面有没有可能是边数超过６的多边形？为什么？
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课后阅读　 　

中国微分几何学派的创立者———苏步青

　　苏步青（１９０２—２００３），著名数学家、教育家，中国微分几何

学派的创始人，曾被誉为“东方第一几何学家”．１９５５年当选为中

国科学院学部委员（即后来的中国科学院院士）．苏步青主要从事

微分几何学和计算几何学等方面的研究，在仿射微分几何学和射

影微分几何学等领域中取得杰出的研究成果，在几何外型设计、

计算机辅助几何设计等领域做出了开创性的成就．他还是一位数

学教育的大师．

苏步青于１９０２年出生在浙江省平阳县的一个小山村．童年时

代的他曾是牛背上的野孩子，小时候的求学路经历了从“背榜”到第一名的过程，１３岁时

苏步青考入在温州的浙江省立第十中学读书．１９１９年７月，他在校长洪彦远先生的资助下

到日本留学．经过一个月的日语补习，１９２０年２月参加东京高等工业学校招考，以优秀的

成绩被录取到该校电机系学习．后又报考日本东北帝国大学理学院数学系，以两门课均满

分的成绩被录取．在就读期间，苏步青在仿射微分几何领域就已取得了出色的研究成果，

数学界称他为“东方国度上升起的灿烂的数学明星”，并于１９３１年获得理学博士学位．

１９３１年秋，因与早于他留学日本的陈建功先生有约在先，苏步青回到阔别１２年的故土，

到浙江大学数学系任教．经过多年的努力，包括在抗战期间随浙江大学西迁贵州这一段颠

沛流离的艰辛岁月中，他们获得了一系列重要研究成果，在国际上享有崇高的声誉，以苏

步青为首的浙江大学微分几何学派也开始形成．两位先生创导的数学讨论班活动，在培养

学生上居功至伟．浙江大学因而被英国科技史专家李约瑟（ＪｏｓｅｐｈＮｅｅｄｈａｍ）誉为“东方的

剑桥”．１９５２年，全国高等院校院系调整，苏步青被调到复旦大学，从此创立于浙江大学

的微分几何学派在复旦大学得到发扬和光大．在７０多岁高龄时，苏步青还结合解决船体

数学放样的实际课题，创建和开始了计算几何这一新的研究方向．

除了出色的研究工作，苏步青还是一位优秀的教育家．他一生教书育人，为祖国培养

了一大批优秀的数学人才，在他培养的学生中，有多名是中国科学院院士．苏步青也十分

关注基础教育，曾领导编写过中学数学教材，多次给中小学生作报告，在晚年还亲自为提

高中学数学教师的水平开办讲学班．１９９１年起设立的苏步青数学教育奖，奖励为中学数学

基础教育做出杰出贡献的教师，已成为我国中学数学教育的大奖．
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由于苏步青的杰出贡献，在他逝世后不久的２００３年８月，国际工业与应用数学联合

会（ＩＣＩＡＭ）决定设立“ＩＣＩＡＭ苏步青奖”，奖励在数学对新兴经济和人类发展的应用方面

做出突出贡献的个人．这是国际工业与应用数学联合会继拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）奖、柯拉兹

（Ｃｏｌｌａｔｚ）奖、先驱（Ｐｉｏｎｅｅｒ）奖及麦克斯韦（Ｍａｘｗｅｌｌ）奖后设立的第五个奖项，是第一个以

中国科学家名字命名的国际数学大奖．

上海教育出版社

上海教育出版社



书书书

第１１章

简单几何体
　　必修课程第１０章讨论了空间中点、线及面的位置关系

和一些性质．在此基础上，本章将讨论柱体、锥体及球体等

常见的空间几何体的形状、性质和度量．

对简单几何体的研究有许多实际的应用．从粉墙黛瓦的

传统民居到高耸入云的摩天大楼，各式建筑虽然千姿百态，

但它们往往都是由简单几何体组合而成的．因此，简单几何

体的研究自古以来就是数学的重要内容，《九章算术》中的

“堑堵”“阳马”“鳖”等几何体就是一些特殊的柱体和锥体．
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１１．１　　柱体

日常生活中，长方体粉笔盒、六角螺帽、易拉罐、电池等都

是我们常见的柱体模型．

１ 棱柱与圆柱

在上一章学习中我们见到过的长方体、四面体等都是由若干

三角形或平面多边形包围起来的几何体．像这样由三角形或平面多

边形围成的封闭几何体称为多面体（ｐｏｌｙｈｅｄｒｏｎ），构成多面体表面

的各三角形或平面多边形称为多面体的面（ｆａｃｅ），相邻面的公共边

称为多面体的棱（ｅｄｇｅ），棱与棱的交点称为多面体的顶点（ｖｅｒｔｅｘ）．

观察图１１１１中的多面体，可以发现它们有如下的共同特

征：有一对互相平行的面，且这两个面是两个全等的三角形或平

面多边形；同时，不在这两个面上的棱都相互平行．我们把这样的

多面体叫做棱柱（ｐｒｉｓｍ）．那一对互相平行的面称为棱柱的底面，

其余的面则称为棱柱的侧面，不在底面上的棱称为棱柱的侧棱，

而棱柱的两个底面之间的距离称为棱柱的高．侧棱垂直于底面的棱

柱称为直棱柱（ｒｉｇｈｔｐｒｉｓｍ），否则称为斜棱柱（ｏｂｌｉｑｕｅｐｒｉｓｍ）．底面

是正多边形的直棱柱称为正棱柱（ｒｅｇｕｌａｒｐｒｉｓｍ）．

（１） （２） （３）

图１１１１

通常又可按照棱柱底面的多边形的边数把棱柱分为三棱柱、

四棱柱、五棱柱等．例如，图１１１１中，（１）是三棱柱，又因为

　　棱柱常用表示两

底面多边形的记号（顶
点相应排列），再用短
横连接来记．例如，图

１１１１中，三棱柱（１）
可记 为 棱 柱 犃犅犆

犃′犅′犆′，六棱柱（３）可
记为棱柱犃犅犆犇犈犉

犃′犅′犆′犇′犈′犉′．
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它的侧棱不垂直于底面，所以是斜三棱柱；（２）是四棱柱，又因

为侧棱垂直于底面，所以是直四棱柱；（３）的底面是正六边形，

侧棱又垂直于底面，所以是正六棱柱．

例１　已知斜三棱柱犃犅犆犃′犅′犆′的底面是正三角形，侧

棱犃犃′⊥犅犆，并且与底面所成的角的大小是６０°．设侧棱长为犾．

（１）求此三棱柱的高；

（２）求证：侧面犅犅′犆′犆是矩形；

（３）求证：犃′在平面犃犅犆上的射影犗在∠犅犃犆的平分线上．

解　（１）如图１１１２，过犃′作犃′犗垂直于平面犃犅犆，犗为

垂足，则线段犃′犗的长就是三棱柱的高，∠犃′犃犗就是侧棱犃犃′

与底面所成角．

由∠犃′犃犗＝６０°，犃犃′＝犾，可得三棱柱的高犃′犗＝犾ｓｉｎ６０°

＝
槡３

２
犾．

（２）由棱柱的定义，可知侧面犅犅′犆′犆是平行四边形．又因

为犃犃′⊥犅犆，犃犃′∥犅犅′，所以犅犅′⊥犅犆，所以侧面犅犅′犆′犆

是矩形．

（３）因为犃犃′⊥犅犆，犃′犗 垂直于平面犃犅犆，由三垂线定

理，知犃犗⊥犅犆．延长犃犗交犅犆于点犇，则犃犇是△犃犅犆的边

犅犆上的高．因为△犃犅犆是正三角形，所以犃犇 也是∠犅犃犆的

平分线，即犃′在平面犃犅犆上的射影在∠犅犃犆的平分线上．

如图１１１３，将矩形犃犅犆犇绕其一条边犃犅所在直线旋转一

周，所形成的几何体叫做圆柱（ｃｙｌｉｎｄｅｒ），犃犅所在直线叫做该圆

柱的轴，线段犃犇和犅犆分别旋转而成的圆面叫做该圆柱的底面，

线段犆犇旋转而成的曲面叫做该圆柱的侧面，犆犇叫做该圆柱的母

线，圆柱的两个底面间的距离（即犃犅的长度）叫做该圆柱的高．

根据圆柱的形成过程，易知圆柱有两个相互平行的底面，有

无穷多条母线，且所有母线都与其轴平行．

方便起见，我们把棱柱和圆柱统称为柱体．

例２　证明：（１）过圆柱的轴的任意平面与圆柱形成的截

面都是全等的矩形；

（２）任一平行于圆柱底面的平面与圆柱形成的截面都是与底

面全等的圆．

图１１１２

图１１１３
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（１） （２）

图１１１４

证明　（１）设过圆柱的轴犗１犗２的任一平面与圆柱相截所形

成的截面为犃犃１犅１犅，且犃犅、犃１犅１都是底面圆的直径，如图

１１１４（１）所示．因为圆柱的底面平行，所以由两个平面平行的

性质定理，犃犅∥犃１犅１．又因为犃犃１∥犗１犗２∥犅犅１，所以

犃犃１犅１犅是平行四边形．由犗１犗２垂直于底面，知犃犃１垂直于

底面，因此犃犃１⊥犃１犅１．所以犃犃１犅１犅是矩形，其一组对边的

长是底面的直径，另一组对边的长是圆柱的高，它们都是完全确

定的，即这些截面互相都全等．

（２）任作一个平行于底面并与圆柱相交的平面α，把平面α

截圆柱侧面所形成的封闭曲线记为犆，设犘是犆上的任意一点，

犗是平面α与犗１犗２的交点，如图１１１４（２）所示．由圆柱的形

成过程，知圆柱侧面上任意一点到圆柱的轴的距离都等于圆柱的

底面半径，所以犘到点犗的距离必等于底面半径，从而犆所围

出的截面是一个与底面全等的圆．

练习１１．１（１）

１．证明：棱柱的所有侧面都是平行四边形．

２．证明：平行于棱柱底面的平面截这个棱柱所得到的截面是一个与底面全等的多

边形．

３．一个水平放置的封闭圆柱形容器中装了部分的水，此时水面的形状是什么图形？如

果把圆柱沿侧面放倒在水平的面上，那么水面的形状又会是什么图形？请分别画出以上两

种情形的示意图．
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２ 柱体的体积

我们已经知道长方体的体积等于长、宽、高的乘积．对于一

般的柱体，是否也可以给出相应的体积公式呢？

早在公元５世纪，我国数学家祖!在求球体积时，就创造性

地提出了一个原理：“幂势既同，则积不容异．”这里，“幂”是截

面积，“势”是几何体的高．意思是两个同高的几何体，若在任意

给定的等高处的截面积相等，则体积相等．如图１１１５，这个原

理可以用现代的数学语言表示如下：

　　祖!原理　夹在两个平行平面间的两个几何体，如果

被平行于这两个平面的任意平面截得的两个截面都有相等

的面积，那么这两个几何体的体积必相等．

图１１１５

我们可以把图１１１５看成装满水的两个不同容器．若在任意

给定的等高处液面面积相等，则容器中的水一样多．我们还可以用

下面的方法直观地解释祖!原理：如图１１１６，取一堆书放在桌

面上，将这堆书如图那样改变一下形状，这时书堆的高度没有改

变，每页的面积也没有改变，这堆书的体积与变形前相等．

图１１１６

　　“祖!原理”是
祖冲之（４２９—５００）和
他的儿子祖!（４５６—
５３６）提出的，解决了
球体等几何体体积计

算问题．国外用意大

利数学家卡瓦列里

（Ｂ．Ｃａｖａｌｉｅｒｉ，１５９８—

１６７４）的名字命名此
原理，称为“卡瓦列
里原理”．
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有了祖!原理，下面就可以方便地推导一般柱体的体积．设

某个棱柱的底面积是犛底，高是犺．为了计算它的体积，我们先

构造一个底面积为犛底，高为犺的长方体，然后把棱柱和长方体

同时置于两个平行平面之间，如图１１１７所示．

图１１１７

依据棱柱的定义，用平行于底面的任意平面去截棱柱所形成

的截面与底面多边形全等，面积自然也相等．这样，由祖!原理

可以得到一般棱柱的体积公式：

犞棱柱＝犛底犺．

其中，犛底 为棱柱的底面积，犺为棱柱的高．

用类似的方法可以推导出圆柱的体积公式：

犞圆柱＝犛底犺＝π狉２犺．

其中，犛底为圆柱的底面积，犺为圆柱的高，狉为圆柱的底面半径．

例３　已知三棱柱的底面三角形犃犅犆 的三边长分别是

犃犅＝１３ｃｍ，犅犆＝５ｃｍ，犆犃＝１２ｃｍ，侧棱犃犃′＝２０ｃｍ，且侧

棱犃犃′与底面所成的角的大小为６０°．求这个三棱柱的体积．

解　如图１１１８，设犃′在平面犃犅犆 上的射影为犎，则

犃′犎 是棱柱的高，且∠犃′犃犎＝６０°．

因为△犃′犃犎 是直角三角形，所以

犃′犎＝犃′犃·ｓｉｎ６０°＝２０×
槡３

２
＝１０槡３．

又因为犃犅２＝犅犆２＋犆犃２，所以∠犆＝９０°．从而棱柱的底面

积犛＝
１

２
×５×１２＝３０．

所以，棱柱的体积犞＝犛犺＝３０×１０槡３＝３００槡３（ｃｍ３）．

图１１１８
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练习１１．１（２）

１．在修建铁路时，路基需要用碎石铺垫．已知路基的形状及尺寸如图所示（单位：

ｍ），每修建１ｋｍ铁路需要碎石多少ｍ３？

（第１题）

　　　　　

（第３题）

２．一个圆柱形油桶的底面半径为５０ｃｍ，高为１００ｃｍ．求这个油桶的体积．

３．如图，查一查六角螺帽的尺寸规格，并说明如何计算它的体积．

３ 柱体的表面积

柱体的表面由底面和侧面组成．其中，底面是多边形或圆．

因此，柱体的表面积等于两个底面的面积再加上所有侧面的面

积．其中，所有侧面的面积之和称为柱体的侧面积．例如，棱长

分别为犪、犫、犮的长方体的表面积等于２（犪犫＋犫犮＋犮犪）．

为了计算方便，下面我们只讨论直棱柱和圆柱的表面积．

对于直棱柱，由定义得每个侧面都是矩形，且每个矩形的一

边都等于棱柱的高，另一边是底面多边形的一条边．所以，直棱

柱的侧面积等于棱柱的高乘底面多边形的周长．

我们也可以用平面展开图的方法来求直棱柱的表面积．如图

１１１９，将左边的直六棱柱沿其某条棱剪开，并展开在一个平面

上，可以得到右边的平面图形．

显然，这个平面图形的面积就是直棱柱的表面积．其中，所

有侧面正好组成一个矩形，此矩形的一边等于棱柱的高犺，另一

边等于底面多边形的周长犮．这样，我们就得到了直棱柱的表面

积公式：

犛直棱柱表＝犮犺＋２犛底，

上海教育出版社

上海教育出版社



１１
简单几何体

６４　　　

图１１１９

其中犛底 为直棱柱的底面积．

对于圆柱，因为侧面是一个曲面，不能像直棱柱那样直接求

面积，但仍可以采用平面展开图的方法来求侧面积．如图

１１１１０，将圆柱的侧面沿某条母线剪开，并展开在一个平面上，

同样得到一个矩形．此矩形的一边等于圆柱的母线长犺（即其高），

另一边等于底面圆的周长犮．这样，我们就得到了圆柱的表面积

公式：

犛圆柱表＝犮犺＋２犛底＝２π狉犺＋２π狉２，

其中，犛底 为圆柱的底面积，狉是圆柱底面的半径．

图１１１１０

例４　一张Ａ４纸的规格为：２１０ｍｍ×２９７ｍｍ，把它作

为一个圆柱的侧面，再添加圆柱的两个底．求所得到的圆柱体体

积．（结果精确到０．００１ｍｍ３）

解　（１）如果以２１０ｍｍ 的边为高，那么２９７＝２π狉１，

狉１＝
２９７

２π
，此时圆柱体体积为
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犞１＝２１０π狉
２
１＝２１０×

２９７２

４π
≈１４７４０８４．３２９（ｍｍ３）．

（２）如果以２９７ｍｍ的边为高，那么２１０＝２π狉２，狉２＝
２１０

２π
，

此时圆柱体体积为

犞２＝２９７π狉
２
２＝２９７×

２１０２

４π
≈１０４２２８１．８４９（ｍｍ３）．

练习１１．１（３）

　（第１题）

１．如图（图中单位：ｃｍ）是一种机器零件，零件下部是实心的直六棱

柱（底面是正六边形，侧面是全等的矩形），上部是实心的圆柱．求此零件

的体积与表面积．（结果分别精确到０．１ｃｍ３与０．１ｃｍ２）

２．要给一批共１００００根相同规格的空心钢管镀锌，钢管的长度为

１ｍ，内外直径分别为８ｃｍ与１０ｃｍ．若电镀这批钢管每平方米要用锌

０．１１ｋｇ，求需要用锌的总量．（结果精确到０．０１ｋｇ）

３．证明：表面积相等的长方体中，正方体的体积最大．

习题１１．１　 　

　犃组

１．若圆柱的底面半径是１，母线长为２，则这个圆柱的体积是　　　　．

２．若一个圆柱的侧面积是４π，高为１，则这个圆柱的体积是　　　　．

３．若正六棱柱的高为４，底面边长为２，则这个正六棱柱的体积是　　　　．

４．将一个棱长为犪的正方体切成２７个全等的小正方体，其表面积增加了　　　　．

５．已知侧面都是矩形的四棱柱，侧棱长为５，底面是边长为２的菱形，则这个棱柱的

侧面积是　　　　．

６．在正四棱柱犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，若犃犃１＝２犃犅，则异面直线犆犇与犃犆１所成的

角的大小为　　　　．

７．在正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，若犈 是犅犆１的中点，则直线犇犈 与平面犃犅犆犇

所成的角的大小为　　　　．

８．已知三棱柱犃犅犆犃１犅１犆１的三个侧面均是矩形，求证：它的任意两个侧面的面积

之和大于第三个侧面的面积．
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　犅组

１．已知长方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１的对角线犃犆１的长是犾，且直线犃犆１与长方体经过

点犃的三个面所成的角分别是α、β、γ．求此长方体的体积．

２．如图，设圆柱有一个内接棱柱（即棱柱的侧棱都是圆柱的母线，棱柱的两个底面分

别在圆柱的两个底面内）．已知圆柱的体积是４槡３π，棱柱的底面是边长为２的正三角形．

求棱柱的体积．

（第２题）

　　　　　

（第３题）

３．如图，一个直三棱柱形容器中盛有水，且侧棱犃犃１＝８．当侧面犃犃１犅１犅水平放置

时，液面恰好过犃犆、犅犆、犃１犆１、犅１犆１ 的中点．当底面犃犅犆 水平放置时，液面高为

多少？
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１１．２　　锥体

和柱体一样，锥体也是日常生活中常见的空间图形，如铅

锤、金字塔等（图１１２１）．本节我们将讨论一些简单锥体的形状

特征和度量方法．

　　　 　　　

图１１２１

１ 棱锥与圆锥

观察图１１２２中的图形，可以发现它们有如下的共同特征：

有一个面是三角形或平面多边形，且不在这个面上的棱都有一个

公共点，这样的多面体叫做棱锥（ｐｙｒａｍｉｄ）．其中，这个三角形

或平面多边形称为棱锥的底面，其余的面称为棱锥的侧面，不在

底面上的棱称为棱锥的侧棱，所有侧棱的公共点称为棱锥的顶

点，顶点到底面的距离叫做棱锥的高．如果棱锥的底面是正多边

形，且底面中心与顶点的连线垂直于底面，那么这个棱锥叫做正

棱锥（ｒｅｇｕｌａｒｐｙｒａｍｉｄ）．

图１１２２

类比于棱柱的分类，按照底面多边形的边数，棱锥可以分别

称为三棱锥、四棱锥、五棱锥等．

　　棱锥常用表示其

顶点的字母与表示其

底面多边形的记号之

间加 短 横 来 记， 例
如，图１１２２中，左
边的三棱锥可记为

犘犃犅犆，右边的六棱
锥可记为犘犃犅犆犇犈犉．
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例１　证明：在正三棱锥中，任意两条异面的棱都相互

垂直．

证明　如图１１２３，设犘犃犅犆是正三棱锥，从而它的底面

三角形犃犅犆是正三角形，顶点犘 在底面上的射影犗 为△犃犅犆

的中心．两条异面的棱可以犘犆与犃犅 为代表（其余情况完全类

似），所以要证的是犘犆⊥犃犅．

连接犆犗并延长，与犃犅 交于点犇．因为犗 为△犃犅犆的中

心，所以犆犇⊥犃犅．又因为犘犗 垂直于平面犃犅犆，所以犆犇 是

犘犆在平面犃犅犆上的射影．由三垂线定理，知犘犆⊥犃犅．

三棱锥由四个三角形围成，它就是１０．２节例４中出现过的四

面体．三棱锥是一种比较重要的棱锥，因为由平面多边形围成的

多面体（见１１．３节）总可以看成由三棱锥拼合而成，从而多面体

的度量计算问题常常可以转化为三棱锥的问题；而且三棱锥的每

个面都可以作为棱锥的底面，解决问题时便具有一定的灵活性．

除了棱锥，还有一类常见的锥体就是圆锥．如图１１２４，将

直角三角形犃犗犅绕其一条直角边犃犗所在直线旋转一周，所形

成的几何体叫做圆锥（ｃｏｎｅ）．其中，犃犗所在直线叫做圆锥的轴，

点犃叫做圆锥的顶点，直角边犗犅旋转而成的圆面叫做圆锥的

底面，斜边犃犅旋转而成的曲面叫做圆锥的侧面，斜边犃犅叫做

圆锥的母线，圆锥的顶点到底面间的距离（即犃犗的长度）叫做圆

锥的高．

图１１２４

由圆锥的形成过程可以知道，圆锥有无穷多条母线，且所有

的母线都交于圆锥的顶点．

方便起见，我们把棱锥与圆锥统称为锥体．

例２　如图１１２５，用平行于圆锥犘 犗１底面的平面截

这个圆锥，得到一个小圆锥犘犗２．如果这两个圆锥的高分别是

图１１２３

　　圆锥可用表示顶

点的字母与表示底面

圆心的字母之间加短

横来记，如图１１２４
的圆锥可记为圆锥

犃 犗．
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犺１、犺２，求这两个圆锥的底面面积之比．

解　设犘犃是大圆锥的一条母线，过犘犃和犘犗１的平面与两

个圆锥的底面的交线分别为直线犗１犃和犗２犅，则由两个平面平行

的性质定理，知犗１犃∥犗２犅．所以△犘犗２犅∽△犘犗１犃，所以

犛圆犗１

犛圆犗２
＝（犘犗１犘犗２）

２

＝（犺１犺２）
２

．

把一个锥体用平行于底面的平面截去含顶点的小锥体后，剩

下的几何体称为台体（ｆｒｕｓｔｕｍ）．在例２中，大圆锥截去小圆锥后

剩下的几何体称为圆台．由圆锥的形成过程，容易看出圆台是由

直角梯形犗１犃犅犗２绕直角边犗１犗２旋转一周所形成的几何体．类

似地，如果棱锥被一个平行于底面的平面所截，那么截去一个小

棱锥后剩下的多面体称为棱台．其中，由正棱锥截得的棱台称为

正棱台．与台体有关的问题，我们一方面可以转化为锥体的问题

来解决，另一方面也可以把锥体和柱体看作是台体的极端情形．

练习１１．２（１）

１．用平行于棱锥底面的平面截这个棱锥，得到一个小棱锥．已知这两个棱锥的高分别

是犺１、犺２，求这两个棱锥的底面面积之比．

２．（１）过圆锥的任意两条母线作一个平面与圆锥相截，得到的截面是什么图形？在什

么条件下，所得到的截面面积最大？

　（第３题）

（２）如果圆锥的母线与底面所成的角的大小为６０°，那么经过

圆锥两条母线的平面与圆锥底面所成的二面角有可能小于６０°吗？

３．显然，通过延长圆台的任意一条母线都可以使它们交于一

点，从而得到一个圆锥．如图，这样的几何体是否也可以通过延长

棱的方法得到一个棱锥？

２ 锥体的体积

可以证明（见本节的“探究与实践”），任一棱锥的体积都是与

它同底等高的柱体的体积的三分之一，由此得到棱锥的体积公式：

犞棱锥＝
１

３
犛犺．

图１１２５
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其中，犛为棱锥底面的面积，犺为棱锥的高．

利用棱锥的体积公式和祖!原理，可以进一步得出圆锥的体

积公式：

犞圆锥＝
１

３
犛犺＝

１

３
π狉２犺．

其中，狉为底面半径．

例３　如图１１２６，设犈、犉 分别是给定正方体犃犅犆犇

犃１犅１犆１犇１的棱犆１犇１和犆犇上的任意点．求证：三棱锥犈犃犅犉

的体积是定值．

证明　设正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１的 棱长为犪．因为

犃犅∥犆犇，所以当点犉 在犆犇 上移动时，它与犃犅 的距离（即

△犉犃犅的高）都等于犅犆，三角形犉犃犅 的面积犛△犉犃犅＝
１

２
犃犅×

犅犆＝
１

２
犪２为定值．

又因为正方体的棱犆１犇１与下底面平行，所以犆１犇１上任意

一点到下底面的距离都等于犪，所以三棱锥犈犃犅犉的体积

犞三棱锥犈犃犅犉＝
１

３
犪犛△犉犃犅＝

１

６
犪３为定值．

由上述证明过程还可以得出，当点犈 在正方体犃犅犆犇

犃１犅１犆１犇１的上底面上任意移动时，三棱锥犈犃犅犉的体积均为

定值．

例４　如图１１２７，设正方体犃犅犆犇 犃１犅１犆１犇１的棱长

为犪．求顶点犅１到面犅犃１犆１的距离．

解　设顶点犅１到面犅犃１犆１的距离为犺，则犞三棱锥犅１犃１犅犆１＝

１

３
犺犛△犃１犅犆１＝

槡３

６
犺犪２．因为

犞三棱锥犅１犃１犅犆１＝犞三棱锥犃１犅１犅犆１＝
１

３
犪犛△犅１犅犆１＝

１

６
犪３，

所以
槡３

６
犺犪２＝

１

６
犪３，犺＝

槡３

３
犪．

图１１２６

图１１２７
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例５　如图１１２８，设台体上、下底面积分别为犛′和犛，

上下底面的距离为犺．求证：犞台＝
１

３
（犛′＋槡犛′犛＋犛）犺．

证明　设去掉的锥体和原来的锥体的体积分别为犞′和犞，

去掉的锥体高为狓，则

犞′＝
１

３
犛′狓，犞＝

１

３
犛（犺＋狓）．

因为
狓

狓＋犺
＝
槡犛′

槡犛
，可解得狓＝

槡犛′犺

槡犛－槡犛′
，所以

　　　犞台＝
１

３
犛（犺＋狓）－

１

３
犛′狓＝

１

３
犛犺＋

１

３
（犛－犛′）

槡犛′犺

槡犛－槡犛′

＝
１

３
犛犺＋

１

３
（槡犛＋槡犛′）槡犛′犺＝

１

３
（犛′＋槡犛′犛＋犛）犺．

练习１１．２（２）

１．已知四棱锥犘犃犅犆犇 的底面是边长为６的正方形，侧棱犘犃垂直于底面，且犘犃

＝８．求该四棱锥的体积．

２．已知直三棱柱犃犅犆犃′犅′犆′的侧棱长为９，底面相邻边的长分别是７和５，夹角为

１２０°．求三棱锥犅犃′犅′犆′的体积．

３．已知圆台上、下底面的半径分别为狉１、狉２，高为犺．求证：犞圆台＝
１

３
π（狉２１＋狉１狉２＋狉２２）犺．

探究与实践　 　

下面我们尝试由棱柱的体积公式推导棱锥的体积公式．

平面几何中，在推导三角形的面积公式时，可以先把两个全等的三角形拼成一个平

行四边形，如图１１２９，然后利用已知的平行四边形的面积公式导出三角形的面积

公式．

图１１２９

前面我们已经得到了柱体的体积公式，能否类似平面几何的做法，利用柱体的体积公

图１１２８
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式来推导锥体的体积公式呢？要这样做，显然应该从三棱锥开始，因为任意一个棱锥都可

以分割为若干个三棱锥．

作为准备，我们先证明：等底等高的三棱锥的体积相等．

已知三棱锥犗犃犅犆和犘犇犈犉的底面积都是犛，高都是犺．

求证：三棱锥犗犃犅犆和犘犇犈犉的体积相等．

图１１２１０

证明　如图１１２１０，把两个三棱锥的底面都放在平面α上，任意作平面β平行于α，

设平面β截三棱锥犗 犃犅犆 所得的截面为△犃′犅′犆′，其面积为犛１；平面β截三棱锥

犘犇犈犉所得的截面为△犇′犈′犉′，其面积为犛２．如果三棱锥的顶点犗和犘到平面β的距离

为犺１，那么推得
犗犃′

犗犃
＝
犗犅′

犗犅
＝
犗犆′

犗犆
＝
犺１

犺
和
犃′犅′

犃犅
＝
犅′犆′

犅犆
＝
犆′犃′

犆犃
＝
犺１

犺
．于是，得△犃′犅′犆′∽

△犃犅犆，相似比是
犺１

犺
．同理可得△犇′犈′犉′∽△犇犈犉，相似比也是

犺１

犺
．由相似形的性

质，得

犛１

犛
＝（犺１犺）

２

，
犛２

犛
＝（犺１犺）

２

，

即

犛１＝犛２＝（犺１犺）
２

犛．

这说明用任意平行于底面的平面截两个等底等高的三棱锥时，所得的截面面积相等，

所以由祖!原理得三棱锥犗 犃犅犆和犘 犇犈犉 的体积相等，即等底等高的三棱锥的体积

相等．

下面我们来推导三棱锥的体积公式．

如图１１２１１，设犘犃犅犆是任一给定的三棱锥，其底面面积为犛，犘犗为高，且犘犗＝犺．

过顶点犘 分别作犘犆１瓛犅犆，犘犃１瓛犅犃，连接犃１犆１、犆１犆、犃１犃，显然△犃犅犆≌

△犃１犘犆１．由棱柱的定义，可知犃１犘犆１犃犅犆为三棱柱，其底面面积为犛，高为犺．下面
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需要研究的是三棱柱犃１犘犆１犃犅犆与三棱锥犘犃犅犆的体积之间的关系．

图１１２１１

考察三棱柱的构造可以发现，比原三棱锥犘 犃犅犆 多出的部分是一个四棱锥

犘犃犆犆１犃１．连接 犃犆１，将这个四棱锥分割成两个等底等高的三棱锥犘犃犆犆１和

犘犃犆１犃１．因此犞棱锥犘犃犆犆１＝犞棱锥犘犃犆１犃１．另一方面，可将三棱锥犘 犃犆１犃１ 视作三棱锥

犃犘犆１犃１，则它和原三棱锥犘犃犅犆又是等底等高的三棱锥，于是犞棱锥犘犃犅犆＝犞棱锥犃犘犆１犃１＝

犞棱锥犘犃犆１犃１．我们证明了三个三棱锥犘犃犅犆、犘犃犆犆１与犘犃犆１犃１都具有相同的体积，

于是

犞棱柱犃１犘犆１犃犅犆＝犞棱锥犘犃犅犆＋犞棱锥犘犃犆犆１＋犞棱锥犘犃犆１犃１

＝３犞棱锥犘犃犅犆．

　图１１２１２

由此得犞棱锥犘犃犅犆＝
１

３
犛犺．

由于任意棱锥都可以分割为若干个同高的三棱锥（图１１２１２），因

此可得棱锥的体积公式：

犞棱锥＝
１

３
犛犺．

其中，犛为棱锥的底面积，犺为棱锥的高．

３ 锥体的表面积

与柱体类似，锥体的表面积也等于侧面积与底面积之和．对

于棱锥或圆锥来说，由于底面是一个平面多边形或一个圆，可以

用平面几何的方法计算面积，因此求侧面积是关键．对于一般的

棱锥来说，每个侧面都是三角形，其侧面积也易于求出，但难以
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写出一个一般的公式．对于圆锥来说，求其侧面积则是一个新的

问题，下面我们只讨论正棱锥和圆锥的表面积．

依据定义，正棱锥的每个侧面都是全等的等腰三角形，我们

把这些等腰三角形底边上的高称为棱锥的斜高，记为犺′．如果棱

锥底面多边形的周长是犮，底面面积是犛底，那么容易求得棱锥

的侧面积和表面积分别是：

犛正棱锥侧＝
１

２
犮犺′，

犛正棱锥表＝
１

２
犮犺′＋犛底．

对于圆锥，我们可以采用求圆柱侧面积的方法，将其沿一条

母线剪开，展开在一个平面内．可以看到，圆锥侧面的平面展开

图是一个以圆锥母线犾为半径的扇形，扇形的弧长就等于圆锥底

面的圆周长，如图１１２１３所示．设圆锥的底面圆半径为狉，则

扇形的中心角θ＝
２π狉

犾
（弧度）．由扇形的面积公式，可得

犛圆锥侧＝π狉犾．

所以，圆锥的表面积公式为：

犛圆锥表＝π狉犾＋π狉２．

例６　已知正三棱锥犗 犃犅犆的底面边长为２ｃｍ，高为

１ｃｍ．求该三棱锥的表面积．

解　如图１１２１４，因为底面三角形犃犅犆是边长为２ｃｍ的

正三角形，所以计算可得底面面积犛△犃犅犆＝槡３（ｃｍ
２）．

设犗′是正三角形犃犅犆 的中心．由正三棱锥的性质可知，

犗犗′垂直于平面犃犅犆．连接犃犗′，并延长交犅犆于犇，连接犗犇．

由三垂线定理，得犗犇⊥犅犆．计算可得犃犇＝槡３，犗′犇＝
槡３

３
．又

犗犗′＝１，正三棱锥的斜高犗犇＝
２槡３

３
，所以犛侧＝

１

２
×６×

２槡３

３
＝

２槡３（ｃｍ２）．所以，犛表＝槡３＋２槡３＝３槡３（ｃｍ２）．

图１１２１３

图１１２１４
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例７　有一个圆锥形漏斗，其底面直径是１０ｃｍ，母线长

为２０ｃｍ．在漏斗口的点犘处用一根绳子将漏斗挂在墙面上，当

绳子的长度最短时，可以紧紧地箍住漏斗，不会上下滑动．求此

时绳子的长度．（结果精确到０．１ｃｍ）

解　如图１１２１５，将圆锥侧面沿母线犗犘展开，其平面展

开图是一个以犗为圆心，半径为２０ｃｍ的扇形．此扇形的中心角

θ＝
２π狉

犾
＝
π

２
（弧度），是一个直角扇形．

如果有一根绳子从点犘 出发，绕漏斗侧面一周回到点犘，

那么展开后这条绳子就变成平面上犘和犘′两点之间的一条曲线．

因此，当这条曲线变成直线段犘犘′时，绳子的长度最短，其最短

长度为２０槡２≈２８．３（ｃｍ）．

练习１１．２（３）

１．已知圆锥侧面展开图中扇形的中心角为
２π

３
，底面周长为２π．求这个圆锥的侧面积

和表面积．

２．棱长都是１的三棱锥的表面积为　　　　．

３．推导正棱台的侧面积公式．

习题１１．２　 　

　犃组

１．已知一个正三棱锥的底面边长为６，侧棱长为槡１５．求这个三棱锥的体积．

　（第２题）

２．如图，已知三棱锥犘犃犅犆中，犘犃垂直于平面犃犅犆，犃犅⊥

犅犆，犘犃＝４，犃犅＝３，犃犆＝５．

（１）求点犃到平面犘犅犆的距离；

（２）求三棱锥犘犃犅犆的表面积．

　图１１２１５
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　（第３题）

３．把边长为１的正方形犃犅犆犇 沿对角线犃犆折起，使（折叠

后的）犃、犅′、犆、犇 四点为顶点的三棱锥体积最大．求此三棱锥

的表面积．

４．棱锥被平行于底面的平面所截，当截面分别平分棱锥的高

与体积时，相应的截面面积分别为犛１、犛２．求证：犛１＜犛２．

５．若圆锥的底面半径为１，高为槡３，求圆锥的表面积．

６．把一个圆锥截成圆台，已知圆台的上、下底面半径的比为

１∶４，母线（原圆锥母线在圆台中的部分）长为１０ｃｍ．求原圆锥的母线长．

７．已知圆锥的底面半径为３，沿该圆锥的母线把侧面展开后可得到圆心角为
２π

３
的扇

形．求该圆锥的高．

８．用一个平面去截正方体，得到一个三棱锥，截得的三棱锥中，除了截面外另三个面

的面积分别为犛１、犛２、犛３．求这个三棱锥的体积．

　犅组

１．在三棱锥犘犃犅犆中，已知犘犃＝犘犅＝犘犆＝１，犃犅＝槡２，犅犆＝１，犃犆＝槡３．求该

三棱锥底面犃犅犆上的高与三棱锥的体积．

２．用过圆柱和圆锥的轴的平面截这两个几何体，分别得到边长为２的正方形和正三角

形，求圆柱和圆锥的表面积之比．

３．已知圆锥底面的半径为１０，母线长为６０．求底面圆周上一点犅沿侧面绕两周回到

点犅的最短距离．

４．设圆台的母线长为犾，上、下底面的半径分别为狉′、狉．试用狉′、狉和犾表示圆台的

侧面积．
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１１．３　　多面体与旋转体

本章前两节我们研究了一些重要的简单几何体，主要是棱

柱、棱锥、圆柱和圆锥．这些几何体又可分为多面体与旋转体．

１ 多面体

在１１．１节中，我们把多面体定义为由三角形或平面多边形

围成的封闭几何体，我们还知道了棱柱、棱锥、棱台等几何体都

是多面体．本节将从多面体中面的数量和特点这个不同角度对多

面体做一些探讨．

多面体可以用它的面的数量进行命名，有几个面的多面体就

叫做几面体．例如，三棱锥有一个底面和三个侧面，所以是四面

体；长方体（四棱柱）有六个面，是六面体．一般地，一个狀棱锥

有一个底面和狀个侧面，所以是狀＋１面体；狀棱柱或狀棱台有

两个底面和狀个侧面，所以是狀＋２面体．

容易看出，一个多面体至少有四个面．这是因为，如果在一

个多面体中任意选定一个面，那么这个面至少有三条边，即它的

边界上至少有多面体的三条棱．每条棱还是这个面与另一个面的

交线，于是得到了另外三个面．这三个面互不重合，否则有一个

面与预先选定的面有两条公共棱，从而与选定的面重合，这是不

可能的．于是，我们至少在这个多面体上找到了四个面．

由此可见，面数最少的多面体是四面体，即三棱锥．四面体

在立体几何中的作用相当于三角形在平面几何中的作用．例如，

平面上的多边形都可以由三角形拼合而成，而空间中的多面体都

可以由四面体拼合而成．

与平面上的正多边形类似，在空间中可以考虑正多面体．如

果一个多面体的所有面都是全等的正三角形或正多边形，每个顶

点聚集的棱的条数都相等，这个多面体就叫做正多面体（ｒｅｇｕｌａｒ

ｐｏｌｙｈｅｄｒｏｎ）．图１１３１给出了五种不同的正多面体．事实上，

用本节“课后阅读”中所介绍多面体的欧拉定理，可以验证只有这

　　正多面体又称为

柏拉图立体（ｐｌａｔｏｎｉｃ
ｓｏｌｉｄ），因古希腊哲学
家柏拉图（Ｐｌａｔｏ，公元
前４２７—公元前３４７）
对它们所做的研究而

得名．
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五种正多面体．

正四面体

　

　

正六面体

（正方体）

　

正八面体

正十二面体

　　　　

正二十面体

图１１３１

２ 旋转体

虽然圆柱和圆锥也是常见的几何体，但它们具有与多面体完全

不同的特征：组成这两类几何体的表面不全是平面多边形．我们在前

两节中把圆柱（圆锥）定义成由一个矩形（直角三角形）绕它的一条边

（一条直角边）旋转一周所形成的几何体．这里的关键词是“旋转”，由

此我们抽象出一般旋转体的概念：由一个平面封闭图形绕其所在平

面上的一条定直线旋转一周所形成的空间封闭几何体称为旋转体

（ｒｅｖｏｌｖｉｎｇｓｏｌｉｄ）（图１１３２），这条直线叫做该旋转体的轴．

图１１３２
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在车床加工零件或陶瓷工坊制作陶器时，我们都可以直观地

体验旋转体和它的轴．

　

与旋转体类似地可以定义空间中的旋转面：一条平面曲线

（包括直线、折线等）绕其所在平面上的一条直线旋转一周所形成

的空间图形称为旋转面．图１１３２右边的空间几何体的表面就

是旋转面，它可由左边对应平面图形的外框线绕旋转轴旋转而

得到．

旋转面是大学空间解析几何课程中的内容之一．我们这里只

关注最简单的情况：一条直线犪绕同一平面内的另一条直线犾旋

转一周所形成的曲面：圆柱面或圆锥面．当直线犪与直线犾平行

时，得到的是圆柱面；当直线犪与直线犾相交（但不垂直）时，得

到的是圆锥面（图１１３３）．直线犪称为圆柱面或圆锥面的母线．

在圆锥面的情况中，母线与转轴的交点犗旋转以后仍然是一个

点（仍记为犗），这个点称为圆锥面的顶点．

图１１３３
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课后阅读　 　

多面体的欧拉定理

　　多面体的世界是丰富多彩的，但会遵循一些非常简单的基本规律，多面体的欧拉定理

就描述了这样一个规律．

多面体的欧拉定理：简单多面体的顶点数犞、棱数犈与面数犉有关系

犞＋犉－犈＝２．

这里首先要知道什么是“简单多面体”．要弄清这个概念，设想多面体的面都是用具有

良好弹性的橡胶做成的．如果往这个多面体充足够多的气体以后能够使这个多面体膨胀成

一个球体，那么这个多面体就是一个简单多面体．

我们迄今所见的多面体（如棱柱、棱锥、正多面体等）都是简单多面体．但要构造一个

非简单多面体也不难．如图１１３４，这是一个中间有一个长方体空洞的十六面体，往这样

的橡胶多面体充气，得到的是一个游泳圈，而不是球．算一算，对于图１１ ３ ４的多面

体，犞＋犉－犈等于多少．

图１１３４

欧拉（Ｌ．Ｅｕｌｅｒ，１７０７—

１７８３），瑞士数学家，

是科学史上最多产的

一位杰出数学家，在

许多领域都作出了奠

基性的贡献．

多面体的欧拉定理的证明与中学数学教材中常见的几何证明有

着本质的不同，它设想所讨论的多面体是用一种可随意变形但不会

撕破或粘连的材料（如橡胶）做成的，于是可以把它拉伸或压缩，转

换为一个能更好把握的几何体进行研究．这里我们不做深入讨论，但

要指出，这个定理及其证明实际上归入一个新的几何学———拓扑学

的领域．拓扑学关注的是“相邻”状态与“连续”变形，而不是度量（长

度、角度以及派生的面积、体积等），因此拓扑学常被人戏称为“橡

皮筋上的几何学”．

多面体的欧拉定理及其推广是拓扑学中的重要定理，其所揭示的“欧拉示性数”已成为

拓扑学的基础概念．
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有了多面体的欧拉定理，再对正多面体的顶点数犞、棱数犈、面数犉以及每面的边数

和每顶点聚集的棱数之间的关系做一些分析，就可以证明正多面体只有图１１３１所示的５

种，有兴趣的同学不妨一试．正多面体的相关数据如表１１１所示：

表１１１

类型 面数 棱数 顶点数 每面边数 每顶点棱数

正四面体 ４ ６ ４ ３ ３

正六面体 ６ １２ ８ ４ ３

正八面体 ８ １２ ６ ３ ４

正十二面体 １２ ３０ ２０ ５ ３

正二十面体 ２０ ３０ １２ ３ ５

练习１１．３

１．我国古代数学著作《九章算术》中研究过一种叫“鳖（犫犻ē）（狀à狅）”的几何体（见《九章

算术》卷第五“商功”之一六），它指的是由四个直角三角形围成的四面体．用你学过的立体

几何知识说明这种四面体确实存在．

２．有两个面平行，其余各面都是平行四边形的多面体一定是柱体吗？请给出你的理由

或反例．

　（第３题）

３．如图是一个置于地面上的救生圈，它是绕一条

垂直于地平面的直线犾旋转而成的旋转体．

（１）如果用一个经过旋转轴犾的平面去截这个救

生圈，得到的截面是什么图形？请画出示意图．

（２）如果用一个平行于地面的平面去截这个救生

圈，得到的截面可能是什么图形？请画出示意图．

习题１１．３　 　

　犃组

　（第１题）

１．如图，以正方体犃犅犆犇 犃１犅１犆１犇１六个面的中心为顶点所

构成的多面体有多少条棱和多少个面？设正方体的棱长为１，这个

多面体的表面积和体积是多少？
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　（第２题）

２．如图，设犈、犉、犌分别是正方体犃犅犆犇 犃１犅１犆１犇１的共

点的三条棱犃１犅１、犅１犅、犅１犆１的中点，过这三个点的平面截正

方体得到的一个“角”是四面体犅１犈犉犌．设正方体的棱长为１．

（１）求证：四面体犅１犈犉犌是以犅１为顶点、以犈犉犌为底面的正

三棱锥；

（２）在四面体犅１犈犉犌中，求顶点犅１到底面犈犉犌的距离；

（３）如果将正方体按照题设的方法截去八个“角”，那么剩余的

多面体有几个顶点、几条棱、几个面？并求这个剩余多面体的表面积与体积．

　（第３题）

３．在如图所示的多面体中，已知犃犅犆犇 为矩形，

犃犅犉犈和犇犆犉犈为全等的等腰梯形，犃犅＝４，犅犆＝犃犈＝

犈犉＝２．求此多面体的表面积与体积．

４．一个直角三角形有一个
π

６
的内角，这个内角所对直

角边的长度为１．把这个三角形绕其斜边旋转一周，求所得

旋转体的表面积与体积．

　犅组

　（第１题）

１．如图，给定一个正方体形状的土豆块，只切一刀，可以得到下面

哪些类型的多面体？

① 四面体；　　　　　　② 四棱锥；　　　　　　③ 四棱柱；

④ 五棱锥；　　　　　　⑤ 五棱柱；　　　　　　⑥ 六棱锥；

⑦ 七面体．

　　　　　　　　（找出可能的结果，并将序号填在横线上）

２．如图，有两张全等的正三角形纸片，按照下面两种方法分别将它

们剪拼成一个三棱锥和一个三棱柱．试比较这两个多面体的体积的大小．

（１） （２）

（第２题）
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１１．４　　球

球是日常生活中最常见的几何体之一，如足球、篮球、乒乓

球等，其形状都是球体，如图１１４１所示．

　　 　　

图１１４１

１ 球

和圆柱、圆锥一样，球也是一个旋转体．如图１１４２，将圆

心为犗的半圆面绕其直径所在的直线旋转一周，所形成的几何

体叫做球（ｂａｌｌ），记作球犗．半圆的圆弧绕直径旋转所形成的旋

转面叫做球面（ｓｐｈｅｒｅ），点犗到球面上任意一点的距离都相等，

点犗叫做球心，把原半圆的半径和直径分别叫做球的半径和直

径．与圆柱和圆锥只有一条轴不同，球具有丰富的对称性，所有

经过球心的直线都可以作为球的旋转轴，每条旋转轴与球面交点

之间的线段都是球的直径．

假设我们用一个平面α去截球，得到的截面是什么图形呢？

如图１１４３，由直线与平面垂直的性质可知，过球心犗有且只

有一条直线与平面α垂直．设这条直线与球面的交点分别是犃和

犅，则犃犅是球犗的一条直径．设平面α与犃犅的交点是犗１，犆

是平面α与球面的任意公共点．连接犗１犆．在直角三角形犗犗１犆

中，由勾股定理，易知犗１犆为定值，与点犆的选取无关．这就

是说，在平面α上，犆到定点犗１的距离为定值，所以平面α与

球面的交线是一个以犗１为圆心，以犗１犆为半径的圆．特别地，

若平面α经过球心，则犗１与犗重合，此时的截面称为球的大

图１１４２
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圆（ｇｒｅａｔｃｉｒｃｌｅ）．有时，为了区分，也把球的非大圆截面称为

小圆．

例１　如图１１４３，已知球的半径为５，犗犗１＝４．求小圆

犗１的半径．

解　在圆犗１上任意取点犆．因为点犆在球面上，所以犗犆

＝５．又因为犃犅 垂直于平面α，犗１犆 在平面α上，所以犃犅⊥

犗１犆．于是，由勾股定理，得

犗１犆＝ 犗犆２－犗犗２槡 １．

根据已知条件，有

犗１犆＝ ５２－４槡 ２＝３．

例２　如图１１４４，设犃犅是球犗的一条直径，过球心

犗作一个大圆犗犇犆与犃犅垂直，过直径犃犅上不同于点犗的任

一点犗１作与犃犅垂直的平面，与球犗交于小圆犗１，过直径犃犅

作两个平面与球分别交于两个大圆犗犈犆和犗犉犇，犈和犉分别是

这两个大圆的圆周与圆犗１的交点．求证：

（１）∠犇犗犆、∠犉犗１犈都是二面角犇犃犅犆的平面角；

（２）犗犈和犗犉与平面犗犇犆所成的角的大小相等．

证明　（１）由题设，大圆犗犇犆及小圆犗１所在平面都垂直

于犃犅，所以犗１犉⊥犃犅，犗１犈⊥犃犅，犗犇⊥犃犅，犗犆⊥犃犅，即

∠犇犗犆、∠犉犗１犈都是二面角犇犃犅犆的平面角．

（２）因为平面犗犈犆 和平面犗犉犇 都经过直线犃犅，而直线

犃犅垂直于平面犗犇犆，由平面与平面垂直的判定定理，知平面

犗犈犆和平面犗犉犇都垂直于平面犗犇犆，所以直线犗犆和犗犇分别

是斜线犗犈和犗犉在平面犗犇犆上的射影，即∠犈犗犆、∠犉犗犇 分

别是斜线犗犈 和犗犉 与平面犗犇犆 所成的角．因为犗犈＝犗犉，

犗１犈＝犗１犉，犗犗１ 是公共边，所以△犗犉犗１≌△犗犈犗１，所以

∠犈犗犗１＝∠犉犗犗１．由此得∠犈犗犆＝∠犉犗犇，即犗犈和犗犉与平

面犗犇犆所成的角的大小相等．

由例２，我们可以对地球的经纬度进行数学解释．首先我们

把地球看作是一个球体．如图１１４４，设直径犃犅的端点分别是

地球的北极点和南极点，大圆犗犇犆与赤道所在的平面重合．用

平行于赤道平面的平面截地球得到的小圆（如圆犗１）的圆周称为

纬线，按照南北方向分为南纬和北纬．过犃犅 的大圆的半圆周

图１１４３

图１１４４

　　当以一点为圆心

的圆不只一个时，可
以用表示圆心的字母

后面跟着表示圆周上

不在一条直径上的两

个点的字母来表示所

指的圆，如本题的圆

犗犇犆．这样的三点完

全决定了圆所在的平

面以及在平面上圆心

位置和圆的大小．

图１１４５
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（如半圆犃犉犇犅）称为经线．按照约定，通过英国伦敦格林尼治天

文台原址的那条经线称为０度经线，从它开始，分别按照东西方

向分为东经和西经．地球上某点的纬度是该点和地心连线与赤道

平面所成的角．由例２，知同一条纬线上的点的纬度都相同；该

点的经度是它所在的经线半圆与０度经线半圆所成二面角的度

数．例如，图１１４５中，红点的方位就是（东经５０°，北纬４０°）．

练习１１．４（１）

１．如图１１４４，犗为球心，犗１为小圆的圆心，用球的半径狉和小圆的半径狉１表示

犗犗１的距离犱．

２．已知半径为犚的球面上三点犃、犅、犆满足犃犅＝６，犅犆＝８，犆犃＝１０，球心到平

面犃犅犆的距离为１２．求球的半径犚．

３．已知上海地处东经１２０°５２′至１２２°１２′，北纬３０°４０′至３１°５３′之间，地球半径为

６３７１．００４ｋｍ．求上海所辖区域：

（１）经线对应的两平面所成的二面角的大小；

（２）纬线所在两平面的距离．（精确到０．００１ｋｍ）

２ 球的体积

设有一个半径为犚的球．和柱体、锥体一样，我们也可以应

用祖!原理推导球的体积公式．我们先只考虑半球，即由球的一

个大圆把球切成两部分中的一部分（图１１４６（１））．作为对比的

几何体，我们取底面半径为犚、高为犚 的圆柱，并从中切去一

个倒置的底面半径为犚、高为犚的圆锥（圆锥的底面置于圆柱的

上底面，圆锥的顶点置于圆柱下底面的圆心）（图１１４６（２））．

（１） （２）

图１１４６

用平行于底面高度为犺的平面截这两个几何体．半球在大圆
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简单几何体

８６　　　

截口上方高度犺处的截面是半径为 犚２－犺槡 ２的圆，所以它的面积

是π（Ｒ２－犺２）；容易看出右边几何体中被切掉的圆锥在高度犺上

的截面的半径是犺，所以右边几何体在高度犺上的截面面积是

π犚２－π犺２＝π（犚２－犺２）．这两个截面面积相等，根据祖!原理，

这两个几何体的体积相等，即半球的体积为图１１４６（２）中圆柱

体积减去圆锥体积π犚３－
１

３
π犚３＝

２

３
π犚３．

由此可见，球的体积是

犞球＝
４

３
π犚３．

例３　有一种空心钢球，质量为１４２ｇ，测得球的外直径

等于５．０ｃｍ．求它的内直径．（钢的密度是７．９ｇ／ｃｍ３，结果精确

到０．１ｃｍ）

解　设空心钢球的内直径为２狉，那么钢球的质量是

７．９
４

３
π（５２）

３

－
４

３
π狉３

熿

燀

燄

燅
＝１４２，解得狉≈２．２４（ｃｍ）．

答：空心钢球的内直径约为４．５ｃｍ．

３ 球的表面积

球的表面积就是球面的面积．由球的定义可以看出，球面是

由一条半圆弧绕其直径旋转一周而成的曲面，它不能像圆柱面、

圆锥面那样展开为平面图，求它的面积就不能化为平面的问题．

实际上，球面面积公式的严格推导或证明需要用到极限与微

积分等工具，本教材中无法完整给出．作为替代，本小节给出球

面面积公式，并描述一种证明的思路，等同学们学了更多数学知

识后，就有可能对这种思路有更深的理解，甚至可以自己把它补

成严格的数学证明．

以犚为半径的球面面积是

犛球＝４π犚２．
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１１．４　　　球

８７　　　

（１） （２）

图１１４７

如图１１４７（１）所示，把球面剖分成许多小区域．取其中一

个区域，把它近似地看成平面的三角形或多边形，从而它与球心

组成了一个侧棱是犚 的棱锥，当这个区域足够小时，棱锥的高

也近似于犚，棱锥的体积Δ犞≈
１

３
犚Δ犛，其中Δ犛为棱锥底面积

（图１１４７（２））．当取遍剖分中的所有小区域时，Δ犛的总和近似

于球面的面积犛球，而Δ犞的总和近似于球的体积犞球，于是我们

得到球面面积与球的体积之间的关系

犞球≈
１

３
犚犛球．

这个关系式与剖分过程无关．可以想象，当剖分做得越来越精细

时，推导过程中的“近似”越来越趋向于“精确”，于是上述近似关

系最终成为相等关系，再把球的体积公式代入，得到

４

３
π犚３＝

１

３
犚犛球，

整理即得球面面积公式．

例４　如图１１４８，已知圆柱的底面直径与高都等于球

的直径．求证：

（１）球的表面积等于圆柱的侧面积；

（２）球的表面积等于圆柱表面积的
２

３
．

证明　（１）设球的半径为犚，则圆柱的底面半径为犚，高为

２犚．得

犛球＝４π犚２，犛圆柱侧＝２π犚·２犚＝４π犚２，

所以犛球＝犛圆柱侧．

（２）因为犛圆柱表＝４π犚２＋２π犚２＝６π犚２＝
３

２
·４π犚２，

图１１４８
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简单几何体

８８　　　

所以犛球＝
２

３
犛圆柱表．

练习１１．４（２）

　（第３题）

１．已知地球的半径约为６３７１ｋｍ，计算地球的表面积．（结果精确到

１００００ｋｍ２）

２．把一个半径为犚的实心铁球熔化铸成两个小球，两个小球的半径之

比为１∶２．求其中较小球的半径．

３．如图，有一个水平放置的透明无盖的正方体容器，容器高８ｃｍ，将

一个球放在容器口，再向容器注水，当球面恰好接触水面时，测得水深为

６ｃｍ．若不计容器的厚度，求球的体积．

习题１１．４　 　

　犃组

１．若一个球的体积是
４

３
π，则这个球的表面积是　　　　．

２．若用与球心距离为１的平面截球体所得的圆面半径为３，则球的体积为　　　　．

３．若平面α截球犗所得圆的半径为１，球的表面积是１２π，则球心犗到平面α的距

离为　　　　．

４．已知两个球的表面积之差为４８π，它们的大圆周长之和为１２π，则这两个球的半径

之差为　　　　．

５．已知正三角形犃犅犆的三个顶点都在半径为２的球面上，球心犗到平面犃犅犆的距

离为１，犈是线段犃犅的中点，过点犈作球犗的截面，则截面面积的最小值是　　　　．

　犅组

１．已知过球面上犃、犅、犆三点的截面和球心的距离等于球半径的一半，且犃犅＝犅犆＝

犆犃＝２．求球面的面积．

２．已知直三棱柱犃犅犆犃１犅１犆１的６个顶点都在球犗的球面上，且犃犅＝３，犃犆＝４，

犃犅⊥犃犆，犃犃１＝１２．求球犗的半径．

３．如图为一个用鲜花做成的花柱，它的下面是一个直径为１ｍ、高为３ｍ的圆柱形物

体，上面是一个半球形体．如果每平方米大约需要鲜花１２０朵，那么装饰这个花柱大约需

要多少朵鲜花？

上海教育出版社

上海教育出版社



１１．４　　　球

８９　　　

（第３题）

　　　　　

（第４题）

４．如图，半径为犚的球犗中有一内接圆柱，当圆柱的侧面积最大时，求球的表面积

与该圆柱的侧面积之差．
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简单几何体

９０　　　

内容提要　 　

１．多面体与旋转体是两类重要的几何体．

（１）多面体：由三角形或平面多边形围成的封闭几何体称为多面体．

（２）旋转体：一个平面封闭图形绕其所在平面上的一条直线在空间旋转一周所得到的

空间封闭几何体称为旋转体．

２．本章所讨论的“简单几何体”有：

（１）柱体（包括棱柱和圆柱），其中棱柱是多面体，而圆柱是旋转体．

（２）锥体（包括棱锥和圆锥），其中棱锥是多面体，而圆锥是旋转体．

（３）球，它是一个旋转体．

３．我们主要关注所涉及几何体的体积和表面积的计算．

（１）柱体的体积和表面积：

柱体的体积：犞柱＝犛底犺．

直棱柱（侧棱垂直于底面的棱柱）的表面积：犛表＝犮犺＋２犛底．

圆柱的表面积：犛表＝犮犺＋２犛底＝２π狉犺＋２π狉２．

其中，犛底、犺与犮分别是柱体的底面积、高与底面周长，狉是圆柱的底面半径．

（２）锥体的体积和表面积：

锥体的体积：犞锥＝
１

３
犛底犺．

正棱锥（底面为正三角形或正多边形且高通过底面中心的棱锥）的表面积：犛表＝
１

２
犮犺′＋犛底．

圆锥的表面积：犛表＝
１

２
犮犾＋犛底＝π狉犾＋π狉２．

其中，犛底、犺与犮分别是锥体的底面积、高与底面周长，犺′是正棱锥的斜高，狉与犾

是圆锥的底半径和母线长．

（３）球的体积和表面积：

球的体积：犞球＝
４

３
π犚３．

球面面积：犛球＝４π犚２．

其中，犚是球的半径．

上海教育出版社

上海教育出版社



复习题

９１　　　

复习题　 　

　犃组

１．如图，该几何体是由哪个平面图形旋转得到的？画出其余平面图形旋转得到的几

何体．

（第１题） （Ａ） （Ｂ） （Ｃ） （Ｄ）

２．判断下列命题是否正确，并说明理由：

（１）以直角三角形的一直角边为轴旋转所形成的旋转体是圆锥；

（２）以直角梯形的一腰为轴旋转所形成的旋转体是圆台；

（３）圆柱、圆锥、圆台都有两个底面；

（４）圆锥的侧面展开图为扇形，这个扇形所在圆的半径等于圆锥底面圆的半径．

３．已知一个圆锥的侧面展开图恰是一个半圆．用通过圆锥的轴的平面截此圆锥，求截

面三角形的顶角．

４．过圆锥高的三等分点分别作平行于底面的截面，求它们把圆锥侧面分成的三部分的

面积之比．

５．在棱长为１的正方体上，用过同一顶点的三条棱中点的平面分别截该正方体，截去

８个三棱锥．求剩下的几何体的体积．

　（第８题）

６．已知长方体一个顶点上的三条棱长分别是３、４、５，且它的

８个顶点都在同一球面上．求这个球的表面积．

７．在等边圆柱（底面直径等于高的圆柱）、球、正方体的体积

相等的情况下，讨论它们的表面积的大小关系．

８．如图，在三棱柱的侧棱犃１犃 和犅１犅上分别取犘、犙两点，

使犘犙平分侧面犃犅犅１犃１的面积．求平面犘犙犆把棱柱所分成的两

部分的体积之比．

９．已知用通过圆锥的轴的平面去截一个圆锥，得到的截面是
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９２　　　

面积为９槡３ｃｍ２的正三角形．求此圆锥内切球的半径．

　犅组

１．若一个长方体长、宽、高之比为２∶１∶３，表面积为２２，求它的体积．

２．如果两个球的体积之比为８∶２７，求这两个球的表面积之比．

３．设点犗１为圆锥的高靠近顶点的三等分点，求过犗１与底面平行的截面面积与底面

面积之比．

４．若棱锥的高为１６，底面积为２５６，平行于底面的截面面积为５０，求该截面与棱锥

底面之间的距离．

５．设圆锥的母线长为１，高为
１

２
，过圆锥的任意给定的两条母线作一个截面．求截面

面积的最大值．

６．将若干毫升水倒入底面半径为２ｃｍ的圆柱形器皿中，量得水面高度为６ｃｍ．若将

这些水倒入底面直径等于母线的倒圆锥形器皿中，且恰好装满，求圆锥形器皿的高．

７．已知长方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１的三条棱长分别为３ｃｍ、２ｃｍ、１ｃｍ，求表面有一

只蜘蛛从犃爬行到犆１的最短距离．

８．如图，已知点犘在圆柱犗１犗的底面圆犗的圆周上，犃犅为圆犗的直径，圆柱的表

面积为２０π，犗犃＝２，∠犃犗犘＝１２０°．

（１）求三棱锥犃１犃犅犘的体积；

（２）求异面直线犃１犅与犃犘所成的角的大小．

（第８题）

　　　　

（第９题）

　　　　

（第１０题）

９．如图，在圆柱中，底面直径犃犅 等于母线犃犇，点犈 在底面的圆周上，且犃犉⊥

犇犈，犉是垂足．

（１）求证：犃犉⊥犇犅；

（２）若圆柱与三棱锥犇犃犅犈的体积的比等于３π，求直线犇犈与平面犃犅犇 所成的角

的大小．

１０．如图，半球内有一内接正方体（即正方体的一个面在半球的底面圆上，其余顶点在

半球面上）．若正方体的棱长为槡６，求半球的表面积和体积．
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复习题

９３　　　

拓展与思考

１．已知圆锥的底面半径为狉，高为犺，正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１内接于该圆锥．求这

个正方体的棱长．

２．如图，一个圆锥形的空杯子上放着一个半球形的冰激凌，如果冰激凌融化了，会溢

出来吗？（不考虑冰激凌融化过程中的密度变化）

（第２题）

　　　　　

（第３题）

３．如图，用一块钢锭浇铸一个厚度均匀，且表面积为２ｍ２的正四棱锥形有盖容器．

设容器的高为犺ｍ，盖子的边长为犪ｍ．

（１）求犪关于犺的函数表达式；

（２）当犺为何值时，容器的容积犞最大？并求出犞的最大值．

４．将一块边长为１０ｃｍ的正方形铁片裁下如图所示的阴影部分，用余下的四个全等的

等腰三角形加工成一个无盖的正四棱锥形容器罩．

（１）试把容器罩的表面积犛表示为狓的函数；

（２）试把容器罩的体积犞表示为狓的函数．

（第４题）
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书书书

第１２章

概率初步
　　随机现象无处不在，且与我们的生活息息相关．它看似

没有规律，但实际上隐含着深刻的规律．概率论就是研究随

机现象背后所蕴藏的规律的数学理论．它在现代社会中变得

越来越重要，在数学中的地位也越来越高．在这一章中，我

们将理解概率的意义，学习求解简单的概率问题．尽管所涉

及的数学实际上是相当初等的，但第一次接触随机现象，

真正理解起来可能并不容易，和学习以往的内容不同，不

仅要换一种思路，而且要换一套语言．
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１２
概率初步

９６　　　

１２．１　 　
随机现象与
样本空间

１ 随机现象

概率是描述一个随机现象中某事件发生的可能性（或者机

会）大小的一种度量．要理解概率，首先要理解随机现象或者随

机性．

现实世界有具有确定性的现象，对其可以预见确切的结果，

但更多的是具有不确定性的现象，也就是无法预知确切结果的现

象．如俗语说：天有不测风云，人有旦夕祸福，许多事情人们无

法预知，更无法掌控．具有不确定性的现象也称为随机现象

（ｒａｎｄｏｍｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎ），或者说具有随机性．

先看几个生活中常见的例子：

１．向上抛掷一枚硬币．能够确定的是，因为重力的作用，它

必定会落在地面上．但是究竟哪一面朝上，却是无法预知的．

２．在车流不大的高速公路上，犃、犅两地相距１００ｋｍ．上午

８时从犃地出发，以１００ｋｍ／ｈ的速度去往犅地，那么我们可以

肯定地说，上午９时可以到达．但如果上午８时从上海人民广场

出发去上海浦东国际机场，由于市内堵车，我们很难准确预测什

么时间可以到达．

３．如果将１万元存到某银行，年利率为３％，那么一年后的

利息收入必是３００元．但如果将此１万元买该银行的股票，那么

一年后的收益却是不确定的．

４．人随着年龄增长慢慢变老，这是确定无疑的．但是观察６０

岁左右的人，会发现其衰老的程度很不一样，呈现出随机性．

由于随机性的存在，我们无法准确地预测在一个随机现象中

会出现什么样的结果，然而，对于随机现象，我们是不是完全束

手无策了呢？答案是否定的．尽管我们无法确切预测到结果，但

对出现某一结果的可能性大小还是有预期的，而且通常可以得到
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其估计值．例如，抛掷一枚硬币，人们对于可能出现的两种状态

有相同的期待，也就是说两个面各自出现的可能性都是
１

２
；如果

多次抛掷硬币，人们会期待两个面出现的次数应该是差不多的．

又如，我们虽然不能确切地知道明天是否会下雨，但是借助气象

研究，气象台可以通过公布降雨概率，对明天下雨的可能性大小

作出预期，供公众参考．这说明，人们相信随机现象中还是存在

某种规律的，找出这种规律就是概率论所要研究的目标．

现实中有很多不同类型的随机现象．简单分为可随意重复

的，如抛掷硬币、掷骰子、抽签等，称为随机试验；与不可随意

重复的，如天气、动物寿命等．它们的研究方法也不尽相同．概

率论是由研究随机性而发展起来的一个数学分支，它起源于

１６５４年两位法国数学家费马和帕斯卡对赌徒提出的分奖金问题

的通信讨论．该分奖金问题可叙述如下：

Ａ、Ｂ两人下棋，每局两人获胜的可能性一样．某一天两人

要进行一场三局两胜的比赛，最终胜者赢得１００元奖金．第一局

比赛Ａ胜，后因为有其他要事而中止比赛．问：怎么分１００元奖

金才公平？

尽管Ａ胜了第一局，但结果依然是不确定的，Ａ、Ｂ都有胜

的机会．但因为Ａ已胜一局，所以如果比赛继续下去，Ａ胜的可

能性更大．因此，按照最终取胜的可能性大小（也就是概率）比例

进行分配是大家认可的一个公平分配方案，从而问题归结于如何

计算Ａ、Ｂ各自取胜的概率．

历史上很多人考虑过这个问题，包括费马、帕斯卡、惠更斯

（Ｃ．Ｈｕｙｇｅｎｓ）等，他们从不同的角度得到了同样的答案，说明该

问题背后有着某种规律．这些规律引起了数学家的兴趣，由此开

启了对概率论的研究．

现在，你也来想一想，看能否像３００多年前的数学家那样

运用对概率的直觉来回答这个问题．等学完这一章，我们再来

解答这个问题．

练习１２．１（１）

１．判断下面哪些是随机现象，哪些是确定性现象，并列举几个生活中的确定性现象与

随机现象的例子．

　　概率描述随机现

象中某些结果出现的

可能性大小．

费 马 （Ｐ．ｄｅ Ｆｅｒｍａｔ，

１６０１—１６６５），法国数学

家，正式职业是律师．
费马与帕斯卡在１６５４年

７—１０月有７封关于分奖

金问题的书信来往，开

启了概率论的研究．

帕斯卡（Ｂ．Ｐａｓｃａｌ，１６２３—

１６６２），法国数学家、物理

学家．

上海教育出版社

上海教育出版社



１２
概率初步

９８　　　

（１）明天太阳升起；

（２）明天上海局部地区下雨；

（３）明年小明又大一岁；

（４）小明今天放学回家到路口时恰好碰到绿灯．

２．仿照正文中的例子分析下面两句话里含有怎样的随机性．

（１）今年冬天一定会下雪；

（２）今年我要参加高考，应该能考上大学．

２ 样本空间与事件

学习概率论，首先要学会概率论的一套语言．由于概率论中

的很多术语直接使用生活中的语言，在学习的时候要格外注意它

们在概率论与生活中使用时的语义区别，其中最重要的三个术语

是样本空间、事件与概率．

考察一个随机现象犈，首先要观察其中有哪些可能出现的

结果．

定义　一个随机现象中依某个角度观察其所有可能出现（发

生）的结果所组成的集合称为一个样本空间（ｓａｍｐｌｅｓｐａｃｅ），用Ω

表示，其中的元素称为样本点（ｓａｍｐｌｅｐｏｉｎｔ）．

例１　写出下面随机试验的样本空间：

（１）抛掷一枚硬币，观察朝上的面；

（２）掷一颗骰子（每一面上分别标注数字１、２、３、４、５、６

的质地均匀的小正方体），观察朝上的点数；

（３）从装有标号为１、２、３的三个球的袋子中依次取两个球

（第一次取出的球不再放回），观察标号，考虑标号顺序；

（４）从装有标号为１、２、３的三个球的袋子中依次取两个球

（第一次取出的球不再放回），观察标号，不考虑标号顺序；

（５）连续掷一颗骰子，直到点数６出现为止，观察掷的次数；

（６）向一面墙随机掷飞镖，观察其落点．

解　（１）将抛掷一枚硬币出现的两个可能结果———正面或反

面朝上，分别简记作犎、犜，那么样本空间是

Ω＝｛犎，犜｝．

（２）用朝上的点数来表示结果，那么样本空间是

　　按照习惯，在说
到掷硬币或骰子时，我
们总是观察朝上的面

和点数．

　　考虑标号顺序是

指不同的顺序表示不

同 的 结 果， 例 如，
（１，２）与（２，１）是两个
不同的结果．在不考

虑 顺 序 的 情 况 下，
（１，２）与（２，１）是一样
的．

　　Ｈ 是 Ｈｅａｄ的缩

写，指硬币正面；Ｔ
是Ｔａｉｌ的缩写，指硬
币反面．
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Ω＝｛１，２，３，４，５，６｝．

（３）用符号（１，２）表示第一次摸出１号球而第二次摸出２号

球，那么样本空间就是

Ω＝｛（１，２），（２，１），（１，３），（３，１），（２，３），（３，２）｝．

（４）如果不考虑顺序，那么（１，２）与（２，１）是同一个结果，

所以

Ω＝｛１２，１３，２３｝，

其中１２表示一次摸出１号球而另一次摸出２号球．

（５）如果第一次就掷到点数６，那么结果是１；如果前狀－１

次不是点数６，而第狀次是点数６，那么结果是狀．所以，此时样

本空间是所有的正整数，它是一个无限的集合．

（６）样本空间是墙面上所有的点的集合，也是无限的．

前四个例子，还有生活中的许多例子，如抽牌、摸球、抽签

等，可能出现的结果都是有限的，即样本空间只有有限个样本

点；而后两个例子中的样本空间则有无限个样本点．

对于一个随机现象，我们经常会关注其中某件事情发生的可

能性有多大．例如，抛掷一枚硬币，出现正面的可能性有多大；

从上海人民广场出发，一小时内到达上海浦东国际机场的可能性

有多大，等等．这件事情在数学中称为事件（ｅｖｅｎｔ），或称为随机

事件，而在样本空间确定之后，事件实际上可以看作样本空间的

一个子集，如例２所示．

例２　掷一颗骰子，写出下列事件相应的样本空间的子集：

（１）点数６没有出现；

（２）出现偶数；

（３）点数不超过２．

解　已知样本空间是Ω＝｛１，２，３，４，５，６｝．

（１）点数６没有出现这个事件，实际上是指点数１、２、３、

４、５之一出现，此事件即为｛１，２，３，４，５｝，它是｛６｝的补集．

（２）出现偶数这个事件，实际上是指点数２、４、６之一出

现，此事件就是子集｛２，４，６｝．

（３）点数不超过２这个事件，实际上是指点数１或者２出

现，此事件就是子集｛１，２｝．

一个事件对应于样本空间的一个子集，即满足事件所述条件
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的所有样本点的集合．如果其中某个样本点发生，就说该事件

发生．

例３　掷两颗骰子，试表示其样本空间以及掷出的两个点

数都是偶数这个事件所对应的子集．

解　将两颗骰子分别称为第一骰子和第二骰子，且考虑标号

顺序．若它们的点数分别为犪和犫，则记作（犪，犫）．那么样本空间

就是

Ω＝｛（犪，犫）｜犪＝１，…，６；犫＝１，…，６｝，

其中包含３６个样本点．

两个点数都是偶数这个事件所对应的集合是

｛（２，２），（２，４），（２，６），（４，２），（４，４），（４，６），（６，２），（６，４），（６，６）｝．

在一个随机试验中，有两个特别的事件．一个必然发生，称

为必然事件，它对应的子集就是样本空间Ω，即所有样本点的集

合；另外一个必然不发生，称为不可能事件，对应的子集是空集

．它们统称为确定事件，其余的称为不确定事件．

例４　写出抛掷两枚硬币的样本空间．

解　抛掷两枚硬币，如果对它们进行区分，如分别标上白和

黑两种颜色，就可以用两个顺序的字母表示结果．例如，犎犜 表

示白的硬币是正面，黑的硬币是反面．那么样本空间是

Ω＝｛犎犎，犎犜，犜犎，犜犜｝．

如果不去刻意区分这两枚硬币，那么就只看到３个结果：两个正

面，一个正面一个反面，两个反面．所以，样本空间是

Ω＝｛两正，一正一反，两反｝．

这里要注意两点：第一，样本空间是由观察问题的角度而确

定的；第二，尽管从不同的角度观察随机现象会影响样本空间的

呈现，但不影响其中事件发生的可能性大小，也就是概率．以例

４为例，直观上，大家都知道第一个样本空间中的４个结果的概

率均为
１

４
，而第二个样本空间中的三个结果的概率则依次是

１

４
、

１

２
、
１

４
．

　　必然事件就是必

然会发生的事件，而
不可能事件就是不可

能发生的事件．

　　注意：对于同一
个随机现象，由于观
察结果的角度不同，样
本空间也不同，如例４
所示．

　　注意：我们现在
虽然还没有正式地从

数学上定义概率，但
可以从直观的角度使

用这个名词．
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练习１２．１（２）

１．按某个观察角度，写出下面随机现象的一个样本空间：

（１）抛掷３枚硬币；

（２）将３个不同颜色的球放入３个不同的容器中，但每个容器最多放１个球．

２．掷一颗骰子，写出样本空间及与下列事件相对应的样本点子集：

　　（１）１没有出现； （２）出现奇数； （３）点数超过２．

３．从两男两女四人中随机选出两人，

（１）写出样本空间；

（２）写出两人恰好是一男一女这个事件所对应的子集．

习题１２．１　 　

　犃组

１．判断下列事件中，哪些是确定的事件，哪些是不确定的事件？

（１）在空地上抛一石块，石块会下落；

（２）明天上午八时到九时之间，你会接到一个推销电话；

（３）买一张福利彩票，会中奖．

２．抛掷１００枚同一类型且质地均匀的硬币，下面的陈述哪些是正确的，哪些是错

误的？

（１）全部出现正面向上是不可能的；

（２）至少有１枚出现正面向上是必然的；

（３）出现５０枚正面向上、５０枚正面向下是不确定的．

３．从装有红、白、黑三种颜色的小球各１个的袋子中任取２个小球，写出这个随机试

验的样本空间．

４．“一名学生一次掷３颗骰子，３颗都掷得点数６”的事件是 （　　）

Ａ．不可能事件； Ｂ．必然事件；

Ｃ．可能性较大的随机事件； Ｄ．可能性较小的随机事件．

　犅组

１．下列哪些是不确定的事件？

（１）学生甲明天竞选班长成功；
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（２）两支足球队明天比赛，主场队取胜；

（３）若集合犃、犅、犆满足犃犅犆，则犃犆．

２．一个口袋中有大小与质地相同的１个白球、２个黑球、３个红球，从中任取２个球，

观察球的颜色．写出样本空间及与下列事件相对应的样本点子集：

（１）含有白球； （２）至少含有１个黑球．

３．两个男生、两个女生随机站一排，

（１）写出样本空间；

（２）写出每个人的相邻之人总是异性这个事件所对应的子集；

（３）写出每个人的相邻之人至少有一个异性这个事件所对应的子集．
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１０３　　

１２．２　　古典概率

概率的发展是从等可能的古典概率开始的，学习概率同样也

从这里开始．此外，数学中概率这个概念，还应该反映生活中人

们对于概率这个常用词的直观认识．

１ 等可能性与概率

通俗地讲，概率就是可能性的大小．我们从最简单的抛掷硬

币来学习与概率相关的概念．抛掷一枚硬币这个随机试验一共有

两个可能的结果：正面朝上与反面朝上，其中必然有且只有一个

结果会出现，并且两个结果出现的可能性通常被认为是一样的．

因为习惯地约定必然事件的概率是１，所以正面朝上的可能性即

概率是
１

２
．这里的关键是硬币的两个面出现的可能性一样．一般

地，若一个随机试验的所有结果出现的可能性都一样，则称之为

具有等可能性（ｅｑｕａｌｌｙｌｉｋｅｌｙ），它在许多场合下是直观自然的．

如果一个随机试验满足下面两个条件：（１）包含有限个可能出现

的结果（样本点）；（２）这些结果出现是等可能的，那么这样的随机试

验就称为古典概率模型．它是最常见也是最简单的概率模型．

在一个古典概率模型中，Ω 是一个有限且等可能的样本空

间．这里等可能的样本空间是指该样本空间中的每个样本点出现

的可能性相同．因为依照习惯约定必然事件的概率是１，所以每

个样本点发生的概率自然是样本点总数的倒数．由于一般的随机

事件犃 是样本点的某个集合，即样本空间的一个子集，用符号

犘（犃）表示事件犃发生的概率（ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ），那么事件犃发生的

概率为

犘（犃）＝
｜犃｜

｜Ω｜
．

　　为什么硬币的两

面出现是等可能的？

这是由于：（１）假设抛
掷的硬币是质地均匀

的；（２）假设抛掷的过
程是充分随机的．这

两个假设使得我们确

信硬币落地时不会偏

向于其任何一面．
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其中，｜犃｜表示事件犃中的样本点个数，而｜Ω｜表示样本空间中

的样本点个数．上式说明概率是事件中的样本点个数与样本空间

中样本点个数的比值．

例１　抛掷一枚硬币正面朝上和掷一颗骰子得点数６的概

率分别是多少？

解　（１）抛掷一枚硬币，正面朝上和反面朝上的可能性是一

样的，属于古典概率模型，由定义，它们的概率都是
１

２
．

（２）掷一颗骰子，朝上一面的数字是１、２、３、４、５、６中

的一个，所以有６个可能结果，这些结果也是等可能出现的，所

以掷骰子也是一个古典概率模型．由定义，每个结果出现的概率

是
１

６
，从而出现点数６的概率是

１

６
．

根据概率的定义，容易得到以下两个简单的性质：

　　概率性质１　必然事件的概率是１，不可能事件的概率

是０，即

犘（Ω）＝１，犘（）＝０．

　　概率性质２　设犃是一个事件，那么０≤犘（犃）≤１．

例２　同时掷两颗骰子，求：

（１）所得点数之和为５的概率；

（２）所得点数相等的概率；

（３）所得点数都是偶数的概率；

（４）所得点数相差２的概率．

解　由例１，掷两颗骰子（设已标记为不同的颜色）的样本空

间是

Ω＝｛（犻，犼）｜犻＝１，…，６；犼＝１，…，６｝，

其中犻、犼分别是掷第一颗与第二颗骰子所得的点数．这个样本

空间一共有６×６＝３６个样本点，它们是等可能的．

（１）将所得点数之和为５这个事件用犃表示．那么，事件犃

包含以下样本点：（１，４）、（２，３）、（３，２）、（４，１），即

犃＝｛（１，４），（２，３），（３，２），（４，１）｝．

　　符号｜犃｜表示集

合犃的元素个数．

拉普拉斯（Ｐ．Ｓ．Ｌａｐｌａｃｅ，

１７４９—１８２７）分别在１８１２
年与１８１４年出版《概率的

分析理论》与《概率的哲学

探讨》两部著作，明确给

出了古典概率的定义，总

结了那个时代所知的概率

研究成果，并且对概率论

在自然科学、社会科学、

选举、决策、审判等方面

的应用作出了开创性的

探讨．

　　在抛掷硬币或掷

骰子时，我们实际上
不言自喻地假设等可

能性．
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１２．２　　　古典概率

１０５　　

事件犃有４个样本点，从而点数之和等于５的概率为

犘（犃）＝
４

３６
＝
１

９
．

（２）将所得点数相等这个事件用犅表示．类似地，有

犅＝｛（１，１），（２，２），（３，３），（４，４），（５，５），（６，６）｝，

因此

犘（犅）＝
６

３６
＝
１

６
．

（３）将所得点数都是偶数这个事件用犆表示，类似地，有

犆＝｛（２，２），（２，４），（２，６），（４，２），（４，４），

（４，６），（６，２），（６，４），（６，６）｝，

因此

犘（犆）＝
９

３６
＝
１

４
．

（４）将所得点数相差２这个事件用犇表示，类似地，有

犇＝｛（１，３），（３，１），（２，４），（４，２），（３，５），（５，３），（４，６），（６，４）｝，

因此

犘（犇）＝
８

３６
＝
２

９
．

练习１２．２（１）

１．同时掷２颗骰子，求：

　　（１）所得点数和为６的概率； （２）所得点数和不大于６的概率．

２．抛掷３枚硬币，求下列事件的概率：

（１）恰有２枚正面朝上； （２）最多１枚正面朝上．

２ 等可能性（续）

在上一节说过，随机现象的样本空间的选取依赖于观察的

角度，但其中事件的概率与观察角度这一主观因素无关，是确

定唯一的．在古典概率模型中，随着观察角度的不同，并非所

有的样本空间都有等可能性．例如，抛掷两枚硬币，样本空间

｛正正，正反，反正，反反｝中的样本点是等可能的，但样本空间

｛两正，一正一反，两反｝却不是等可能的．虽然取什么样本空间
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１２
概率初步

１０６　　

不影响所考察的随机事件的概率，但只有选取等可能的样本空

间，才能使得事件的概率如定义所示，等于事件中样本点个数

与样本空间中样本点个数之比，进而使有关计算变得简单，所

以我们通常要选取一个等可能的样本空间．

怎么得到一个等可能的样本空间呢？对抛掷一枚硬币、掷一

颗骰子、摸一个球等随机试验来说，这很简单，但对复杂的随机

试验来说，这并不是很容易．为此，通常要将一个随机试验依次

分解为若干个等可能的随机试验来处理，方法如下：

设一个随机试验分两步完成，第一步有犿 个等可能的结果，

记作

犪１，犪２，…，犪犿；

而对第一步得到的每个结果，第二步总有狀个等可能的结果，

记作

犫１，犫２，…，犫狀．

那么，该随机试验的样本空间就是

Ω＝｛（犪犻，犫犼）｜犻＝１，２，…，犿；犼＝１，２，…，狀｝，

它是等可能的，共有犿狀个样本点．对多步的等可能随机试验可

以类似地构造等可能的样本空间．

例３　从分别写有犃、犅、犆的三个大小与质地相同的球

中任意取两个，寻找其等可能的样本空间．

解　取两个球这个试验可以分解为两步：先取一个不放回，

再取一个．第一步有３个等可能的结果：犃、犅、犆．再取时，

在剩下的两个球中等可能地取一个．如果第一个取出的是犃，

那么再取时的结果是犅或犆，记作犃犅或犃犆；同理，如果第

一个取出的是犅，再取的结果是犃或犆，记作犅犃或犅犆．依此

类推，共有６个等可能的结果：犃犅、犃犆、犅犃、犅犆、犆犃、

犆犅．这里所写的两个字母是有顺序的，分别表示第一次及第二

次取出的球上的字母．因此，这个试验的一个等可能的样本空

间是

Ω＝｛犃犅，犃犆，犅犃，犅犆，犆犃，犆犅｝．

可以看出，如果只考虑出现的字母而不考虑顺序，那么样本

空间是Ω＝｛犃犅，犅犆，犆犃｝．因为其中每个样本点对应前一个样

本空间中的两个样本点，所以它也是等可能的．
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１０７　　

在上面的例子中，因为无需考虑顺序，所以一次取两个球和

依次不放回地取两个球的随机性是一样的．

例４　从一个放有两个大小与质地相同的白球、一个黑

球的罐子中任意摸两个球，写出其样本空间并思考：这个样本

空间是否有不同的写法？什么样的样本空间有等可能性？并求

至少摸到一个黑球的概率．

解　把两个白球分别标记为犃、犅，而黑球标记为犆．样本

空间

Ω＝｛犃犅，犃犆，犅犃，犅犆，犆犃，犆犅｝

是等可能的．如果只关心摸到的白球个数，那么只看到两个结

果：两个白球、一黑一白，这不是等可能的．最后，从第一个

样本空间看，事件“至少摸到一个黑球”包含４个样本点犃犆，

犅犆，犆犃，犆犅，因此其概率为
４

６
＝
２

３
．

练习１２．２（２）

１．掷两颗骰子，点数之和出现哪个数的可能性最大？

２．（配对问题）三个人抽签，三个签上事先分别写上了各自的名字．求下面事件的

概率：

犃０：没有人抽到写有自己名字的签；

犃１：恰有一个人抽到写有自己名字的签；

犃２：恰有两个人抽到写有自己名字的签；

犃３：三个人都抽到写有自己名字的签．

３ 事件关系和运算

对于一个随机现象而言，在确定样本空间之后，事件对应于

样本空间的一个子集，通常用相同的字母来表示事件与相应的

子集．

首先，事件之间是有关系的．设事件犃对应于子集犃，事件

犅对应于子集犅．如果犃的样本点都在犅中，那么犃 发生必然

犅发生．此时，称犅包含犃 或者犃 包含于犅，即犃犅．例如，

抛掷三枚硬币，犃：至少有两枚正面朝上，犅：至少有一枚正面
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１０８　　

朝上，则犃犅，即犃 发生必然犅发生，或等价地说，犅不发

生则犃也不发生．

其次，事件是可以运算的．“两个事件犃、犅至少有一个发

生”，这本身也是一个事件，是指在两个事件所包含的样本点中

至少有一个发生，其对应的子集是犃∪犅．同样地，“两个事件

犃、犅同时发生”也是一个事件，是指两个事件的某个共同的样

本点发生，其对应的子集是犃∩犅．因此，“两个事件至少有一个

发生”对应于相应集合的并，而“两个事件同时发生”则对应于相

应集合的交．

如果犃 与犅 没有共同的样本点，即两个子集不相交：

犃∩犅＝，那么这两个事件不可能同时发生，或者说互斥．

“事件犃发生”的否定就是“事件犃不发生”，它也是一个事

件，称为事件犃的对立事件，简称为“非犃”．对应的子集是不属

于犃的样本点全体，从而是犃 在样本空间Ω中的补集犃．显然

犃与非犃不会同时发生，但肯定有一个发生，即成立

犃∩犃＝，犃∪犃＝Ω．

现在来看“同时发生”及“至少有一个发生”这些事件的否定形

式．正如“所有人都去”的否定是“至少有一个人没去”一样，“犃、

犅两个事件同时发生”的否定是“犃、犅 至少有一个不发生”，或

者“犃不发生或犅不发生”，即成立

犃∩犅＝犃∪犅．

类似地，“犃、犅两个事件至少有一个发生”的否定是“犃 与

犅都没发生”，即成立

犃∪犅＝犃∩犅．

上面这两个公式是对两个事件来陈述的，实际上对任意多个

事件同样成立．

例５　掷两颗骰子，观察掷得的点数．设犃：至少一个是

偶数，犅：至少一个是奇数，犆：两个点数的乘积是偶数，犇：

两个点数的和是奇数．讨论：

　　事件的关系就是

样本空间中相应子集

的关系，事件的运算
就是相应子集的运算，
两者是互相对应的．
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１０９　　

（１）犃与犅的关系；

（２）犃和犆的关系；

（３）犃、犅、犇之间的关系；

（４）犆与犇的关系．

解　（１）犃发生，犅不一定发生；犅发生，犃 不一定发生．

因此，犃、犅互不包含．此外，犃、犅有可能同时发生，所以它们

也不互斥．

（２）两个点数的乘积是偶数当且仅当其中至少一个是偶数，

即犃＝犆．

（３）两个点数的和是奇数当且仅当一个是奇数一个是偶数，

即犇＝犃∩犅．

（４）若两个点数的和是奇数，肯定是一奇一偶，所以其乘积

一定是偶数；反过来，乘积是偶数说明两个点数中至少一个是偶

数．因此犇犃，且因为（２），故犇犆，但两者不等．

例６　掷两颗骰子，观察掷得的点数．设犃：至少一个点

数是偶数，犅：点数之和是偶数．求：

（１）犃∪犅；

（２）犃∩犅．

解　（１）掷两颗骰子，出现的两个点数可以分成三个互斥的

事件：两个都是偶数，记作犃０；一奇一偶，记作犃１；两个都是

奇数，记作犃２．于是有

Ω＝犃０∪犃１∪犃２．

犃０、犃１两种情况合起来是事件犃，即犃＝犃０∪犃１，而犃０、犃２

两种情况合起来是事件犅，即犅＝犃０∪犃２．因此

犃∪犅＝（犃０∪犃１）∪（犃０∪犃２）＝犃０∪犃１∪犃２＝Ω．

也就是说，掷两颗骰子，或者至少其中一个点数是偶数，或者点

数之和是偶数．

（２）事件犃、犅同时发生是指至少其中一个点数是偶数，而

其点数之和也是偶数，从而两个点数必须都是偶数，即成立

犃∩犅＝｛（犻，犼）｜１≤犻≤６，１≤犼≤６，犻、犼都是偶数｝．

练习１２．２（３）

１．写出例６中事件犃、犅各自包含的样本点，表示出犃∪犅与犃∩犅来验证例６中的

结果．

　　也可以直接把犃、

犅的样本点一一列出

来，再进行相应的运
算，见练习１２．２（３）．
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１１０　　

２．把１、２、３、４、５、６、７、８、９、１０分别写在１０张一样的卡片上，并随机抽取１

张．设犃：出现偶数，犅：出现３的倍数．写出下面两个事件的对应子集：

　　（１）犃、犅至少有一个发生； （２）犃、犅同时发生．

４ 可加性

概率犘（犃）是赋予事件犃 的一个量，它表示事件犃 发生的

可能性大小，是该事件的客观属性．对于古典概率模型来说，这

个量是如下定义的：

犘（犃）＝
｜犃｜

｜Ω｜
．

设事件犃、犅不同时发生，即成立犃∩犅＝．而犃与犅至

少有一个发生的事件是犃∪犅．因为犃 与犅中没有共同的元素，

所以并集犃∪犅 的元素个数就是犃 及犅 的元素个数之和，即

成立

｜犃∪犅｜＝｜犃｜＋｜犅｜，

因此

犘（犃∪犅）＝
｜犃∪犅｜

｜Ω｜
＝
｜犃｜

｜Ω｜
＋
｜犅｜

｜Ω｜
＝犘（犃）＋犘（犅）．

即得到概率的可加性（ａｄｄｉｔｉｖｉｔｙ）：

　　概率性质３（可加性）　两个不可能同时发生的事件至

少有一个发生的概率是这两个事件的概率之和．换言之，

如果犃∩犅＝，那么

犘（犃∪犅）＝犘（犃）＋犘（犅）．

将上述可加性用于犅＝犃特殊情况，由于犃∪犃＝Ω，就

得到

　　概率性质４　对任一给定事件，其发生的概率与不发

生的概率的和总是１．换言之，有

犘（犃）＝１－犘（犃）．

作为度量某事件发生可能性大小的量，概率最本质的性质就

是可加性，它在计算概率时非常重要．

　　很多量有可加性，
如集合的元素个数，
区域的面积，物体的
体积和质量，等等，
但也有很多量不具有

可加性，如物体的密
度．
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１１１　　

例７　抛掷三枚硬币，求：

（１）至少出现两个正面的概率；

（２）至少出现一个正面的概率．

解　用犎、犜分别表示正面与反面，则抛掷三枚硬币的样

本空间是

Ω＝｛犎犎犎，犎犜犎，犎犎犜，犎犜犜，犜犎犎，犜犜犎，犜犎犜，犜犜犜｝．

（１）令犃为至少出现两个正面．恰有两个正面出现的事件为

｛犎犜犎，犎犎犜，犜犎犎｝，而恰有三个正面出现的事件为｛犎犎犎｝．

至少有两个正面出现意味着这两个事件至少有一个发生，而且这

两个事件不会同时发生．所以，由概率性质３，得

犘（犃）＝
３

８
＋
１

８
＝
４

８
＝
１

２
．

（２）令犅为至少出现一个正面，它的对立事件犅就是全部为

反面，即犅＝｛犜犜犜｝．所以，由概率性质４，得

犘（犅）＝１－犘（犅）＝１－
１

８
＝
７

８
．

将上述古典概率的基本性质抽象出来，可得概率满足以下三

个性质：

（１）任意事件犃的概率介于０、１之间，即０≤犘（犃）≤１；

（２）规范性：必然事件的概率为１，即犘（Ω）＝１；

（３）可加性：若事件犃、犅互斥，则

犘（犃∪犅）＝犘（犃）＋犘（犅）．

前面所讲的古典概率是概率的特殊情况和思想源泉，但应该

指出，概率不限于古典概率，如例８、例９所示．

例８　甲、乙两人下棋，甲获胜的概率为０．４，甲不输的

概率为０．９．求甲、乙两人下成和棋的概率．

解　用犃表示甲获胜，犅表示和棋，犆表示甲不输．因为甲

不输是指甲获胜或者和棋，所以

犆＝犃∪犅．

而和棋与获胜是互斥的，由概率性质３（可加性），得

犘（犆）＝犘（犃∪犅）＝犘（犃）＋犘（犅）．

题意说明犘（犆）＝０．９，犘（犃）＝０．４，因此犘（犅）＝０．９－０．４

＝０．５．

　　本例中所说的概

率并不是按古典概率

定义的概率．
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由于本章涉及的样本空间都很小，计算概率只需直接计数．

为了说明可加性的重要性，下面举一个稍有难度的例子．

例９　甲、乙各抛掷若干枚硬币，甲抛掷的硬币总数恰比

乙少１枚．问甲得到的正面数比乙得到的正面数少的概率．

解　设事件犃：甲得到的正面数比乙少．当甲抛掷１枚硬

币，而乙抛掷２枚的时候，可以列出样本空间

Ω＝｛犎犎犎，犎犜犎，犎犎犜，犎犜犜，犜犎犎，犜犜犎，犜犎犜，犜犜犜｝，

其中第一个字母表示甲抛掷硬币的结果，后面两个字母表示乙抛

掷硬币的结果．那么

犃＝｛犎犎犎，犜犎犎，犜犜犎，犜犎犜｝，

所以

犘（犃）＝
４

８
＝
１

２
．

当甲、乙分别抛掷２枚及３枚硬币的时候，样本空间会有３２

个样本点，像上面那样计数计算勉强可行．但一般的情况用数个

数的方法是不行的，需要换个思路．

设事件犅：甲得到的反面数比乙的反面数少．因为硬币的正

反面质地均匀，应有犘（犃）＝犘（犅）．现在我们来证明犃、犅 是

对立事件，即至少有一个发生，但不可能同时发生．一方面，如

果它们同时发生，那么甲的正面数和反面数都比乙的少（至少各

少一个），从而推出甲抛掷的硬币总数（正面数与反面数之和）至

少比乙少两个，这与题意矛盾．另一方面，如果它们都不发生，

那么甲的正面数和反面数都不比乙的少，从而甲抛掷的硬币总数

不比乙少，也与题意矛盾．

这样，就有犅＝犃．由概率性质４，得

犘（犅）＝１－犘（犃）．

再由犘（犃）＝犘（犅），就可推出犘（犃）＝
１

２
．

最后，我们指出，从两个事件的可加性可以推出任意多个事

件的可加性：如果犃１，犃２，…，犃狀 是狀个两两互斥的事件，

那么

犘（犃１∪犃２∪…∪犃狀）＝犘（犃１）＋犘（犃２）＋…＋犘（犃狀）．

　　狀个事件两两互

斥的含义是：从这狀
个事件中任意选取两

个都是互斥事件．
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练习１２．２（４）

１．已知犃、犅、犆是三个两两互斥的事件，求证：

犘（犃∪犅∪犆）＝犘（犃）＋犘（犅）＋犘（犆）．

２．已知犃、犅是两个事件，求证：

犘（犃∩犅）＝犘（犃）－犘（犃∩犅）．

３．一次期中考试，小明数学超过９０分的概率是０．５，物理超过９０分的概率是０．７，两

门课都超过９０分的概率是０．３．求他的数学和物理至少有一门超过９０分的概率．

习题１２．２　 　

　犃组

１．从１、２、３、４、５中任取３个不同的数，求这３个数构成一组勾股数（或者说恰为

一个直角三角形的三条边长）的概率．

２．如果将一枚质地均匀的硬币连续抛掷１００次，那么第９９次出现反面朝上的概

率是 （　　）

Ａ．
１

１００
； Ｂ．

９９

１００
； Ｃ．

１

９９
； Ｄ．

１

２
．

３．在分别写有数字０、１、２、３、４、５、６、７、８、９的１０张一样的卡片中随机抽取１

张．设事件犃：出现奇数，事件犅：出现偶数，事件犆：大于４．写出下列事件对应的集合：

　　（１）犃、犆同时发生； （２）犅、犆至少有一个发生；

（３）犃、犅同时发生．

４．掷一颗骰子，设事件犃：落地时向上的点数是奇数，事件犅：落地时向上的点数是

偶数，事件犆：落地时向上的点数是３的倍数，事件犇：落地时向上的点数是４．则下列

每对事件中，不是互斥事件的为 （　　）

Ａ．犃与犅； Ｂ．犅与犆； Ｃ．犃与犇； Ｄ．犆与犇．

　（第５题）

５．如图，靶子由一个中心圆面Ⅰ和两个与Ⅰ同心的圆环Ⅱ、Ⅲ构

成，射手命中Ⅰ、Ⅱ及Ⅲ的概率分别为０．３５、０．３０及０．２５．求不命中

靶的概率．

６．盒子里装有大小与质地相同的红球与白球，从中任取３个球．

设事件犃表示“３个球中有１个红球、２个白球”，事件犅表示“３个球

中有２个红球、１个白球”．已知犘（犃）＝
３

１０
，犘（犅）＝

１

２
．求“３个球中
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既有红球又有白球”的概率．

　犅组

１．已知４张奖券中只有１张能中奖，现分别由４名学生依次抽取（抽出后不放回），他

们的中奖概率是否一样？为什么？

２．已知５件产品中有２件次品、３件合格品，从这５件产品中任取２件，求：

　　（１）恰有１件次品的概率； （２）２件都是合格品的概率．

３．已知关于狓的一元二次方程狓２－犪狓＋３＝０，其中犪是掷一颗骰子得到的点数．求

下列事件的概率：

（１）方程有两个不相等的实根； （２）狓＝３是方程的根；

（３）方程存在正根．

４．已知事件犃与犅互斥，它们都不发生的概率为
２

５
，且犘（犃）＝２犘（犅）．求犘（犃）．

５．袋中有大小与质地相同的１２个小球，分别为红球、黑球、黄球、绿球，从中任取

１个球，得到红球的概率是
１

３
，得到黑球或黄球的概率是

５

１２
，得到黄球或绿球的概率是

５

１２
．

试求得到黑球、黄球、绿球的概率各是多少．
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１２．３　　频率与概率

某个事件发生的概率是对这个事件发生可能性大小的一种度

量，这种度量能不能被验证呢？换言之，除了给我们关于事件发

生可能性的心理预期外，概率大小究竟有什么实际意义呢？回到

抛掷一枚硬币这件事情，正面朝上的概率是
１

２
，除了硬币质地均

匀的原因之外，是否还有其他解释呢？

实际上，概率可以从频率的角度来检验．频率也是一个生活

中常用的词．如果一个随机试验只有两种可能的结果，一个是

“成功”，概率是狆（０＜狆＜１），一个是“失败”，概率是１－狆，那

么这个随机试验称为伯努利试验．如果抛掷一枚硬币，把正面朝

上称为成功，掷骰子把点数６向上称为成功，那么它们都可以看

作伯努利试验．假设我们可以独立地重复一个伯努利试验狀次，

其中成功的次数记作犛狀，那么

犛狀

狀

就被称为（狀次试验中）成功的频率（ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ）．频率是一个数，

依赖于试验次数狀．它不是一个确定的数，而是一个随机的数．

通过大量的观察，人们发现了下面这个定律，它说明频率具

有稳定性，在试验次数足够多时，会稳定地趋向于概率．这给出

了由概率来表示可能性大小的理由，或者说概率在某种意义上是

可以检验的．

　　伯努利大数定律（ｌａｗｏｆｌａｒｇｅｎｕｍｂｅｒｓ）：独立地重复

一个伯努利试验狀次，当狀很大时，频率
犛狀

狀
逼近概率．

这个结论之所以被称为定律，或许是因为它直观地像是一个

自然定律．它很早就被数学家观察到，并在瑞士数学家雅各布·

伯努利１７１３年出版的书中首次给出了证明．

　　“独立地重复”有
严格的数学定义，但
这里可以按字面来理

解．

　　由于试验具有随

机性，因此频率是一
个不确定的量，而概
率是一个确定的量．

　　大数定律的名称

中的“大数”是指需重
复很多次才会出现“频
率逼近概率”这个现
象．
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注意，伯努利大数定律的成立有一个条件，即“假设我们

可以独立地重复一个伯努利试验”，这个条件非常关键．抛掷硬

币、掷骰子这类随机试验可以独立地重复，然而许多随机现象

是不可以独立地重复的．例如，某人今年会不会得流感是随机

的，每个人的高考成绩也是随机的，但这些现象都不能独立地

重复．可以独立地重复的才称得上是一个试验．虽然人们对于不

能独立地重复的随机现象也谈论概率，但那是主观的概率，并不

能检验．

在抛掷一枚硬币时，既可能正面朝上，也可能反面朝上，预

先做出确定性的判断是不可能的．但是假如硬币质地均匀，人们

会相信出现正面的可能性与出现反面的可能性应该大体相等，即

在大量试验中出现正面的频率应接近于５０％．为了验证这一点，

历史上曾有不少人做过实验，下面是用抛掷硬币来验证频率稳定

性的著名例子（表１２１）．

表１２１

实验者 抛掷硬币次数 出现正面次数 频率

蒲丰 ４０４０ ２０４８ ０．５０６９

费勒 １００００ ４９７９ ０．４９７９

皮尔逊 １２０００ ６０１９ ０．５０１６

皮尔逊 ２４０００ １２０１２ ０．５００５

援引它不仅是因为它的权威性，而且是因为实验简单，人人

都可以做．从表１２１可以看出，随着试验次数的增加，频率接

近
１

２
．同时还可看出，出现正面的概率是

１

２
，并不是意味着抛掷

２次硬币必出现１次正面，抛掷１０次必出现５次正面，而是在大

量试验中，出现正面的频率值越来越稳定在
１

２
附近．频率在大数

次的试验中稳定于某一常数（概率）这个事实非常重要．正因为如

此，在实际中可以把频率作为概率（的估计值）来应用．频率也称

为经验概率，计算它通常是为了估计概率犘．为了区别于概率，

经验概率用犘＾来表示．

雅各布·伯努利（Ｊａｋｏｂ

Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ， １６５４—１７０５），

瑞士数学家，伯努利家族

（其中有许多著名科学家、

数学家）中的一员，对概率

论的主要贡献发表在其著

作《猜度术》中，其中包括

大数定律．
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１１７　　

例 　某药物公司实验一种降低胆固醇的新药，在５００个

病人中进行实验，结果如表１２２所示．

表１２２

胆固醇降低的人数 没有起作用的人数 胆固醇升高的人数

３０７ １２０ ７３

求下列事件的经验概率：

（１）使用药物后胆固醇降低；

（２）使用药物后没有起作用；

（３）使用药物后胆固醇升高．

解　（１）如果把“使用药物后胆固醇降低”记作事件犃，那么

犘＾（犃）＝
３０７

５００
＝０．６１４．

（２）如果把“使用药物后没有起作用”记作事件犅，那么

犘＾（犅）＝
１２０

５００
＝０．２４０．

（３）如果把“使用药物后胆固醇升高”记作事件犆，那么

犘＾（犆）＝
７３

５００
＝０．１４６．

练习１２．３

１．早期破译密码，注意文字的出现频率是一个重要手段．找一篇（大约一页Ａ４纸）英

文文章，计算一下２６个英文字母出现的频率，观察哪个字母出现的频率最高．

２．有一批种子，其中的种子可能１天发芽，也可能２天发芽……，下表是对不同发芽

天数的种子数的记录．

发芽天数／天 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ≥８

种子数／粒 １８ ３６ ２０ １１ ９ ３ １ ０

（１）求发芽天数为２天或３天的频率（经验概率）；

（２）求发芽天数超过４天的频率．（结果精确到０．０１）

３．管理人员为了了解某水库里大概有多少条鱼，拖网打捞出１０００条鱼，在鱼身处打

上一个不会掉落的印记，再放回水库．一个月后再次捕捞１０００条鱼，发现其中有１５条有

印记的鱼．问：这个水库里大概有多少条鱼？
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课后阅读　 　

概率、经验概率与主观概率

　　概率是赋予事件的一个数，它表达该事件有多大的可能性发生．在等可能的假设下，

抛掷一枚硬币得正面的概率是
１

２
，掷一颗骰子得点数６的概率是

１

６
．但是，如果没有等可

能假设，这些概率是很难知道的．例如，假设抛掷的一枚硬币由一个金属薄片和一个木质

薄片贴合而成，这样的硬币显然不再是等可能的，抛掷这枚硬币金属面朝上的概率狆和

木质面朝上的概率狇依然是存在的，且狆＋狇＝１，但理论上没有人能够算出来狆与狇究竟

是多少．这时候因试验可以任意多次重复，我们仍可以用频率或者经验概率来进行估计，

这正是大数定律所断言的．

现在换个问题．假设小明今年２０岁，能够健康活到７０岁的可能性有多大？因为不能

预测，健康活到７０岁是一个随机事件．它有没有一个概率呢？因为小明的一生是不能重

复的，大数定律失效．这时即使说概率，也只是一种心理预期，无法加以检验．这是作为

数学的概率论无法解决的问题，称之为主观概率，它只能反映说话者的主观判断．

尽管小明对自己能健康活到７０岁的可能性的判断在数学上没有意义，但我们仍然可

以做一点有意义的事情，就是把其他人看成是小明的某种重复，从而求得这个事件的“频

率”，也就是求健康活到７０岁的人数在总人数中的比例．这个比例是统计数据，对具体的

个人而言是没有意义的，但是它仍然有其统计意义，在某些场合是非常有用的．例如，保

险公司可以据此来计算人寿保险的保险费率．

从这里可以明白，生活中经常说的话，如“学某某专业容易找工作”或“锻炼让人长寿”

等，都是统计意义上的断言，对具体个人没有特别的意义．

蒙特卡洛算法

　图１２３１

大数定律还给我们提供了一种新的算法，称为蒙特卡洛算法（Ｍｏｎｔｅ

Ｃａｒｌｏａｌｇｏｒｉｔｈｍ）．假设我们要算平面上一个不规则区域犇（如某个国家在

地图上所占的区域）的面积，这样的图形用通常的面积计算方法是不容易

求得的．

怎么应用蒙特卡洛算法呢？看一个简单的例子．首先，取一块正方

形纸板，将其表面正方形记作Ω，把所求的区域犇 放在此正方形纸板

中，如图１２３１所示．

然后，把这块包含区域犇 的正方形纸板放置在墙上，向它随意投掷２００次飞镖，记

录飞镖落在犇中的次数有８２次．
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因为是随机投掷飞镖，所以飞镖落在犇中的概率等于面积比，即

狆＝
｜犇｜

｜Ω｜
，

其中｜犇｜与｜Ω｜分别表示两个区域的面积（这是另一种古典概率，称为几何概率模型）．现

在飞镖落在犇中的频率为

狆^＝
８２

２００
＝
４１

１００
．

按大数定律，应有狆^≈狆，因此

｜犇｜≈
４１

１００
｜Ω｜，

其中正方形Ω的面积已知或者是容易计算的．

上面例子中所示的方法就是蒙特卡洛算法，也称为随机化算法．该算法的优点是操作

简单，但缺点是难以估计和控制误差．法国数学家蒲丰（Ｇ．Ｌ．Ｌ．ｄｅＢｕｆｆｏｎ）在１７７７年曾

经设计过投针实验来计算圆周率π的近似值，相关内容留作课外实践．

习题１２．３　 　

　犃组

１．一家保险公司想了解汽车的挡风玻璃在一年时间内破碎的概率，于是调查了２００００

辆汽车，发现在一年时间内共有６００辆汽车的挡风玻璃破碎．求一辆汽车在一年时间内挡

风玻璃破碎的经验概率．

２．为了估计装有５个白球和若干个红球（每个球的大小与质地相同）的袋中红球的个

数，在不将袋中球倒出来的情况下，分２０个小组进行摸球试验．每组两人，其中一位学

生摸球，另一位学生记录所摸球的颜色，再将球放回袋中摇匀．每一组各做４００次试验，

汇总后，摸到红球的次数为６０００次．

（１）估计从袋中任意摸出１个球，恰好是红球的概率；

（２）估计袋中红球的个数．

　犅组

１．甲盒中有红、黑、白三种颜色的球各３个，乙盒中有黄、黑、白三种颜色的球各２

个，各个球的大小与质地相同．从两个盒子中各取１个球．

（１）求取出的２个球颜色不同的概率；

（２）设计一个随机试验，计算（１）中取出的２个球是不同颜色的经验概率．
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１２
概率初步

１２０　　

１２．４　　随机事件的独立性

１ 独立随机事件

上一节在叙述大数定律时曾提到“独立地重复”进行试验，

现在我们来进一步解释什么是“独立”．直观地，如果两个随机

事件犃、犅是否发生互相不影响，就认为它们是独立的．这时

它们同时发生的概率等于它们各自发生的概率的乘积，即成立

犘（犃∩犅）＝犘（犃）犘（犅）．

例如，抛掷甲、乙两枚硬币，样本空间是Ω＝｛正正，正反，

反正，反反｝，犃、犅分别表示硬币甲、乙正面朝上的事件，显然

它们是独立的，而且它们同时发生的概率是
１

４
，各自发生的概率

都是
１

２
，即同时发生的概率等于各自发生概率的乘积．

上面所说的性质用作事件独立的严格定义，两个事件犃 与

犅（相互）独立（ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ）是指它们同时发生的概率等于它们各

自发生概率的乘积，即

犘（犃∩犅）＝犘（犃）犘（犅）．

事件的独立性是概率中一个很直观的重要概念，在经典概率

问题的计算时非常有用．

例１　同时抛掷１０枚硬币，求：

（１）都是正面朝上的概率；

（２）恰有１枚反面朝上的概率．

解　（１）抛掷１０枚硬币，其中每一枚正面朝上的概率是
１

２
，

而它们相互之间是独立的，所以所求的概率为１０枚硬币各自都

是正面朝上的概率之乘积，即
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１２．４　　　随机事件的独立性

１２１　　

１

２１０
＝
１

１０２４
．

（２）在考虑这个问题时，抛掷１０枚硬币与依次抛掷１枚硬

币１０次是一样的．按照后一种情况，将恰有１次反面朝上这个

事件记作犃，它可以按哪一次反面朝上来分解：若第狀次反面朝

上而其他９次都是正面朝上，记为犃狀，其中１≤狀≤１０．犃 发生

相当于犃狀之一发生，由独立性，就有

犘（犃狀）＝
１

２１０
．

再利用概率的可加性，推出

犘（犃）＝犘（犃１∪…∪犃狀）

＝犘（犃１）＋…＋犘（犃１０）

＝
１０

２１０
．

例２　证明：如果两个事件犃与犅独立，那么事件犃与

犅也独立．

证明　首先，因为犃＝（犃∩犅）∪（犃∩犅），所以由概率性

质３（可加性），得

犘（犃）＝犘（犃∩犅）＋犘（犃∩犅），

再应用犃与犅的独立性，得

犘（犃∩犅）＝犘（犃）－犘（犃∩犅）

＝犘（犃）－犘（犃）犘（犅）

＝犘（犃）（１－犘（犅））

＝犘（犃）犘（犅），

因此犃与犅独立．

这个例子说明，如果犃发生与犅发生是独立的，那么犃发

生与犅不发生也是独立的，即犃 发生与犅 是否发生是独立的．

由此还可推出犃是否发生与犅是否发生是独立的．

例３　两个人比赛，假设每局之间的胜负互不影响，

对于弱者（赢的概率较小者）来说，一局定胜负和三局两胜比

较，哪个更有利？（这里所说的“三局两胜”是常见的比赛模

式，指先赢得两局者为胜，最多三局结束）

解　设犃、犅两人比赛，犃是弱者，每一局赢的概率狆＜
１

２
．
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１２
概率初步

１２２　　

现在计算在三局两胜的规则下，犃最终获胜的概率．

在三局两胜的比赛中，按照规则，事件“犃最终胜”包含下列

三种情况：

犃犃，犃犅犃，犅犃犃，

其中，犃犅犃按顺序表示第一、二、三局中赢的一方，其余同理．

由独立性，这三种情况的概率分别为

狆
２，狆２（１－狆），狆２（１－狆），

利用概率性质３（可加性），推出犃最终胜的概率是狆２＋２狆２（１－狆）．

最后比较狆与狆
２＋２狆

２（１－狆）哪个大．容易得到

狆
２＋２狆

２（１－狆）＝狆２（３－２狆）＝狆（３狆－２狆２）．

因为狔＝３狆－２狆
２ 是一个二次函数，它在

３

４
处达到最大，在

狆＜
３

４
时严格增，而当狆＝

１

２
时其值为１，所以３狆－２狆２ 在

０＜狆＜
１

２
时恒小于１，因此

狆
２＋２狆

２（１－狆）＜狆．

这说明对于弱者来说，一局定胜负比三局两胜更有利．

练习１２．４（１）

１．掷两颗骰子，试用独立性求：

（１）它们的点数都是偶数的概率；

（２）它们的点数是一奇一偶的概率．

２．已知事件犃与事件犅相互独立，如果犘（犃）＝０．３，犘（犅）＝０．６，那么犘（犃∩犅）＝

　　　　，犘（犃∩犅）＝　　　　．

２ 事件的独立性

当两个事件的独立性不能像上一节那样可以通过随机试验的

独立性来判断时，我们就要直接用等式

犘（犃∩犅）＝犘（犃）犘（犅）

是否成立来检验两个事件犃与犅是否独立．

例４　（１）从一副去掉大小王的５２张扑克牌中随机抽取
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１２．４　　　随机事件的独立性

１２３　　

一张牌，用犃、犅分别表示“取得的牌面数是１０”和“取得的牌的

花色是红桃”这两个事件．验证犃、犅是独立的．

（２）掷一颗骰子，用犃、犅分别表示事件“结果是偶数”与事

件“结果是奇数”．验证犃、犅不是独立的．

证明　（１）在这副扑克牌中，有４张１０、１３张红桃，所以

犘（犃）＝
１

１３
，犘（犅）＝

１

４
．

另外，犃与犅同时发生是指取得的牌是红桃１０，它只有一

张，所以

犘（犃∩犅）＝
１

５２
．

这样，

犘（犃∩犅）＝
１

５２
＝
１

１３
×
１

４
＝犘（犃）犘（犅），

从而事件犃、犅是独立的．

（２）这时犃 与犅 不可能同时发生，即犘（犃∩犅）＝０，而

犘（犃）＝犘（犅）＝０．５，所以犘（犃∩犅）≠犘（犃）犘（犅），即犃 与犅

不独立．

例５　两个篮球运动员甲和乙罚球时命中的概率分别是

０．７和０．６，两人各投一次，假设事件“甲命中”与“乙命中”是独立

的．求至少一人命中的概率．

解　设犃 表示事件“甲命中”，犅 表示事件“乙命中”，则

犃∪犅表示“至少一人命中”，它的对立事件是“两人都没命中”，

即犃∩犅．由犃与犅独立，利用例２的结论推出犃与犅独立，再

推出犃与犅独立，最后应用概率性质４，就得到

犘（犃∪犅）＝１－犘（犃∩犅）

＝１－犘（犃）犘（犅）

＝１－（１－犘（犃））（１－犘（犅））

＝１－０．３×０．４

＝０．８８．

因此，至少一人命中的概率是０．８８．

现在回过头来考虑本章一开始所述的分奖金问题．

例６　犃、犅两人下棋，每局两人获胜的可能性一样．某

一天两人要进行一场三局两胜的比赛，最终胜者赢得１００元奖
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１２
概率初步

１２４　　

金．第一局比赛犃胜，后因为有其他要事而中止比赛．问：怎么

分１００元奖金才公平？

这里首先涉及的问题是怎么分才是公平的方法．帕斯卡和费

马均认为应该依（在现有的状态下）两人最终胜的可能性大小按比

例来分．这样问题就归结于计算两人各自最终胜的概率．在计算

这个概率时，我们需要两个“隐藏的”假设：（１）每局两人等可能

取胜；（２）各局的胜负之间是独立的．

解　现在犃已胜一局，设犃表示事件“犃最终胜”；犃１表示

事件“接下去第一局犃 胜”；犃２表示事件“接下去第二局犃 胜”．

因为犃已胜一局，由三局两胜的规则，犃 最终胜当且仅当犃 再

胜一局，即犃１发生，或者犃 输一局后接着胜一局，即犃１∩犃２

发生．换言之，

犃＝犃１∪（犃１∩犃２）．

因为第一局与第二局是独立的，所以犃１与犃２独立．再由上例

推出犃１与犃２独立，从而

犘（犃）＝犘（犃１）＋犘（犃１∩犃２）＝
１

２
＋
１

２
×
１

２
＝
３

４
，

而犅 最终胜的概率是
１

４
，因此犃、犅 两人应该按３∶１来分

奖金．

练习１２．４（２）

１．掷黑、白两颗骰子．

（１）验证事件“两颗骰子的点数和为７”与事件“白色骰子的点数是１”是独立的；

（２）验证事件“两颗骰子的点数和为７”与事件“两颗骰子中至少有一颗的点数是１”不

是独立的．

２．甲、乙两人的罚球命中率分别是狆与狇．两人各投篮一次，求：

　　（１）都投中的概率；

（２）都没投中的概率；

（３）至少一人投中的概率；

（４）至多一人投中的概率．

３．把分奖金问题的三局两胜改为五局三胜，问：在比分是２∶１的情况下，怎么分奖金

公平？
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１２．４　　　随机事件的独立性

１２５　　

习题１２．４　 　

　犃组

１．上数学课时，教师给班里学生出了两道选择题，教师预估做对第一道题的概率为

０．８０，做对两道题的概率为０．６０，假设这两道题是独立的，问：预估做对第二道题的概率

是多少？

２．某人有４把钥匙，其中２把能打开门．现随机地取１把钥匙开门．

（１）如果将不能开门的钥匙立即扔掉，求第二次才能打开门的概率；

（２）如果试过的钥匙不扔掉，求第二次才能打开门的概率．

３．如果犃、犅是独立事件，犃、犅分别是犃、犅的对立事件，那么以下等式不一

定成立的是 （　　）

Ａ．犘（犃∩犅）＝犘（犃）犘（犅）；

Ｂ．犘（犃∩犅）＝犘（犃）犘（犅）；

Ｃ．犘（犃∪犅）＝犘（犃）＋犘（犅）；

Ｄ．犘（犃∩犅）＝［１－犘（犃）］［１－犘（犅）］．

　犅组

１．如果从甲口袋中摸出一个红球的概率是
１

３
，从乙口袋中摸出一个红球的概率是

１

２
．

现从甲乙口袋各摸出一个球，求下面四个事件的概率：

　　（１）２个球不都是红球； （２）２个球都是红球；

（３）至少有１个红球； （４）２个球中恰好有１个红球．

２．设甲和乙两射手独立地射击同一目标，他们的命中率分别为０．９５和０．９０．求：

（１）在一次射击中，目标被击中的概率；

（２）目标只被甲击中的概率．

３．把分奖金问题的三局两胜改为五局三胜，问：

（１）在比分是２∶０的情况下，怎么分奖金公平？

（２）在比分是１∶０的情况下，怎么分奖金公平？
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１２
概率初步

１２６　　

课后阅读　 　

预知与预期

　　概率论是研究随机现象的一门学问，它作为学问大概有３００年的历史，其公理化还不

到１００年，但在现代的科学和生活中都越来越重要，不过我们要认识到概率论所能做的只

是限于随机性的量化研究，即能预期（ｅｘｐｅｃｔ）而不能预知（ｆｏｒｅｓｅｅ）．

世界充满随机现象，而随机现象中有机会也有风险．对于一个随机现象，人们最关心

的是某个事件是不是会发生，换句话说，人们渴望自己有预知未来的超能力，如买什么彩

票号码会中奖，买什么股票升值快，学什么专业能找到好工作，等等．但是，概率论的研

究不能把随机现象变成确定现象，换句话说，概率论不能告诉我们随机现象中某个事件会

不会发生，它至多只能告诉我们某个事件发生的可能性有多大．简单地说，概率论不能预

知未来但可以预期，这里预期是指按照可能性大小来进行推断．预知是具有确定性的，预

期是不确定的推断．按照大数定律，随机现象在大样本（即足够多次试验）之下其频率会呈

现稳定性，所以预期是大样本条件下的推断，也称为统计推断．

以天气预报为例，从古代开始，人类就尝试预报天气，流传有很多的民间谚语，如

“早晨棉絮云，午后必雨淋”．但这些谚语只是一些经验积累，并不可靠．现在，人类应用

气象学建立模型，利用现代统计方法与强大的计算能力来预测未来一天至数天的晴雨、气

温、风向、风速等天气信息，其准确率比之过去大幅度提高，但依然只能是预期而无法预

知．人类对于随机现象的探索注定是一个长期的过程．

概率在医学中的应用

在医学上，判断一种药物对治疗某种疾病是否有效，是一个极为严肃的事情，不可以随

意下结论．怎么验证一种药物对某类疾病是有效的呢？从专业的角度说，先要从病理和药理

入手分析与研究，说明这种药物用于治疗该疾病在理论上是有根据的．但即使理论上无懈可

击，药物在上市之前还需进行严格的临床试验，并应用概率中的随机化思想检验其有效性．

首先，需要找一些病人做试验，看服用这种药物的效果，称为抽样．大数定律告诉我

们，试验的人越多，结论就越可靠．这是对样本数量的要求，这样的样本称为大样本．

其次，参加试验的病人须通过一个精心设计的程序来选定，以保证药物的试验对象在

病人群体中有代表性，而不偏向于某个特定人群（如年龄、性别、身体状况、病情严重程

度，等等），以减小对药效估计的偏差．这是对样本质量的要求，称为随机化．

最后，若服用这种药物一周之后，９０％以上的病人都康复了，是不是就可以说这种药

物有效呢？答案是否定的．因为人类先天具有一定的免疫能力，很多疾病能够自愈，未服
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１２．４　　　随机事件的独立性

１２７　　

用这种药物的病人中９０％以上可能在一周之后也康复了．如果这样，就显然不能证明这种

药物是使病人康复的原因．因此我们不能只考虑服用这种药物病人的情况，而必须不仅观

察服用这种药物的病人，也要观察没有服用这种药物的病人．为了防止服用这种药物及没

有服用这种药物所带来的心理差异对于疾病可能造成的影响，临床上设计了称为双盲的方

法：让参加试验的一部分病人服用这种药物，另外一部分病人服用外观及口感和真实药物

一样，但不含任何药物成分的替代品，医学上俗称安慰剂．谁服用药物、谁服用安慰剂的

安排同样是由一个精心设计的随机化程序决定的，其目的是减少混杂因素导致的偏差，使

两组结果更具可比性．这样的安排对病人和医生都是保密的，故称为双盲．此外，为了排

除其他药物的干扰，在整个试验过程中不使用其他任何药物．

对于这个试验群体，用犃表示该群体中服用药物的病人组，犅表示试验结束后该群

体中达到某种治疗效果（包括应具有的药物安全性）的病人组．若犃、犅两组符合得好，就

说明这种药物有效．说明犃、犅两组符合得好的关键指标是两个比值（即频率或者经验概

率）：（１）服用这种药物的病人中达到疗效的比值；（２）达到疗效的病人中服用这种药物的

比值．在这两个比值都充分大（超过预先设定的标准）时，犃与犅两组就符合得比较好，由

此就可以断言这种药物对治疗该疾病是有效果的，而且其具体效果还可以通过这两个比值

来加以量化．

上述试验可称之为大样本随机双盲试验，简称双盲试验．每种药物在上市使用之前都

需要通过双盲试验，才能说明它在某种设定的科学标准下是安全有效的．

双盲试验的要点在于尽可能地“剔除主观因素”．它是一种通用的科学方法，能有效地

辨别真伪，提高人的认知能力，对它的认识和理解也因而是一种基本的科学素养．
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概率初步

１２８　　

内容提要　 　

１．概率论是研究随机现象的工具．

２．随机现象的所有可能结果组成的集合称为样本空间．

３．随机事件对应样本空间的一个子集．

４．概率是衡量一个随机事件发生可能性大小的度量．

５．古典概率模型是满足下面两个条件的随机试验：（１）有限多结果；（２）等可能性．

６．古典概率

犘（犃）＝
｜犃｜

｜Ω｜
．

７．概率的性质

（１）必然事件的概率是１，不可能事件的概率是０；

（２）事件的概率是０与１之间的一个数；

（３）可加性：如果事件犃、犅不同时发生，那么

犘（犃∪犅）＝犘（犃）＋犘（犅）；

（４）犘（犃）＝１－犘（犃）．

８．伯努利大数定律：多次独立地重复一个随机试验，事件发生的频率趋向于概率．

９．事件的独立性：两独立事件同时发生的概率是各自发生的概率的乘积．

复习题　 　

　犃组

１．从字母犪、犫、犮、犱、犲中任取两个，求取到字母犪的概率．

２．现有５根细木棍，长度（单位：ｃｍ）分别为１、３、５、７、９，从中任取３根．求能搭

成一个三角形的概率．

３．将２本不同的英语书和１本语文书在书架上随机排成一行，求２本英语书相邻的

概率．

４．从编号分别为１、２、３、４、５、６的６个大小与质地相同的小球中随机取出３个，

求恰有２个小球编号相邻的概率．

５．袋中装有大小与质地相同的５个球，其中红色球３个，标号分别为１、２、３；蓝色
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复习题

１２９　　

球２个，标号分别为１、２．从袋中任取２个球，求这２个球颜色不同且标号之和不小于４

的概率．

６．袋中装有大小与质地相同的５个球，其中白球３个，黑球２个，从中一次摸出２

个球．

（１）写出该随机试验的一个等可能的样本空间；

（２）求摸出来的２个球都是白球的概率；

（３）求摸出来的２个球颜色不同的概率．

７．对某工厂生产的产品质量进行抽查，数据如下表所示．

抽查件数 ５０ １００ ２００ ３００ ５００

合格件数 ４７ ９５ １９２ ２８５ ４７８

根据上表所提供的数据，问：合格品的概率约为多少？（结果保留两位小数）

８．射击队某选手命中环数的概率如下表所示．

命中环数 １０ ９ ８ ７

概率 ０．３２ ０．２８ ０．１８ ０．１２

该选手射击一次，求：

（１）命中９环或１０环的概率；

（２）至少命中８环的概率；

（３）命中不足８环的概率．

　犅组

１．某学生做两道选择题，已知每道题均有４个选项，其中有且只有一个正确答案．该

学生随意填写两个答案，求两个答案都选错的概率．

２．盒子中有标号为１、２、３的３个大小与质地相同的球，随机地取１个球，放回后再

取１个球，把这２个球对应的号码按照取的先后顺序组成一个两位数．求个位数与十位数

不相同的概率．

３．一个盒子中装有４张卡片，卡片上分别写有数字１、２、３、４．现从盒子中随机抽取

卡片．

（１）若一次抽取３张卡片，求３张卡片上数字之和大于７的概率；

（２）若第一次抽取１张卡片，放回后再抽取１张卡片，求两次抽取的卡片上数字之和

大于７的概率．

４．盒子中有散落的黑白棋子若干粒，已知从中取出２粒都是黑子的概率是
１

８
，从中取

上海教育出版社

上海教育出版社



书书书

１２
概率初步

１３０　　

出２粒都是白子的概率是
３

８
．问：从中任意取出２粒恰好是同一颜色的概率是多少？

拓展与思考

１．社会调查人员总希望从对人群的随机抽样调查中得到对他们所提问题的诚实回答，

但是被采访者常常不愿意如实做出应答．１９６５年，华纳（ＳｔａｎｌｅｙＬ．Ｗａｒｎｅｒ）发明了一种应

用概率知识来消除这种不愿意如实回答的情绪的方法．华纳的随机化应答方法要求人们随

机地回答所提两个问题中的一个，而不必告诉采访者究竟回答的是哪个问题，在这两个问

题中有一个是敏感的或者令人为难的，另一个则是无关紧要的．这样，应答者将乐意如实

地回答问题，因为只有他自己知道回答的是哪个问题．例如，在调查运动员是否服用兴奋

剂的时候，设计一个从袋中摸球的试验：袋中放有１黑１白两个大小与质地相同的小球，

运动员从中随意摸出１个小球．无关紧要的问题是：你摸出的小球是白色的吗？而敏感的

问题是：你服用过兴奋剂吗？然后要求被调查的运动员抛掷一枚硬币，如果出现正面，就

回答第一个问题，否则回答第二个问题．假设用这个方法调查了２００名运动员，得到５６

个“是”的回答，请你估计这群运动员中大约有百分之几的人服用过兴奋剂．

２．为了鼓励弟弟打乒乓球，父亲和哥哥决定举行一场家庭乒乓球挑战赛．弟弟若连续

赢得三场比赛中的两场，则视为挑战成功．弟弟可以选择的比赛顺序为：

（１）父亲—哥哥—父亲；

（２）哥哥—父亲—哥哥．

已知父亲比哥哥打得好．问：弟弟选择哪种比赛顺序，更有可能挑战成功？
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第１３章

统计
　　统计学的核心是数据分析，是指针对研究对象获取数

据，运用数学方法对数据进行整理、分析、推断和决策的

过程．“用数据说话”已经成为当今时代的一个特征．

在病人手指上采一滴血，就能查出病人的白细胞数值

是否正常．从河里取出一杯水，就可以检测出这一段河道的

水质情况．根据所要研究的问题有效地收集数据，并通过分

析数据来发现其中的规律乃是统计研究之本．

统计学研究的问题是随机的、具有非确定性的，通过

抽样的数据对总体进行推断，就是通过个别来推断一般，

主要是一种归纳推理．因此，在学习本章内容时，要注意统

计思维与确定性思维的差异，初步体会解决统计问题的一

般过程与方法．
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１３
统计

１３２　　

１３．１　　总体与样本

在统计问题中， 我们把研究对象的全体叫做 总体

（ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ），总体中的每一个对象叫做个体（ｅｌｅｍｅｎｔ），总体中

所含个体的数量，称为总体的容量．从总体中抽取的一部分个体

叫做这个总体的一个样本（ｓａｍｐｌｅ），样本所含个体的数量称为样

本量（ｓａｍｐｌｅｓｉｚｅ），也称样本容量．例如：

（１）要考察某班级全体学生的身高，就可以通过测量该班每个

学生的身高组成一个总体，其中的每个学生的身高就是一个个体．这

样的总体只包含有限个个体，我们可以把它们全部列出来．如果我们

要考察上海高一学生的身高，那么总体就是所有上海高一学生的身

高．虽然这也是一个有限总体，但其容量显然比前面的总体大得多．

（２）２０１８年，教育部基础教育质量监测中心发布了《中国义

务教育质量监测报告》，抽取了全国３１个省（自治区、直辖市）和

新疆生产建设兵团共９７３个县（市、区）的５７２３１４名四、八年级

学生进行体质健康状况调查，调查的指标包括肺活量和５０米跑

的成绩等．在这项研究中，“义务教育阶段全国学生的肺活量”和

“义务教育阶段全国学生的５０米跑成绩”是两个总体．“５７２３１４

名学生的肺活量”和“５７２３１４名学生的５０米跑成绩”分别是上述

两个总体的样本．调查结果表明：四年级学生肺活量达到及格标

准的比例（以下简称“达标率”）为９８．１％，优秀率为３３．４％；八年

级学生肺活量达标率为９５．９％，优秀率为３１．０％．四年级学生５０

米跑达标率为９６．３％，优秀率为１８．３％；八年级学生５０米跑达

标率为９４．７％，优秀率为２１．４％．“达标率”“优秀率”等用来描述

样本特征的概括性数字度量，称为统计量（ｓｔａｔｉｓｔｉｃ），我们可以

用这些样本的统计量来推断总体的特征．

（３）小明从家到学校有两种走法：乘坐公交车可以直达，乘

坐地铁需要换乘．他想研究一下哪种方式更好，于是分别记录了

５０次乘坐公交车花费的时间和５０次乘坐地铁花费的时间．在这

个问题中涉及两个总体：一个是“乘坐公交车从小明家到学校花

费的时间”，另一个是“乘坐地铁从小明家到学校花费的时间”．

许宝 （１９１０—１９７０），

中国数学家，中国科学

院学部委员．他的研究领

域涉及统计推断、极限

理论、马尔可夫过程等．

他是中国概率论数理统

计教学和科学研究的开

创者．
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１３．１　　　总体与样本

１３３　　

这两个总体都有无穷多的个体，小明记录的数据分别是它们的样

本．小明的目的是想通过样本的统计量，如平均花费时间、最少

花费时间、最多花费时间等来比较两个总体的优劣．

（４）银行为了调查客户对柜台服务的满意程度，请每位顾客

在操作面板上选择一个数字，其中，数字１表示“非常满意”，２

表示“比较满意”，３表示“一般”，４表示“不满意”，５表示“非常

不满意”．在这项调查中，“顾客对柜台服务的满意程度”是总体，

其中的数据都是１～５中的某个数．如果某个营业日有１００名顾

客对柜台服务进行了评价，那么当日所收集到的１００个数据就是

其中的一个样本．

从上面的例子可以看到，统计学的具体研究对象是多种多样的，

它们有一个共同的特点，就是具有不确定性．例如，在调查“某班全

体学生的身高”问题时，虽然每次测量结束后可以得到一组确定的数

据，但由于测量的误差，这组数据其实只是总体的一个带有误差的

样本．统计活动的基本思想是通过分析样本的统计特征去推断总体的

统计特征．因此，样本数据的代表性和获取方式十分重要．

例 　为客观了解上海市民家庭存书量，上海市统计局社情

民意调查中心通过１２３４０电话调查系统开展专项调查，成功访问

了２００７位上海市民．在这项调查中，总体和样本分别是什么？

样本量是多少？

解　总体是上海市民家庭的存书量，样本是被成功访问的

２００７位上海市民家庭的存书量，样本量是２００７．

练习１３．１

１．为了解上海市某区居民用户的月平均用水量，通过简单随机抽样获取了１００户居民

用户的月平均用水量．在这个问题中，总体和样本分别是什么？

２．在下面两个问题中，总体和样本分别是什么，样本量是多少？

（１）为了解大学四年级学生毕业后的就业意愿，一项调查联络了９７２名大学四年级学

生，并询问他们：“你计划毕业后继续深造还是就业？”

（２）为了解各种品牌饼干的价格行情，一名学生在某超市挑选了１０种品牌的饼干，

并记录了它们的价格．

３．在国际经合组织主持的国际学生评估项目（ＰｒｏｇｒａｍｆｏｒＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＳｔｕｄｅｎｔ

Ａｓｓｅｓｓｍｅｎｔ，简称ＰＩＳＡ）研究中，上海１５岁初中生于２００９年和２０１２年两次获得全球第

一．２０１２年，上海１５５所学校的６３７４名学生代表全市各类中学约９万名１５岁初中生参加
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统计

１３４　　

测试，某研究人员想利用２０１２年ＰＩＳＡ的数据库考察上海１５岁初中生的数学成绩．在该

研究人员的研究中，总体和样本分别是什么？

习题１３．１　 　

　犃组

１．某农业研究人员为考察三个品种的小麦发芽率，从中选取麦种若干，经检测得到数

据如下表所示．在这个问题中，总体和样本分别是什么？样本量是多少？

品种 麦种数 发芽数

Ａ １００ ９２

Ｂ ２００ １８９

Ｃ ２００ １８２

２．小王和小张计划调查上海市新生儿的性别情况．小王调查了最近一个月在Ａ医院出

生的３２０名新生儿，其中有１５６名女孩，小王由此推断：上海市新生儿男女比例基本均

衡．小张的姐姐在Ｂ医院待产，她告诉小张最近一周在Ｂ医院出生的１８名新生儿中有１３

名女孩，小张由此推断：上海市新生儿男女比例严重失调．考虑下面的问题：

（１）在上面的统计活动中，总体和样本分别是什么？

（２）你同意小王和小张的推断吗？请说一说你的理由．

（３）你认为是否可以用上面的样本来推断上海市新生儿的男女比例？请说一说你的理由．

３．测量队要测量一个池塘的平均深度，选择了池塘的１５０个不同的位置进行测量，得

到了１５０个数据，然后用这１５０个数据的平均数来估计池塘的平均深度．在这项统计活动

中，总体和样本分别是什么？

　犅组

１．在某校高一年级的期中数学测验中，很多学生在解决一道应用题时都出现了错误．

教师在试卷分析时说：“看起来，我们高一（３）班的同学解决应用问题比较薄弱．”请你从

统计的角度来讨论下面的问题：

（１）在这个情境中，总体和样本分别是什么？

（２）你同意教师的说法吗？请说明理由．

２．统计在日常生活中有大量的应用，请收集２至３个统计案例，并说明其总体和样本

分别是什么．
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１３．２　　数据的获取

统计研究离不开数据，我们也经常在报纸、电视或网络等媒

体中看到各种各样的统计数据，如就业率、物价指数、股票行情

等．通常，按照收集数据的不同方法，可以将数据分为观测数据

（ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎａｌｄａｔａ）和实验数据（ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｄａｔａ）．

观测数据是指通过调查或观测而收集到的数据，是在没有对

有关事物进行人为控制的条件下得到的．以全国人口普查为例，

人口普查员通过请社区住户填写人口普查表来调查人口信息，但

并不进行干预，这样得到的数据就是观测数据．实验数据是指在

实验中控制实验对象而收集到的数据．例如，我们想知道每天服

用一定剂量的维生素Ｃ能否预防感冒．为了完成实验，研究人员

让一部分人每天服用一定剂量的维生素Ｃ，另一部分人不服用维

生素Ｃ，然后收集两组对象的感冒发病率并进行比较．

本章所说的数据主要涉及观测数据，它主要是通过普查或抽

样调查获得．普查对于我们而言并不陌生，最为熟悉的就是全国

人口普查．一个国家或地区为详细调查某项重要的国情、国力，

专门组织大规模的全面调查，即对总体的每个个体分别进行调

查，我们称之为普查（ｃｅｎｓｕｓ）．

以我国每１０年进行一次的人口普查为例，主要调查人口和

住户的基本情况，包括姓名、性别、年龄、民族、受教育程度、

行业、职业、婚姻等．这样虽然要耗费大量的人力、物力与财

力，但可以全面掌握全国人口的基本情况，为制定人口政策和经

济社会发展规划提供依据，为社会公众提供人口统计信息服务，

对国家制定各项方针政策具有重要的意义．

由于普查耗时费力，在一般统计问题中，对总体的每一个个

体进行考察也并非必要，有些调查过程甚至具有一定的破坏性，

如测试一批灯管的使用寿命或汽车车身的抗撞性等，因此，这时

可以从总体中按照一定的方法抽取样本进行研究，然后通过分析

样本数据对总体作出相应的估计．从总体中抽取样本的过程称为

抽样（ｓａｍｐｌｉｎｇ），通过抽样进行调查研究的方法叫做抽样调查

　　我国所进行的普

查主要包括人口普查、
经济普查、农业普查、
资源清查、工业普查、
三产普查和基本单位

普查．在国家统计局

的网站上可以查到我

国各类普查的数据．

　　春秋时期齐国名

相管仲提出：“不明于
计数，而欲举大事，
犹无舟楫而经于水，
险也．”此处的“数”，
指的就是一定范围之

内的人口、土地、财
富等方面的统计数据．
可见，早在春秋时期
人们就已经注意到统

计对于治理国家的重

要意义．
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１３６　　

（ｓａｍｐｌｉｎｇｓｕｒｖｅｙ）．

例如，某灯管生产厂家为了考察某一新型ＬＥＤ灯管的使用

寿命，从首批生产的２００根灯管中抽取１０根灯管进行加速寿命

试验，测得它们的寿命（单位：ｈ）分别为

５２３５０、５２８７１、５３１００、５３０２８、５３０６２、

５４５０１、５２０１５、５１８５４、５２９８７、５２７０２．

这１０根灯管的平均寿命为

（５２３５０＋５２８７１＋５３１００＋５３０２８＋５３０６２＋５４５０１＋５２０１５

＋５１８５４＋５２９８７＋５２７０２）÷１０＝５２８４７（ｈ）．

如果我们把这１０根灯管的平均寿命５２８４７ｈ作为这批灯管

寿命的一种估计，就要冒一定的风险．因为既有可能所抽取的样

本灯管的寿命确实反映了这批灯管的寿命，也有可能我们抽到了

其中质量较好或是较差的产品．用１０根灯管的平均寿命来估计

这批灯管总体的平均寿命是否可信，就要看样本能否反映总体的

特征，也就是抽取的样本是否具有代表性．

例１　下面的数据是观测数据还是实验数据？

（１）２０１０年第六次全国人口普查登记的全国１３３９７２４８５２人

（未包括中国香港、澳门特别行政区和台湾省的人口数据）的

年龄；

（２）在体育课上，教师抽查了１０名学生，测量他们的１００

米跑用时，得到１０个数据；

（３）某疫苗实验中，注射了该疫苗的儿童中只有３３人患了

小儿麻痹症，而注射了生理盐水的儿童中有１１５人患了小儿麻

痹症．

解　（１）这是通过第六次全国人口普查获得的数据，是观测

数据；（２）这是通过抽样调查获得的数据，是观测数据；（３）这是

对该疫苗进行有效性实验获得的数据，是实验数据．

根据不同的需要，我们可以通过调查或实验来获得数据，也

可以采用来源可靠的已有统计数据，如文献、统计报表、年鉴、

行业协会信息等．后者通常易于获取、成本低廉，但我们在采用

这些数据之前必须考虑这些数据的含义是什么，获取方法是什

么，数据的可靠性如何等．

例２　统计年鉴是一个国家或地区统计局编印的资料性年

　　由于ＬＥＤ照明灯

管的寿命很长，可达

５００００～１００００００ｈ，
自然状态下长时间监

测其光衰情况是不实

际的，通常采用一种
“加速寿命试验”的方
法来预测．
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１３７　　

刊，收录全国或者某个地区上一年经济、社会等各方面的统计数

据，以及重要历史年份的主要统计数据，是全面反映经济和社会

发展情况的资料性年刊．试从《２０１８上海统计年鉴》中找出上海市

普通高等学校２０１７年的招生人数、在校学生人数以及毕业生

人数．

解　登录上海统计局的网站，找出《２０１８上海统计年鉴》，

在其第二十篇“教育”中的表２０．９“普通高等学校基本情况（２０１７）”

中，记录了２０１７年上海市普通高等学校招生人数为１４２７９３人，

在校学生人数为５１４９１７人，毕业生人数为１３４２０７人．

练习１３．２

１．完成下列任务所获得的数据是观测数据还是实验数据？

（１）某高校为了解大学一年级新生的计算机水平，举行了新生计算机水平测试，获得

了每一位大学一年级新生的计算机成绩；

（２）某旅游公司为开发新的旅游产品，调查了５００名客户对于旅游目的地的偏好；

（３）某科研团队研发出一种新型生态除草剂，检测了该除草剂防控稻田杂草的效果．

２．２０１４年我国发布了《第三次全国经济普查公报》，结果显示我国高技术制造业规模

不断扩大，研发投入大幅度增加，创新能力稳步提高．试在网上搜索该文件并从中找出以

下数据：

（１）截至２０１３年底，我国高技术制造业共有多少家企业？实现利润总额多少亿元？

（２）２０１３年，我国投入高技术制造业研发经费为多少亿元？高技术制造业申请发明

专利多少万件？

３．请你提出一个与统计有关的实际问题，并与同学讨论其中的总体和样本，初步判断

样本的代表性和获取方式．

习题１３．２　 　

　犃组

１．小明为了解自己每天花在体育锻炼上的时间（单位：ｍｉｎ），连续记录了１０天的数

据，它们分别是：６８、３４、７０、４５、７４、１２６、１０８、６６、３６、７２．在这个问题中，总体和

样本分别是什么？

２．回答以下问题需要获得的数据是观测数据还是实验数据？
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（１）本班级每名学生对数学中某个知识点的掌握程度如何？

（２）消费者对于某品牌饮料的喜爱程度如何？

（３）户外运动时间是否会影响青少年的视力？

３．试调查去年我国有多少所普通高中学校，共有多少名在校学生．

　犅组

１．为调查某行业从业者的月收入，研究机构从该行业从业者中随机抽取了１０００人进

行调查，其中７０％的从业者回答他们的月收入在１００００元以上，２８％的从业者回答他们

每月的日常消费在５０００元以上．这里的总体和样本分别是什么？

　　２．某购物网站在其首页发布了一项满意度调查，其中一个问题是：“你对本网站的客

服是否满意？”浏览该网站的网民可以点击三个按钮“满意”“一般”和“不满意”中的任意一

个．结果有１２５３人选择“满意”，５８５人选择“一般”，２４５人选择“不满意”．

（１）此项调查的样本量是多少？

（２）该网站声称有
１２５３

２０８３
≈６０％的网民满意其网站客服，判断该说法是否准确，并说

明理由．
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１３．３　　抽样方法

在统计活动中，人们常常通过样本来研究总体．那么，如何

进行抽样才比较合理呢？

从河里取出一杯水，就可以检测出这一段河道的水质情况．

但如果是从远离工厂排污口的位置取水，那么检测出的结果未必

能代表这家工厂对这一段河道的污染情况．科学的抽样方法必须

使样本具有代表性．样本的代表性是指选取的样本能客观地反映

总体的情况，没有人为的主观偏向．

下面介绍两种常用的抽样方法：简单随机抽样与分层随机

抽样．

１ 简单随机抽样

在抽样的过程中通过逐个抽取的方法抽取样本，且总体的每

一个个体都有同样的可能性被选入样本，这种抽样方法叫做简单

随机抽样（ｓｉｍｐｌｅｒａｎｄｏｍｓａｍｐｌｉｎｇ）．

假定从共有２４盒的一箱牛奶中抽取４盒进行检测，可以按

照如下方法抽取样本：

先将２４盒牛奶进行编号：１、２、…、２３、２４，并将这２４个

数分别写在完全相同的纸片上，然后放入某容器中．将这些纸片

混合均匀后取出４张，这４张纸片上的数所对应的４盒牛奶就是

要抽取的样本．这种抽取样本的方法叫做抽签法，２４张写好编

号、形状大小等完全相同的纸片称为号签．

在日常生活中抽签法应用很广泛．比如，班级元旦晚会上的

抽奖活动就常常采用抽签法：首先将班上每一名学生的学号或者

姓名写在相同的奖券上，全部投入摇奖箱并混合均匀后，即可抽

取当晚的幸运儿了．
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抽签法简单易行，适用于总体容量不大的情形．但当总体容

量很大时，制作号签比较费时，且不易混合均匀，这时我们可以

利用随机数表．随机数表（见附录）就是一种现成的号签，它是由

一连串的０～９之间的数字构成的，且满足以下两个条件：（１）对

表中任何一个给定位置的数字，其为０～９中任何一个数字的概

率都相等；（２）不同位置数字的取值是相互独立的．

我们只要先把总体中的个体逐个编号，然后按照某种事先确

定的规则直接从随机数表（或其他工具产生的随机数）中取一定量

的随机数，这些随机数所对应的个体即组成一个样本．我们称这

种抽样方法为随机数法．

操作：制作随机数表

请一位学生把标有数字０～９的十个小球放在一个不透明的

袋子里搅拌均匀（图１３３１），随机抽取一个小球，记下数字后

放回袋子里搅拌均匀再抽取．依此类推，即得到了一串数字，为

了方便读取，将每８个数字组成一组，每６组组成一行．这样就

得到了一张随机数表．

例１　在１３．２节中，厂家为考察某一新型ＬＥＤ灯管的使

用寿命，从首批生产的２００根灯管中抽取１０根灯管进行加速寿

命试验．试用随机数表进行抽取．

解　利用随机数表抽取样本，可以按照下面的步骤进行：

第一步：我们先将２００根灯管按００１、００２、…、２００进行编号．

第二步：在随机数表中从任意一个随机数开始读出三位数

组．假设从第７行第一个数字３开始，我们看到的随机数表中的

后继随机数是：

３９８３２７７６３９９１８５３５３２５９１１３１４０４６９２３５０４９８２２１２２０６７１２６３

６２８１６８４６０５７１０３４６５７２３４２９３１８１８６９２６０４００２２３７６３１０６２４４

４７４２８４５８８４１７１０４４１００２７７５９６６５６４３８７４６４７００７５０６９０９７２７

８０４４１６０６１５４１１２４２７０５１９８４６３９７７１５１２５３５５８６９５４３３４１６１５

第三步：不妨从选定的数３开始向右读下去，从３开始的三

位数组是：

图１３３１
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１４１　　

　３９８ ３２７ ７６３ ９９１ ８５３ ５３２ ５９１ １３１ ４０４

　６９２ ３５０ ４９８ ２２１ ２２０ ６７１ ２６３ ６２８ …

得到的第一个三位数号码是３９８，由于３９８＞２００，因此将它

去掉，继续向右读，得到３２７，由于３２７＞２００，因此仍将它去

掉，直到读到１３１≤２００，保留１３１．继续读取，遇到重复的数也

去掉，直到选取１０个满足条件的号码：

１３１ １６８ ０３４ １８１ １０６ １０４ ０２７ ００７ ０６１ １２４

于是，所要抽取的样本就是这１０个号码所对应的灯管．

由于每个随机数的出现是等可能的，因此保证了总体中个体

以相同的概率入选样本，从而使样本具有代表性．本例中每根灯

管被抽取到的概率均为
１

２０
．

抽签法和随机数法都属于简单随机抽样．一般地，简单随机

抽样具有以下特点：

（１）总体个数犖 是有限的；

（２）是不放回抽样；

（３）总体中每个个体被选入样本的可能性相同．

例２　下列抽取样本的方法是简单随机抽样吗？判断并简

要说明理由．

（１）某公司年会时将所有员工的姓名写成纸条放进抽奖箱，

混合均匀后抽取１０名员工进行奖励；

（２）课堂上，教师抽取班上学号尾号为０的学生回答问题．

解　（１）是简单随机抽样，采用的是抽签法；（２）不是简单随

机抽样，因为仅有学号尾号为０的学生有机会被抽中，其他学生

被抽中的可能性为０，每个个体被抽中的可能性不同．

信息技术：利用计算机或计算器产生随机数

利用计算机中的电子表格办公软件可以方便地产生所需要的

随机数．在空白单元格内输入随机函数“＝ＲＡＮＤＢＥＴＷＥＥＮ

（犿，狀）”（犿＜狀），运行一次，就能得到一个犿～狀之间的随机整

数，利用软件的自动填充功能，拖拽该单元格的填充柄，便可以

得到多个犿～狀之间的随机整数．图１３３２即是通过输入随机函
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数“＝ＲＡＮＤＢＥＴＷＥＥＮ（１，１００）”所产生的１～１００之间的随机

整数．

图１３３２

利用计算器也可以帮助我们生成随机数．一般计算器内部都

有一个随机函数“ＲＡＮＤ”，它可以产生０～１的随机数．

练习１３．３（１）

１．下列抽取样本的方法是简单随机抽样吗？判断并简要说明理由．

（１）某在线商城在网站首页发布问卷调查，调查登录该网站的客户对于该商城的满意

度，访问该网站者可以自愿点击填写；

（２）检验员抽检一箱零件，每次检验时抽取１个零件，检验后放回箱子里，再进行第

二次检验，一共检验了１０次．

２．写出１０首歌曲的名称，用抽签法抽取其中３首．

３．现从编号为１～５００的５００支水笔中抽取１０支水笔进行书写长度检测．试用随机数

法抽出这１０支水笔对应的编号．

２ 分层随机抽样

某高中为了解高一年级新生的身高情况，计划抽取５０名学

生测量身高．由于不同性别的学生身高差异较大，人数也可能不

一样，因此不适合用前面介绍的简单随机抽样．我们希望抽取的

样本中男女生的比例与全部高一年级新生的男女比例大致相同，

这样得到的样本才具有代表性．这就要求在抽样的过程中，不仅

要使得总体中每个个体被抽到的可能性相同，而且应注意总体中

个体的某些分类属性，使得所抽取的样本能更明确地反映出总体

的特征．

　　注意，利用计算
机或计算器产生的随

机数实际上是伪随机

数，因为它们是由确
定的过程所产生的，
尽管这个过程可能很

复杂．
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一般地，当总体由差异明显的几个部分组成时，先把总体分

成若干个部分，然后从不同的部分中独立、随机地抽取样本，这

种抽样的方法称为分层随机抽样，简称分层抽样（ｓｔｒａｔｉｆｉｅｄ

ｓａｍｐｌｉｎｇ）．所分的各个部分称为“层”，一般可按照总体中个体

的分类属性（例如，对于人口总体，可按性别、年龄段、受教育

情况等）进行分层，分在同一层的个体应具有相近的特征．

常用的分层抽样的方法如下：先将容量为犖 的总体按照要

求分成犽层，每层的个体数分别记为犖１、犖２、…、犖犽，在每

层中分别随机抽取狀１、狀２、…、狀犽个个体组成容量为狀的样本，

使得

犖＝犖１＋犖２＋…＋犖犽，

狀＝狀１＋狀２＋…＋狀犽，

狀

犖
＝
狀１

犖１
＝
狀２

犖２
＝…＝

狀犽

犖犽
．

显然，这里每个个体被抽到的概率均为
狀

犖
．

例３　某高中一年级共有学生４２５名，其中男生２０４名，

女生２２１名，为了解该校高一年级学生的身高情况，现从中抽取

５０名学生测量身高．问：应当如何抽取？男女生各要抽取多

少名？

解　因为不同性别学生的身高差异较大，所以先采用分层抽

样的方法求出不同性别的抽样人数，然后在此基础上进行简单随

机抽样．

设狀１、狀２分别为抽取男生和女生的人数，则根据分层抽样

方法，有

狀１

２０４
＝
狀２

２２１
＝
５０

４２５
，

得狀１＝２４，狀２＝２６．

用简单随机抽样法在男生和女生中分别抽取２４人和２６人．

分层随机抽样利用辅助信息分层，使得各层间的差异较大，

各层内的差异较小，这样的分层抽样能够提高样本的代表性及抽

样的效率．一般地，分层随机抽样适用于总体是由差异明显的几

部分组成的情况，且在每一层进行抽样时，常常采用简单随机抽

样或其他随机抽样方法．

　　在例３中，若狀１、

狀２不是整数，可以取其

近似值．如狀１＝２６．５，

狀２＝２３．５，此时既可

以取男生为２６人，女
生为２４人；也可以取
男生为２７人，女生为

２３人．
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上面讨论了两种科学的抽样方法，对一个实际问题来说，究

竟用何种抽样比较好，要视具体情况来定．

例４　下列问题中，采用怎样的抽样方法较为合理？

（１）某餐厅从一桌正在就餐的１２名客人中抽取２名客人进

行服务满意度调查；

（２）植物根据植株的高度及分枝部位等可以分为乔木、灌木

和草本三大类．某植物园需要对其园中的不同植物的干重（烘干

后测定的质量）进行调查．

解　（１）总体容量比较小，用抽签法或随机数法都很方便．

（２）由于乔木、灌木和草本之间的干重差异很大，应当

采用分层抽样的方法，对于不同类型的植物按其比例来抽取

样本．

操作：抽样调查本校学生的运动时间

从本校学生中按照性别和年级进行分层抽样，抽取一个容量

为６０的样本，调查学生的平均每周运动时间（单位：ｈ，保留一

位小数），并记录在表１３１中．

表１３１

学生编号 时间／ｈ学生编号 时间／ｈ学生编号 时间／ｈ学生编号 时间／ｈ
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练习１３．３（２）

１．某果园种植了三个品种的苹果树共计１２００棵，其中Ａ品种６００棵、Ｂ品种４００

棵、Ｃ品种２００棵．现在要用随机抽样的方法估计苹果产量．试分析下面的抽样方法属于

简单随机抽样还是分层随机抽样：

（１）将每棵树按１～１２００进行编号，并从这１２００个号码中随机抽取１００个号码，得

到这１００个号码对应的１００棵苹果树；

（２）从三个品种的苹果树中分别随机抽取３０棵、２０棵、１０棵．

２．某公司有２００名员工，其中有一般人员１０４人、管理人员３２人、专业技术人员４８

人以及营销人员１６人．现用分层抽样的方法抽取２５人，以调查大家对职业培训的意愿，

应抽取一般人员　　　　人、管理人员　　　　人、专业技术人员　　　　人以及营销人

员　　　　人．

３．某校学生志愿者协会共有２５０名成员，其中高一年级学生８８名，高二年级学生

１１２名，高三年级学生５０名．为了解志愿者的服务意愿，需要随机抽取５０名学生进行问

卷调查．应当如何抽取？三个年级各要抽取多少名学生？

习题１３．３　 　

　犃组

１．下列抽样方法中，属于简单随机抽样的是 （　　）

Ａ．某社团为调查本校学生的环保知识水平，向在图书馆某楼层自习的所有学生发

放问卷，隔５分钟后回收；

Ｂ．某次科普讲座之前，主持人抽取座位尾号为１的听众进行提问；

Ｃ．一车间主任从堆放的１００件产品中抽取了摆放在最上面的１０件产品进行检查；

Ｄ．销售部经理将一个放有部门所有员工工号牌的箱子均匀摇晃后，从中抽取５个

工号牌．

２．从总体容量为犖 的一批电子元件中抽取一个容量为３０的样本．若每个电子元件被

抽到的可能性为１５％，求总体容量犖 的值．

３．某外语兴趣班的教学进度很快，同学们决定向老师建议调整教学进度，大家一致同

意从班上随机抽取３名同学作为代表去见老师．班上所有同学的姓名如下，用随机数法抽

取一个由３名同学构成的样本．
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张海超　 孙瀚文　 洪振国 赵智宇　 胡萍萍

李伊一 冯　杰 王小蕾 汪　晓 李　伟

陆昊然 江　晨 张　燕 吴运杰 周　越

陈景瑶 赵萱萱 李　珍　

　犅组

某校为了解高二年级学生对于某知识点的掌握情况，在一次数学考试后，按照

１∶３０的比例抽取一组样本试卷进行分析．该校高二年级有１２个班，共５４０人，每班人数

如下表所示．请利用随机数表进行抽取，并写出过程．

班级 一班 二班 三班 四班 五班 六班

人数 ４３ ４７ ４７ ４３ ４７ ４３

班级 七班 八班 九班 十班 十一班 十二班

人数 ４４ ４７ ４６ ４３ ４７ ４３
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１３．４　　统计图表

上一节我们学习了如何通过随机抽样获取数据．然而所收集

的数据往往庞杂凌乱，无法直接从中获得有用的结论．统计图表是

表达和分析数据的一种重要工具，它不仅可以帮助我们从数据中

获取有用的信息，还可以帮助我们直观、准确地理解相关的结果．

在初中阶段我们已经学习了扇形统计图、折线统计图和条形

统计图等，这一节我们将通过实例进一步对统计图表的特点和选

择加以讨论，并在此基础上学习其他统计图表．

１ 频率分布表和频率分布直方图

Ａ校高一年级共有学生３３０名，为了解该校高一年级学生的

身高和体重情况，学校决定做一次抽样调查．按照性别分层随机

抽样的方法抽取６６名学生，测量他们的身高（单位：ｃｍ）及体重

（单位：ｋｇ）并记录在表１３２中．

表１３２　犃校６６名高一年级学生身高、体重数据

性别 身高／ｃｍ体重／ｋｇ 性别 身高／ｃｍ体重／ｋｇ 性别 身高／ｃｍ体重／ｋｇ
女 １５２ ４６ 女 １６４ ５２ 男 １７２ ９２
女 １５３ ４７ 男 １６５ ５４ 男 １７２ ６４
女 １５４ ６３ 男 １６５ ６０ 女 １７２ ６９
女 １５５ ５０ 男 １６５ ４８ 男 １７３ ７５
女 １５６ ４８ 女 １６５ ５１ 男 １７３ ７２
女 １５６ ５０ 女 １６５ ５５ 男 １７４ ５５
女 １５６ ５１ 女 １６５ ５８ 男 １７４ ５６
女 １５７ ５１ 女 １６５ ６３ 男 １７４ ６３
女 １５７ ５０ 男 １６６ ６４ 男 １７４ ７４
女 １５９ ４９ 男 １６７ ５４ 男 １７５ ５３
女 １５９ ５１ 男 １６７ ５２ 男 １７６ ６４
女 １６０ ４７ 男 １６７ ５３ 男 １７６ ６０
女 １６０ ６２ 女 １６７ ６９ 男 １７７ ６３
女 １６０ ５０ 女 １６７ ６１ 男 １７７ ７５
女 １６０ ６３ 男 １６８ ９７ 男 １７８ ６２
女 １６１ ５３ 女 １６８ ６０ 男 １７８ ６０
女 １６２ ８４ 女 １６８ ４４ 男 １７８ ７３
女 １６３ ６６ 男 １７０ ５３ 男 １７８ ６８
女 １６３ ５３ 男 １７０ ５４ 男 １７９ ７８
女 １６４ ６３ 男 １７０ ５７ 男 １８１ ８０
女 １６４ ６８ 男 １７０ ４７ 男 １８２ ９２
女 １６４ ５２ 男 １７０ ６９ 男 １８４ ７８
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该表虽给出了６６名学生的身高和体重的数据，但从中却很

难看出学生的身高和体重的分布情况．在初中我们初步了解了用

频数分布表和频数分布直方图来展现数据分布在各组的个数，而

要想知道各个小组的数据在样本容量中所占比例的大小，则可采

用下面将要学习的频率分布表和频率分布直方图．它们清晰地呈

现了样本数据的整体频率分布情况．

我们不妨以身高为例，先绘制身高频率分布表．其步骤如下：

（１）求极差

绘制频率分布表最重要的就是分组．要对数据进行分组，首

先要找出这一组数据的最大值和最小值，最大值与最小值的差称

为极差（ｒａｎｇｅ），又称全距．这组数据中最大值为１８４，最小值为

１５２，极差为１８４－１５２＝３２，它表示这组数据的波动范围大小．

（２）确定组距与组数

组距是指每个小组的区间端点之间的距离，组距的选取决定

了组数的多少：

组数＝
极差

组距．

如果组数太少，所有数据就会落在少数几个组里，导致这几

个组的柱形太高；如果组数太多，大部分的组中只有少数的数据

或者没有数据，均无法有效呈现数据的分布．

一般地，第一组的下限应低于最小值，最后一组的上限应高

于最大值．这里最大值为１８４，最小值为１５２，可取所有样本数

据均在区间１５１．５，１８４．５［ ］内．极差为３２，我们取组距为３，将区

间１５１．５，１８４．５［ ］分为１１组．通常对组内数值所在区间取左闭右

开区间，最后一组取闭区间，于是将样本数据分为如下１１组：

［１５１．５，１５４．５）、［１５４．５，１５７．５）、…、［１８１．５，１８４．５］．

（３）统计每组的频数及频率

将样本数据分好组以后，每个小组内的数据个数称为频数，

频数与样本容量的比值叫做这一小组的频率．统计每个小组的频

数，再计算各组的频率．

（４）绘制频率分布表

将分组、频数及频率填入表１３３．如果想知道身高不高于

１６０ｃｍ的学生人数，那么需要将 １５１．５，１５４．５［ ）、［１５４．５，１５７．５）

及［１５７．５，１６０．５）的频数相加，求其累积频数，为１５人．

　　当数据在１２０个

以内时，通常按数据
的多少分为５～１２组．
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表１３３　犃校６６名高一年级学生身高的频率分布表

身高分组区间 频数 频率 累积频数

１５１．５，１５４．５［ ） ３ ０．０５ ３

１５４．５，１５７．５［ ） ６ ０．０９ ９

［１５７．５，１６０．５） ６ ０．０９ １５

［１６０．５，１６３．５） ４ ０．０６ １９

［１６３．５，１６６．５） １２ ０．１８ ３１

［１６６．５，１６９．５） ８ ０．１２ ３９

［１６９．５，１７２．５） ８ ０．１２ ４７

［１７２．５，１７５．５） ７ ０．１１ ５４

［１７５．５，１７８．５） ８ ０．１２ ６２

［１７８．５，１８１．５） ２ ０．０３ ６４

［１８１．５，１８４．５］ ２ ０．０３ ６６

与先前看起来毫无规律的数据相比，表１３３清晰地给出了

每组数据是如何分布的．我们可以一目了然地看出在每个身高

范围内有多少名学生：身高在１６３．５ｃｍ到１６６．５ｃｍ之间的学生

人数最多，在１６６．５ｃｍ到１６９．５ｃｍ之间、１６９．５ｃｍ到１７２．５ｃｍ

之间的学生人数次之，而在１７８．５ｃｍ到１８１．５ｃｍ、１８１．５ｃｍ到

１８４．５ｃｍ之间的学生人数最少．

依据上述频率分布表，我们就可以来制作频率分布直方图

（ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｈｉｓｔｏｇｒａｍ）．为此，我们在直角坐标系中

把横轴分成若干段，每一段对应一个组距，然后以组距形成的线

段为底作一矩形，矩形的高为小组的
频率

组距
，就得到如图１３４１所

示的频率分布直方图．

图１３４１　犃校６６名高一年级学生身高的频率分布直方图

　　表１３３中由样本

值低的组向高的组逐

组累计频数称为向上

累积频数，而由样本
值高的组向低的组逐

组累计频数则称为向

下累积频数．

　　统计频数时可以

直接写数，也可以画
“正”字．
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在绘制统计图时还应注意以下几点：

（１）标题：统计图一般要有标题，用以说明统计图的内容．

如果可能的话，列出数据来源．

（２）坐标的刻度和名称：一般纵轴和横轴也需要有名称，纵

轴应清楚地标明刻度，横轴应标明类别或刻度．

（３）标注：如果要在一张图中呈现多元数据，应使用一些标

注来识别单个数据．

容易看出，小矩形的面积＝组距×
频率

组距＝
频率．也就是说，

在频率分布直方图中，数据落在各小组内的频率可以用小矩形的

面积来表示，这些面积的总和为１．

频率分布直方图比频率分布表更能直观形象地反映样本数据

的分布规律．从图１３４１中我们可以看出，身高在１６３．５ｃｍ到

１６６．５ｃｍ这个范围内的学生人数最多，特别高或特别矮的学生都

很少．

通常，在频率分布直方图中，按照分组原则，再在左边和

右边各加一个区间［１４８．５，１５１．５）和［１８４．５，１８７．５］．这两个组的

频率取值为０，然后从所加的左边的区间的中点（称为组中值）

开始，从左至右依次连接各矩形上底边的中点，直至右边所加

区间的中点，再将矩形的边去除，就可以得到一条折线，称为

频率分布折线图（图１３４２），简称频率折线图．

图１３４２　犃校６６名高一年级学生身高的频率分布折线图

如果样本容量足够大，且分组的组距取得足够小，那么频

率分布折线图将趋于一条光滑的曲线（图１３４３）．

　　在绘制频率分布

折线图时，虽然在两
侧各加了一个虚设的

附加组，但由于这两
个组的频率都是零，
不会对统计的结果造

成影响．
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图１３４３

练习１３．４（１）

１．根据表１３１中所调查的６０名学生的每周运动时间（单位：ｈ），制作频率分布表，

并绘制频率分布直方图．

２．根据表１３２中的数据，制作６６名学生的体重频率分布表，并绘制频率分布直方图．

２ 茎叶图

频率分布直方图并不是展示数据分布的唯一选择．在数据不

多的情况下，我们可以绘制茎叶图（ｓｔｅｍａｎｄｌｅａｆｐｌｏｔ），展示所

有样本数据的信息．

例如，某个品种的小麦麦穗长度（单位：ｃｍ）的样本数据如

下所示，如何分析该品种小麦的麦穗长度的分布情况呢？

１０．２９．７７．８１０．０ ９．１ ８．９ ８．６

９．８ ９．６９．７１１．２１０．６１１．７

在上述问题中，我们将样本数据分为茎和叶两个部分：整数

部分作为“茎”，小数作为“叶”．对于第一个麦穗长度数据１０．２来

说，１０是茎，２则是叶．然后把“茎”由小到大、从上往下写成一

列，并在其左边或右边画一条竖直的线（不妨画在右边）．最后把

“叶”写在它所属的“茎”的右边，由小到大排成一行．这样就得到

该品种麦穗长度的茎叶图（图１３４４）．

上海教育出版社

上海教育出版社



１３
统计

１５２　　

图１３４４

解读茎叶图和解读直方图一样，要注意整体形态．从这张图

可以直观地看出该品种的麦穗的长度主要集中在９～１０ｃｍ之间，

并且分布比较对称．

茎叶图既可以用于呈现单组数据，也可以用于对两组同类数

据的比较分析．

例１　根据表１３２中的数据，分别绘制女生和男生的体

重分布茎叶图，并比较女生和男生的体重分布．

解　因为表１３２中的数据不是很多，而且学生的体重都是

两位数，所以可以比较方便地绘制茎叶图．我们把表示体重的两

位数的十位数字作为“茎”，从小到大排列在中间，男女生体重的

个位数字作为“叶”分列在两边，以便于比较，就得到下面的茎叶

图（图１３４５）：

图１３４５　犃校６６名高一年级学生体重的茎叶图

在图１３４５中，“茎”为４的男生有体重为４７ｋｇ和４８ｋｇ两

位，“叶”中就有７、８两个数字，其余类同．

从图中可以看出，女生的体重整体上低于男生的体重．此

外，女生的体重分布集中程度较高，男生的体重分布相对分散

一些．

用茎叶图展示数据的优点在于所有信息都可以从茎叶图中得

到，由茎叶图也很容易制作相应的频率分布表和频率分布直

方图．

　　直方图如何分组

没有绝对的标准，但
茎叶图的分组却要加

以注意．“茎”视实际
需要可以是任何位数，
而“叶”只能是一位数．
当数据的位数较多时，
选择“茎”以后，“叶”
也可以通过四舍五入

取值．
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３ 散点图

仍以本节开始的Ａ校６６名高一年级学生为例，表１３２中

学生的每一个身高值都对应一个体重值．经验认为，人的体重

和身高有一定的相关性，身材较高的人往往体重也较重，对于

高一年级学生群体，客观数据是否支持这种说法呢？从表１３２

中我们无法直观地看出．为了清楚地看到这一点，可以绘制散

点图．

在考虑两组数据时，为了对两组数据之间的关系形成大致的

了解，通常将这两组数据所对应的点描在平面直角坐标系内，这

些点组成的统计图称为散点图（ｓｃａｔｔｅｒｄｉａｇｒａｍ）．

我们把表１３２中学生的身高作为横坐标，体重作为纵坐标，

在直角坐标系中绘制出相应的点，就得到了身高和体重的散点图

（图１３４６）．

图１３４６　犃校６６名高一年级学生身高、体重散点图

从图１３４６中可以直观地看出，图中的点从左至右大致是

逐渐上升的，也就是说，“身材较高的人，体重往往也较重”这一

说法在高一年级学生群体中就总体而言是对的．

例２　某宝石店经理随机选取了２０颗钻石，将它们的价

格（单位：千元）、质量（单位：克拉）以及颜色记录在表１３４中．

试分别绘制质量与价格的散点图，以及颜色与价格的散点图，并

观察随着钻石的质量和颜色数值的增加，钻石的价格是如何变

化的．

　　坐标轴的边界范

围可根据数据分布合

理调整．
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表１３４　某宝石店的２０颗钻石的价格、质量及颜色

序号 价格／千元 质量／克拉 颜色

１ １１ ０．９ ３

２ １１ １．２１ ５

３ １２．９ １ ５

４ １３．２ １．１４ ４

５ １５．５ １．３ ６

６ １５．９ １．１７ ４

７ １６．６ １．３３ ７

８ １７．６ １．１ ５

９ １８．９ １．１１ ４

１０ ２０．６ １．４５ ５

１１ ２０．８ １．３ ２

１２ ２１．６ １．５ ９

１３ ２２．５ １．６ ２

１４ ２２．８ １．５ ６

１５ ２８．８ １．１２ ２

１６ ２９．５ １．７ ８

１７ ２９．８ １．９ ５

１８ ３３ ２．１３ ８

１９ ３６．６ １．７７ ３

２０ ４０ １．８２ ４

　　注：颜色通过标准尺度来衡量，其中１为无色，随着数值的增加，颜色逐渐加深．

解　我们将价格作为纵坐标，质量和颜色分别作为横坐标，

分别绘制散点图，如图１３４７所示．

图１３４７　某宝石店的２０颗钻石的价格分别与质量、颜色散点图

从图１３４７中我们可以看出，随着钻石质量的增加，钻石的

价格呈现逐渐上升的趋势，但价格的增减随着颜色的变化却看不

出明显的规律，这说明价格和颜色之间可能不存在明显的关系．

我们在这一节讨论了频率分布直方图、茎叶图以及散点图．

在初中阶段我们还学习了条形图、扇形图以及折线图等．在对数

据进行分析和整理时，应根据需要选择恰当的统计图．散点图一
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般用于刻画成对的数据，并且可以从图中看出成对数据之间是否

存在某种关系．茎叶图呈现了数据的所有信息，但不适合数据量

较大的情形．当数据量较大时一般选用条形图或频率分布直方

图，它们能直观地反映数据分布的大致情况．而如果想呈现每部

分所占的比例，则需要用到扇形图．折线图则主要用于呈现数据

随着时间变化的趋势．

操作：调查本校学生户外活动时间与视力

调查你校本年级学生的每天平均户外活动时间和视力情况，

并用合适的统计图表呈现出来．你能发现这两者之间有什么关

系吗？

信息技术：绘制统计图表

运用计算机中的电子表格办公软件可以绘制多种统计图表．

尽管不同版本的处理细节略有不同，但基本过程类似．严格来

说，它们并不是统计软件，但作为办公软件，具有一定的统计计

算功能，并且可以实施简单的数据统计、图表绘制等操作．要做

更复杂、更专业的统计工作，软件市场上有比较成熟的统计分析

软件，可供选用．

下面以表１３２的数据为例，绘制散点图．

（１）在工作簿中输入身高和对应体重的两列或两行数据．

（２）选中这两列或两行数据，在“插入”菜单中选择所需要的

图像类型———散点图；根据需要选择其中一种散点图的类型并单

击（图１３４８），一幅散点图即出现在工作簿中．

图１３４８
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（３）根据需要选择坐标轴的范围以及单位长度等，使得

统计图具有较好的可视性．例如，横坐标身高的范围可以取

１５０，１８５［ ），纵坐标体重的范围可以取 ４０，１００［ ），修改后就

得到了图１３４６．

练习１３．４（２）

１．下表是某沿海地区的气温和海水表层温度（单位：℃）的统计数据，根据下表绘制散

点图，并比较气温与海水表层温度的分布情况．

气温／℃ 海水表层温度／℃ 气温／℃ 海水表层温度／℃

１３．９ ９．４ ３１．１ ２８．３

１５．０ １０．６ ３１．１ ２６．７

１８．３ １３．３ ２８．９ ２５．０

２３．９ １８．９ ２３．９ ２２．２

２７．２ ２１．７ ２０．０ １５．６

３０．０ ２５．６ １５．０ １０．０

２．下列关于散点图的说法中，正确的是 （　　）

Ａ．任意给定统计数据，都可以绘制散点图；

Ｂ．从散点图中可以看出两个量是否具有一定的关系；

Ｃ．从散点图中可以看出两个量的因果关系；

Ｄ．从散点图中无法看出数据的分布情况．

３．某研究人员随机抽取１５棵某品种的栎树，测得树高（单位：ｍ）和胸径（指地面以上

１．３ｍ处树干的直径，单位：ｃｍ）的数据，如下表所示．

胸径／ｃｍ ６ ７．９ ８．３ ８．９ １０．１ １２．１ １３．８ １４．２

树高／ｍ ４．７ ５．３ ６．１ ７ ７．５ ８．５ ７．８ ８．１

胸径／ｃｍ １６．４ １６．９ １８．１ ２０．１ ２１．８ ２２．２ ２３．９ ／

树高／ｍ ９．１ ９．８ １０ １０．３ １１．３ １１．８ １２．７ ／

绘制散点图，并观察随着高度的增加，栎树胸径的变化趋势．
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习题１３．４　 　

　犃组

１．下列哪些统计图可用于表示数据随着时间变化的趋势？请选择并说明理由．

　　（１）条形图； （２）散点图；

（３）折线图； （４）扇形图．

２．某医学研究团队为了研究一种降血脂新药的有效性，给５０名患者服用该药，一周

后测得低密度脂蛋白的含量（单位：ｍｍｏｌ／Ｌ）如下：

２．８０３．５４３．０２３．４３３．６９２．４６３．０３３．０６３．３５３．５７

３．７２４．３６２．５６４．１１２．８１２．７７５．３２３．３４３．６８３．９５

２．９８３．６３３．６５３．２２３．９０３．９７３．８６３．９３３．１７３．７２

３．３６３．５６３．８０４．５７５．０２３．３１３．５２３．２７３．９８４．７２

３．０３４．０９２．１４２．０６３．００２．７５３．８４２．１６３．０９２．８１

（１）制作频率分布表；

（２）绘制频率分布直方图和频率分布折线图．

３．某口腔医师对本月门诊龋齿病患者的年龄（单位：岁）情况进行了统计，得到如下数据：

年龄分组区间 患者人数

［０，１０） ７

［１０，２０） ３５

［２０，３０） ３４

［３０，４０） ４６

［４０，５０） ３９

［５０，６０） ３０

［６０，７０） １２

［７０，８０］ ３

合计 ２０６

绘制频率分布直方图，并分析龋齿病患者的年龄构成．

４．收集你班学生某次考试的数学成绩和物理成绩的数据，绘制散点图，并观察随着数

学成绩的提高，物理成绩的变化趋势．

　犅组

１．某外国电视台主播在介绍所在城市的犯罪率情况时，展示了下面的统计图，并说该
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统计

１５８　　

城市近年来的犯罪率“急剧上升”．你同意该主播的观点吗？请说明理由．

（第１题）

２．在报纸、杂志或网络上找一幅统计图，并复印下来．

（１）描述你从该图中得到的信息；

（２）根据统计图的绘制要求，说明该图是否需要改进以及如何改进．

３．试调查３０种饼干每１００ｇ所含的热量（单位：ｋＪ）和脂肪（单位：ｇ），用合适的统计

图表呈现出来，并分析图表以获得结论．
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１３．５　　　统计估计

１５９　　

１３．５　　统计估计

某医学期刊２０１８年刊出了关于我国成人高血压的调查结果：

我国成人中约２．４５亿人可能患有高血压，还有约４．３５亿人可能

是高血压“后备军”（正常高值血压）．是谁统计了这几亿人的数

据呢？

实际上并没有人一一统计这几亿人的数据，而是研究团队根

据在全国范围内随机调查的约４５万名成人的血压数据，推断出

了我国成人患高血压情况．为何该研究团队仅仅通过调查约４５

万名成人的血压数据，就可以推断出我国约１０亿成人中患高血

压的人数？这就是统计估计所起的强大作用：在实际问题中，当

总体的信息难以或无法获得时，我们可以采取科学的抽样方法，

获取具有代表性的样本，利用样本信息来估计总体的分布规律．

１ 估计总体的分布

我们知道，总体是指考察对象的全体，个体是总体中的每一

个考察的对象，总体的分布指的是总体中不同范围或类型的个体

所占的比例．如果我们研究的总体是某校高一年级学生的身高和体

重，那么总体的分布是指该校高一年级学生中的不同身高和体重

范围的学生个体在总体中所占的比例．如果我们研究的总体是某校

高一年级学生偏好的运动方式，那么总体的分布是指该校高一年

级学生中偏好每种运动方式的学生个体在总体中所占的比例．

在１３．４节中，我们学习了如何通过频率分布表和频率分布

直方图来分析样本数据的分布．如果样本数据是随机抽取的，那

么依据大数定律，当样本量不断增大时，样本中每组数据的频率

会越来越稳定于一个相应的概率，我们就可以把这个概率作为总

体中的个体在相应区间内取值的概率，从而用样本的频率分布来

估计总体的分布情况．

例１　某营养学研究人员用随机抽样的方法获得了某高校
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１６０　　

１００名女大学生平均每日摄取的热量（单位：千大卡，１千大卡＝

１０００千卡），其数据如下：

１．４２１．４４１．４５１．４６１．４８１．５０１．５１１．５１１．５３１．５４

１．５６１．５６１．５７１．５９１．６０１．６０１．６０１．６１１．６２１．６３

１．６３１．６４１．６６１．６７１．６７１．６８１．６９１．７０１．７１１．７１

１．７１１．７１１．７２１．７３１．７３１．７４１．７４１．７５１．７５１．７５

１．７６１．７６１．７９１．７９１．８０１．８０１．８２１．８２１．８３１．８３

１．８３１．８４１．８４１．８４１．８５１．８５１．８６１．８６１．８７１．８７

１．８７１．８８１．８８１．８８１．８９１．９０１．９０１．９１１．９１１．９２

１．９３１．９４１．９４１．９５１．９５１．９６１．９６１．９７１．９７１．９７

１．９９２．００２．０１２．０３２．０４２．０７２．０７２．０９２．０９２．１０

２．１３２．１４２．１４２．１５２．１７２．１９２．２３２．２５２．２８２．２９

（１）试估计该校全体女大学生每日摄取热量的分布情况；

（２）健康的成年女性每天需要摄取１．８０～１．９０千大卡（不含

１．９０千大卡）的热量，试估计该校有多少比例的女大学生摄取的

热量在此范围之内．

解　（１）这里的总体是该校女大学生的每日摄取热量，我们

要利用通过抽样获得的１００名女大学生的样本信息来估计总体的

分布情况．由于从上面的数据很难看出任何规律，因此我们通过

制作频率分布表来分析样本数据的频率分布．

这组数据的最小值为１．４２，最大值为２．２９，故全距为０．８７，

可选取组距为０．１，将其分为９组．其频率分布表如表１３５所示．

表１３５　１００名女大学生每日摄取热量频率分布表

日摄取热量分组区间 频数 频率
频率

组距

［１．４０，１．５０） ５ ０．０５ ０．５

［１．５０，１．６０） ９ ０．０９ ０．９

［１．６０，１．７０） １３ ０．１３ １．３

［１．７０，１．８０） １７ ０．１７ １．７

［１．８０，１．９０） ２１ ０．２１ ２．１

［１．９０，２．００） １６ ０．１６ １．６

［２．００，２．１０） ８ ０．０８ ０．８

［２．１０，２．２０） ７ ０．０７ ０．７

［２．２０，２．３０］ ４ ０．０４ ０．４

从表１３５中可以估计总体的大致分布情况．比如，该校女
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１３．５　　　统计估计

１６１　　

大学生每日摄取热量在 １．５０，２．００［ ）范围内的频率最大，每日摄

取热量不足１．５０千大卡或超过２．００千大卡的频率相对较小．

（２）从表１３５中可以看出， 样本中摄取热量范围在

１．８０，１．９０［ ）的女大学生的频率为０．２１．由于样本是随机抽取的，

因此 可 以 估 计 该 校 女 大 学 生 每 日 摄 取 热 量 的 范 围 在

１．８０，１．９０［ ）的概率是０．２１，或者说约有２１％的该校女大学生每

日摄取热量的范围在１．８０，１．９０［ ）．

在例１中，如果想要使信息更为直观地呈现，那么我们可以

绘制频率分布直方图，用图中矩形的面积大小来反映分布情况．

这组数据的频率分布直方图如图１３５１所示．

图１３５１　１００名女大学生每日摄取热量的频率分布直方图

从图１３５１中可以看出， １．８０，１．９０［ ）所对应的矩形面积最

大，并且整幅直方图具有一定的对称性．由此可以推测该校女大

学生每日摄取热量的范围集中在 １．８０，１．９０［ ）附近，摄取特别多

的热量或特别少的热量的女大学生人数都较少．

在本例中，如果将样本容量取得足够大，且分组的组距取得

足够小，那么相应的频率分布折线图将趋于一条光滑的曲线，称

为总体分布密度曲线（图１３５２）．事实上，尽管总体分布密度曲

线是客观存在的，但由于在实际中往往无法获得总体的数据，因

此无法精确地得到它的密度曲线，只能通过样本的频率分布折线

图来对总体分布的密度曲线进行估计．一般来说，样本容量越接

近总体容量，样本的频率分布折线图与总体分布密度曲线的贴近

程度越高．

注意，上面我们已通过抽取一定容量的样本来估计该校女

大学生每日摄取热量的分布，但如果重新抽取一个包含１００名
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１６２　　

图１３５２

女大学生的样本，由于这个样本极有可能会包含和上一个样本

不同的学生，因此每个区间内的样本数的频率会有所不同，即

样本具有变异性．但当样本量较大时，样本中每个区间内的样

本数的频率会稳定于总体在相应区间内取值的概率，不会有太

大的变动．当然，样本容量越大，采集这些样本所需要耗费的

人力、物力和财力就会越多，所以应根据实际情况选择适当容

量的样本．

练习１３．５（１）

１．某学生第二天要参加１００ｍ短跑比赛，他记录了比赛前一日集训中２０次１００ｍ短

跑的成绩（单位：ｓ）：

１３．４１３．６１４．３１５．３１２．８１３．１１４．５１３．８１４．２１５．０

１３．４１３．７１３．５１２．５１２．９１４．９１２．９１４．６１４．３１５．５

（１）制作频率分布表；

（２）试估计该学生在１００ｍ短跑比赛中用时低于１４ｓ的可能性．

２．某展览馆随机抽取了２０１８年中５周的客流量（单位：人次），如下表所示．试估计

该展览馆２０１８年有多少天的客流量超过了２００．

周一 周二 周三 周四 周五 周六 周日

第１周 １７０ １４８ ８５ １３２ １８０ ３９５ ３４２

第２周 １４０ １３８ １９３ １０８ １６３ ３６０ ４４１

第３周 １２７ １７９ ２１５ １８４ １１６ ４５４ ４０５

第４周 １７４ ２５２ ２４０ １５５ ２９３ ４９３ ３８６

第５周 ２４１ １３２ １５６ ２０３ １８９ ３５７ ４３０
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１３．５　　　统计估计

１６３　　

２ 估计总体的数字特征

当我们获得一组样本数据时，通常很难一眼看出其中的规

律，而用图表则可以使得数据变得更为直观．此外，我们还可以

利用样本数据进行适当的计算来得到一些新的数量，并用这些新

的数量来代表整个样本数据的某些特征．

我们把能反映一组数据某种特征的量称为这组数据的数字特

征．我们在初中阶段学习过的平均数、中位数和众数等，就是用

来刻画一组数据集中趋势的数字特征，而方差和标准差则是用来

刻画一组数据离散程度的数字特征．

本节中我们讨论了用样本的频率分布来估计总体的分布．同

样地，我们还可用样本的数字特征来估计总体的数字特征．

２．１　通过样本估计总体的集中趋势

利用初中阶段学习过的平均数、中位数和众数，我们可以描

述有限样本的集中趋势．例如，设样本数据为狓１、狓２、…、狓狀，

由公式

狓＝
狓１＋狓２＋…＋狓狀

狀

就得到样本平均数，它描述了样本数据的平均水平．如果狀个数

据中不同的数据狓１、狓２、…、狓犽 的频数分别为犳１、犳２、…、

犳犽，那么样本平均数为

狓＝
狓１犳１＋狓２犳２＋…＋狓犽犳犽

狀
．

当数据量大且重复率高时，后一个公式可减少计算量．

我们引进一个记号∑
狀

犻＝１

狓犻表示多项连加的和狓１＋狓２＋…＋

狓狀，即

∑
狀

犻＝１

狓犻＝狓１＋狓２＋…＋狓狀，
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１６４　　

其中∑ （读作Ｓｉｇｍａ）称为求和符号，其下方的犻＝１表示犻从１

开始取连续的整数值，上方的狀表示犻的取值到狀结束，而狓犻

是与整数犻相联系的一个表达式．如果犮是一个常数，由乘法对

加法的分配律立即得到

∑
狀

犻＝１

犮狓犻＝犮∑
狀

犻＝１

狓犻．

用这个记号，前面关于样本平均数的两个公式可以分别记为

狓＝
１

狀∑
狀

犻＝１

狓犻与狓＝
１

狀∑
犽

犻＝１

狓犻犳犻．

某公司实行薪资保密制度，员工只知道自己的工作所得，而

不知道其他员工的薪资．现要了解该公司员工的平均年薪、中等

年薪以及赚取人数最多的那种年薪．在公司员工的花名册中随机

抽取１５名员工，调查得到这１５名员工的年薪（单位：万元）

如下：

８．１ ８．１ ８．４１１．０ ５．３ ８．２７．４９．８

７．６１３．８８．１ ６．５ １０．５９．５８．２

公司全体员工的平均年薪可用样本的平均数来估计，员工的

中等年薪可用样本的中位数来估计，而赚取人数最多的那种年薪

可用样本的众数来估计．

样本的平均值狓＝
８．１＋８．１＋…＋８．２

１５
＝８．７（万元）．把所有年

薪从低到高排序，中间第８个数８．２即是样本中位数．８．１出现了

３次，次数最多，即样本的众数为８．１．

于是，我们估计该公司员工的平均年薪可能为８．７万元，中

等年薪可能为８．２万元，赚取８．１万元年薪的可能性最大．当然，

这样的估计是否合理，还取决于样本的容量与代表性．

例２　为了解某体校学生跑步的情况，观察随机抽取的

２０名学生一周内跑步的累计数（单位：ｋｍ），在各区间内的频数

记录如表１３６所示．

表１３６

周跑步累计数分组区间 频数

［５．５，１０．５） １

［１０．５，１５．５） ２

［１５．５，２０．５） ３

　　该公司的人事部

门招聘员工时，最有
可能用哪种年薪来回

答有关待遇方面的问

题？

　　原始记录没有提

供每个数据的准确值，
只提供了它们所在的

区间．这时，为了计
算均值，可用区间的
中点值给区间内的每

个数据赋值．
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１６５　　

（续表）

周跑步累计数分组区间 频数

［２０．５，２５．５） ５

［２５．５，３０．５） ４

［３０．５，３５．５） ３

［３５．５，４０．５） ２

试估计一周内该校学生平均跑步累计数．

解　先求出各区间的中点值：８、１３、１８、２３、２８、３３、３８．

则一周内这２０名学生跑步累计的平均数为

８×１＋１３×２＋…＋３８×２
２０

＝２４．５（ｋｍ）．

由于这２０名学生是随机抽取的，因此可以估计一周内该校

学生平均跑步累计约２４．５ｋｍ．

２．２　通过样本估计总体的离散程度

现在我们介绍如何用数量来描述数据的另外一种统计特

征———样本数据的离散程度．

在一次男子１０米气手枪射击比赛中，甲运动员的成绩（单位：

环）为７．５、７．８、… 、１０．９；乙运动员的成绩为８．４、８．５、… 、

１０．７，如图１３５３所示．

图１３５３　甲、乙两位运动员２０次气手枪比赛成绩的茎叶图

射击队想从两位选手中选取一名外出参加比赛，经过计算可

知，两位选手２０次射击的平均环数都是９．６，但从图１３５３中

看，甲的成绩比较分散，乙的成绩则相对稳定在高环数段．但看

上去“比较分散”和“相对稳定”只是一种直观的描述，我们需要用

一些具有统计意义的数量来刻画数据的波动情况．

设样本数据为狓１、狓２、…、狓狀，我们知道狓表示的是样本

平均数．在１３．４节中我们已学习过极差，它反映了样本数据变化

的最大幅度，是样本数据离散程度的一种刻画方式．极差对极端
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数据很敏感，也就是说它是不稳定的．

此外，在初中阶段我们已学习过用样本数据的方差

狊２＝
（狓１－狓）２＋（狓２－狓）２＋…＋（狓狀－狓）２

狀

＝
１

狀∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）２

来衡量一组数据的波动大小．一组数据的方差越大，表明这组数

据波动越大．

我们把方差的算术平方根

狊＝
（狓１－狓）２＋（狓２－狓）２＋…＋（狓狀－狓）２

狀槡

＝
１

狀∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）槡
２

叫做样本数据的标准差（ｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎ），它同样是一个用来

衡量样本数据波动大小的统计量．

方差和标准差都反映了一组数据围绕平均数波动的大小，方

差的单位是观测数据的单位的平方，而标准差的单位与观测数据

的单位一致，因此我们常常用标准差来描述数据的离散程度．

我们可以得出上述例子中甲、乙两名运动员的射击成绩的标

准差：

狊甲≈１．０２，狊乙≈０．７０．

由于狊甲＞狊乙，说明甲的成绩确实较乙的成绩更为离散，即

乙的成绩较为稳定，与从茎叶图上观察到的结论一致，射击队应

选拔乙参加比赛．

例３　在１３．４节中，Ａ校抽取了６６名高一年级学生，

测量他们的身高数据，如表１３２所示．现在假设由于某种原因

这些原始样本数据不可查得，但已知按照分层随机抽样方法抽

取了样本，其中男生３４名，身高样本平均数为１７３．１ｃｍ，方差

为２５．９；女生３２名，身高样本平均数为１６１．３ｃｍ，方差为２３．３．

试用这些已知的数据求该６６名高一年级学生身高的样本平均数

和方差，并估计高一年级学生身高的总体方差．（结果精确

　　在实验中，为了
消除系统性偏差，标
准差公式中往往以

狀－１代替狀，用
（狓１－狓）

２＋（狓２－狓）
２＋…＋（狓狀－狓）

２

狀－１槡
来作为总体标准差的

估计值．
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１６７　　

到０．１）

解　记男生样本为狓１、狓２、…、狓３４，平均数为狓男，方差

为狊２男；女生样本为狔１、狔２、…、狔３２，平均数为狔女，方差为

狊２女；所有数据的平均数为狕总，方差为狊２总．

我们很容易从给出的男生和女生各自身高的样本平均数求出

所有学生样本的身高平均数：

　　　　狕总＝
狓１＋狓２＋…＋狓３４＋狔１＋狔２＋…＋狔３２

３４＋３２

＝
３４狓男＋３２狔女

６６
≈１６７．３８（ｃｍ）．

对于方差，我们也要推导出不依赖于原始数据的计算公式．

据方差的定义，

狊２总＝
１

６６［∑
３４

犻＝１
（狓犻－狕总）２＋∑

３２

犼＝１
（狔犼－狕总）

２］
＝
１

６６｛∑
３４

犻＝１
［（狓犻－狓男）＋（狓男－狕总）］２＋∑

３２

犼＝１
［（狔犼－狔女）＋

（狔女－狕总）］２｝．
把上述和式中每个方括号用完全平方公式展开，并注意到

∑
３４

犻＝１
（狓犻－狓男）（狓男－狕总）＝（狓男－狕总）∑

３４

犻＝１
（狓犻－狓男）＝０，

∑
３２

犼＝１
（狔犼－狔女）（狔女－狕总）＝（狔女－狕总）∑

３２

犼＝１
（狔犼－狔女）＝０，

我们得到只含所有平方项的等式

　　　　狊２总＝
１

６６
［∑
３４

犻＝１
（狓犻－狓男）２＋∑

３４

犻＝１
（狓男－狕总）２＋

∑
３２

犼＝１
（狔犼－狔女）

２＋∑
３２

犼＝１
（狔女－狕总）２］，

即

狊２总＝
１

６６
［３４狊２男＋３４（狓男－狕总）２＋３２狊２女＋３２（狔女－狕总）２］．

把数据代入，计算得到６６名学生样本数据总的方差狊２总≈

５９．４．据此可以估计高一年级学生身高的总体方差为５９．４．

我们还可以算出标准差狊≈７．７１，并且样本数据在［１６７．４－７．７１，

１６７．４＋７．７１］中的有４３个，样本数据在［１６７．４－２×７．７１，１６７．４＋

２×７．７１］中的有６５个，在此区间外的只有１个．也就是说，区间

［狓－２狊，狓＋２狊］包含了大部分的数据．

在现实生活中，我们也常常会遇到类似的问题．例如，针对

　　狕总 与狊
２
总 的计算

其实都不依赖于男、
女生的样本量，而只
依赖于两个样本量之

比．如果在本例中把

精确的男、女生样本
量改为知道男、女生
样本量之比为１７∶

１６，同学们不妨试求

狕总 与狊２总．

　　标准差是样本数

据到平均数的一种平

均距离．由统计理论可

知，［狓－２狊，狓＋２狊］包
含大多数样本数据．
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某个问题，不同网站提供了各自调查的样本均值和方差，如何得

到所有数据的样本平均数和方差？再如，针对某个问题，连续几

天收集数据，得到了每天数据的样本平均数和方差，如何得到这

几天所有数据的样本平均数和方差？

例４　某果园种植了１２０棵苹果树，为调查苹果产量，从

中随机抽取了１０棵苹果树，测得其产量（单位：ｋｇ）分别为２４、

２５、２８、３２、２０、２６、３３、２６、２７、３０．试预估该果园的苹果

产量．

解　容易算得这１０棵苹果树的平均产量为２７．１ｋｇ，由于这

１０棵苹果树是随机抽取的，我们可以预估该果园的苹果产量

约为

１２０×２７．１＝３２５２（ｋｇ）．

信息技术：计算样本数据的数字特征

当样本量很大时，纸笔计算样本的数字特征非常麻烦，而计

算机或计算器可以帮助我们方便地得到数据的数字特征．下面，

作为一个示例，我们介绍利用电子表格办公软件计算平均数的操

作步骤：

（１）在空白表格中输入要处理的数据，单击某空白单元格．

（２）单击公式菜单中的“插入函数”，选择统计类别中的

“ＡＶＥＲＡＧＥ”；单元格中则会出现“＝ＡＶＥＲＡＧＥ（　）”；也可以

直接在单元格中输入“＝ＡＶＥＲＡＧＥ（　）”．

（３）将光标放在括号内，然后选择这组数据，点击回车，平

均数就计算出来了，如图１３５４所示．

图１３５４
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类似地，我们可以用电子表格办公软件或计算器计算一组数

据的方差、标准差等其他数字特征．

练习１３．５（２）

１．下列说法中有哪些是错误的？

Ａ．一组数据中比中位数大的数和比中位数小的数一样多；

Ｂ．极差、方差、标准差都是描述一组数据的离散程度的统计量；

Ｃ．平均数、众数和中位数都是描述一组数据的集中趋势的统计量；

Ｄ．总体的数据都分布在样本的极差范围内．

２．掷一颗骰子１０次，记录出现偶数点的比例．这样的试验共做了１００次，所得数据

如下表所示．

比例 ０．１ ０．２ ０．３ ０．４ ０．５ ０．６ ０．７ ０．８ ０．９ １．０

频数 １ ３ ８ ２１ ２８ ２３ １０ ５ １ ０

（１）绘制频数条形图；

（２）求偶数出现比例的平均值和标准差．

３．某果园种植了两个品种的苹果，现从两个品种中各随机抽取１０个，测得它们的质

量（单位：ｇ）分别为：

甲品种／ｇ ２０３ １８５ １９０ １９２ １８５ １９２ １７９ １９３ １９５ １８６

乙品种／ｇ １９２ １８４ １９５ １８７ １９６ １９６ １８３ １８６ １９２ １８９

问：哪个品种的苹果质量更均匀？

３ 估计百分位数

我们知道，将一组数据从小到大排列后，中位数将一组数据

分成了两部分，一半的数据小于等于它，一半的数据大于等于

它．当样本容量很大时，还可以将数据分为１００个部分，每一部

分包含１％的数据．第犽百分位数（ｔｈｅ犽ｔｈｐｅｒｃｅｎｔｉｌｅ，犽为１到

１００之间的整数，记作Ｐ犽）即是将一组数据从小到大排列后，将

数据分成两部分：小于或等于第犽百分位数的数据至少占犽％，

大于或等于第犽百分位数的数据至少占（１００－犽）％．

　　显然，中位数是
第５０百分位数，而中
位数和第２５百分位

数、第７５百分位数将
一组数据分成了四个

部分，故又均称为四
分位数．
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例如，体重４６．６ｋｇ是我国１３—１５岁女生体重的第５０百分

位数，表示我国１３—１５岁女生中至少有一半体重小于或等于

４６．６ｋｇ．计算第犽百分位数时，首先将狀个数据从小到大排列，

然后计算犻＝狀·犽％．

（１）若犻是整数，则第犽百分位数是第犻项与第犻＋１项的数

据的平均值；

（２）若犻不是整数，则将犻向上取整，得到的数即为第犽百

分位数的位置．

例５　表１３７是１３—１７岁未成年人的身高的主要百分位

数（单位：ｃｍ）．小明今年１６岁，他的身高为１７６ｃｍ，他所在城

市男性同龄人约有６．４万人．试估计小明的身高至少高于他所在

城市多少男性同龄人．

表１３７　１３—１７岁未成年人的身高的主要百分位数

Ｐ１ Ｐ５ Ｐ１０ Ｐ２５ Ｐ５０ Ｐ７５ Ｐ９０ Ｐ９５ Ｐ９９

１３—１５岁
男 １４１ １４７ １５１ １５７ １６４ １６９ １７４ １７７ １８２

女 １４３ １４７ １５０ １５３ １５７ １６１ １６５ １６７ １７１

１６—１７岁
男 １５５ １６０ １６３ １６７ １７１ １７５ １７９ １８１ １８６

女 １４７ １５０ １５２ １５５ １５９ １６３ １６６ １６９ １７２

　　数据来源：《中国未成年人人体尺寸》（标准号：ＧＢ／Ｔ２６１５８２０１０）．

解　从表１３７可以得出，小明的身高介于Ｐ７５和Ｐ９０之间，

说明至少有７５％的男性同龄人身高低于他，而他所在城市男性

同龄人约有６．４万人，

６．４×７５％＝４．８（万人）．

所以可以估计小明的身高至少高于他所在城市约４．８万男性同

龄人．

例６　为了实现绿色发展，避免能源浪费，某市政府计划

对居民用电采取阶梯式收费的方法．为此，相关部门在该市随机

调查了六月份２００户居民的用电量（单位：ｋＷ·ｈ）．数据如下：

１０７ １０１ ７８ ９９ ２０８ １２７ ７４ ２２３ ３１ １３１

２１４ １３５ ８９ ６６ ６０ １１５ １８９ １３５ １４６ １２７

２０３ ９７ ９６ ６２ ６５ １１１ ５６ １５１ １０６ ８

１６２ ９１ ６７ ９３ ２１２ １５９ ６１ ６３ １７８ １９４

　　选取六月份调查，
是因为该城市六月份

的天气较热，其用电
量在一年１２个月中处

于中等偏上水平．
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１７１　　

１９４ ２１６ １０１ ９８ １３９ ７８ １１０ １９２ １０５ ９６

２２ ５０ １３８ ２５１ １２０ １１２ １００ ２０１ ９８ ８４

１３７ ２０３ ２６０ １３４ １５６ ６１ ７０ １００ ７２ １６４

１７４ １３１ ９３ １００ １６３ ８０ ７６ ９５ １５２ １８２

８８ ２４７ １９１ ７０ １３０ ４９ １１４ １１０ １６３ ２０２

２６５ １８ ９４ １４６ １４９ １４７ １７７ ３３９ ５７ １０９

１０７ １８２ １０１ １４８ ２７４ ２８９ ８２ ２１３ １６５ ２２４

１４２ ６１ １０８ １３７ ９０ ２５４ ２０１ ８３ ２５３ １１３

１３０ ８２ １７０ １１０ １０８ ６３ ２５０ ２３７ １２０ ８４

１５４ ２８８ １７０ １２３ １７２ ３１９ ６２ １３３ １３０ １２７

１０７ ７１ ９６ １４０ ７７ １０６ １３２ １０６ １３５ １３２

１６７ ８２ ２５８ ５４２ ５１ １０７ ６９ ９８ ７２ ４８

１０９ １３４ ２５０ ４２ ３２０ １１３ １８０ １４４ １１６ ５３０

２００ １７４ １３５ １６０ ４６２ １３９ １３３ ３０４ １９１ ２８３

１２１ １３２ １１８ １３４ １２４ １７８ ２０６ ６２６ １２０ ２７４

１４１ ８０ １８７ ８８ ３２４ １３６ ４９８ １６９ ７７ ５７

根据以上数据，应当如何确定阶梯电价的电量临界值？

解　由于居民用电情况是一个随机现象，因此我们可以用居

民用电量的分布来确定阶梯电价的临界值．如考虑实施如下的三

档阶梯电价：７５％的用户在第一档（最低一档），２０％的用户在第

二档，５％的用户在第三档（最高一档）．这样，通过样本数据估

计第一档与第二档、第二档与第三档的两个电量临界值，即第

７５和第９５百分位数．

首先，我们需要求出样本数据中第７５和第９５百分位数的电

量值．对上面的２００个样本数据从小到大进行排序（可用计算机

软件完成），所得结果是：

８ １８ ２２ ３１ ４２ ４８ ４９ ５０ ５１ ５６

５７ ５７ ６０ ６１ ６１ ６１ ６２ ６２ ６３ ６３

６５ ６６ ６７ ６９ ７０ ７０ ７１ ７２ ７２ ７４

７６ ７７ ７７ ７８ ７８ ８０ ８０ ８２ ８２ ８２

８３ ８４ ８４ ８８ ８８ ８９ ９０ ９１ ９３ ９３

９４ ９５ ９６ ９６ ９６ ９７ ９８ ９８ ９８ ９９

１００ １００ １００ １０１ １０１ １０１ １０５ １０６ １０６ １０６

１０７ １０７ １０７ １０７ １０８ １０８ １０９ １０９ １１０ １１０
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１１０ １１１ １１２ １１３ １１３ １１４ １１５ １１６ １１８ １２０

１２０ １２０ １２１ １２３ １２４ １２７ １２７ １２７ １３０ １３０

１３０ １３１ １３１ １３２ １３２ １３２ １３３ １３３ １３４ １３４

１３４ １３５ １３５ １３５ １３５ １３６ １３７ １３７ １３８ １３９

１３９ １４０ １４１ １４２ １４４ １４６ １４６ １４７ １４８ １４９

１５１ １５２ １５４ １５６ １５９ １６０ １６２ １６３ １６３ １６４

１６５ １６７ １６９ １７０ １７０ １７２ １７４ １７４ １７７ １７８

１７８ １８０ １８２ １８２ １８７ １８９ １９１ １９１ １９２ １９４

１９４ ２００ ２０１ ２０１ ２０２ ２０３ ２０３ ２０６ ２０８ ２１２

２１３ ２１４ ２１６ ２２３ ２２４ ２３７ ２４７ ２５０ ２５０ ２５１

２５３ ２５４ ２５８ ２６０ ２６５ ２７４ ２７４ ２８３ ２８８ ２８９

３０４ ３１９ ３２０ ３２４ ３３９ ４６２ ４９８ ５３０ ５４２ ６２６

然后，依据上面的排序计算７５％和９５％这两个电量临界值．

因为２００×７５％＝１５０，所以第一个临界值为有序样本中第１５０

个数１７８和第１５１个数１７８的平均数，它仍然是１７８．因为

２００×９５％＝１９０，所以第二个临界值为有序样本中第１９０个数

２８９和第１９１个数３０４的平均数，其值为２９６．５，为了便于操作，

可以取值为２９７．

由于样本是随机选取的，可以估计该城市的月用电量相应于

第７５和第９５百分位数的电量值分别为１７８ｋＷ·ｈ和２９７ｋＷ·ｈ．

于是，阶梯式电价可以规定如下：

（１）用户每月用电量不超过１７８ｋＷ·ｈ时，按第一档电价标

准缴费；

（２）用户每月用电量在区间（１７８，２９７］内时，其中的１７８ｋＷ·ｈ

按第一档电价标准缴费，超过１７８ｋＷ·ｈ的部分按照第二档电价

标准缴费；

（３）用户每月用电量超过２９７ｋＷ·ｈ时，其中的１７８ｋＷ·ｈ

按第一档电价标准缴费，（２９７－１７８＝）１１９ｋＷ·ｈ按第二档电价

标准缴费，而超过２９７ｋＷ·ｈ的部分则按第三档电价标准缴费．

练习１３．５（３）

某高校为了解新生的英语基础，在３２５０名大学一年级学生中进行英语水平测试．下

面是随机抽取的４６名参加测试学生的成绩（单位：分）．

　　是否还有其他制

定阶梯电价的合理方

案？
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１７３　　

４０ ７４ ８９ ７２ ９６ ８８ ７８ ４８ ６９ ８７

９０ ８９ ９５ ８２ ６６ ７７ ６５ ４６ ７０ ７９

８５ ７７ ８４ ８３ ９７ ８２ ４０ ６０ ６８ ７６

８９ ７１ ８８ ８６ ８８ ８６ ６０ ５３ ７４ ９３

９１ ６０ ６０ ８３ ８２ ５６

某学生在此次测试中的成绩为８５分，试估计该学生的成绩在该校大学一年级学生中

处于第几百分位数．

习题１３．５　 　

　犃组

１．下面是甲、乙两名运动员在某次男子１０米气手枪射击比赛中的得分数据（单位：

环），试比较两名运动员的射击水平．

甲 ９．６ ９．９ ９．２ ９．４ ９．９ １０．１ １０．２ ９．７ ９．６ ９．３ １０．０ １０．４ １０．１ ９．９

乙 １０．２ １０．７ ９．７ １０．０ ９．１ １０．０ ８．６ ９．８ ９．６ ９．７ １０．９ ９．５ １０．３ ９．２

２．某公司随机调查了２０名员工上班单程花费的时间（单位：ｍｉｎ），所得数据如下表

所示．

员工编号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

时长／ｍｉｎ １０ １２ １５ １８ ２０ ２１ ２５ ２５ ２５ ２５

员工编号 １１ １２ １３ １４ １５ １６ １７ １８ １９ ２０

时长／ｍｉｎ ２６ ２８ ３０ ３５ ３６ ３６ ４０ ４３ ４８ ５２

分别计算该公司这２０名员工花费的上班单程时间的平均数、众数和中位数，并据此

估计该公司全体员工上班花费的时间情况．

３．某研究机构随机抽取了某市４０个小区，得到每个小区居民平均每天运动１ｈ以上

的比例（％）如下：

１８．７ １６．２ ２４．９ ２４．２ ２２．８ １８．５ ２３．０ ２６．１ １８．１ ２３．２

２１．７ ２３．５ ２６．３ １７．８ ２２．１ １６．３ ２１．５ ２１．９ ２１．５ ２６．８

２１．２ ２２．６ ２４．０ ２２．１ ２０．６ ２４．５ ２１．８ ２６．８ ２９．４ ２４．１

２０．１ ２２．８ ２４．３ ２５．７ １９．９ ２５．８ ２６．３ １８．８ ２６．４ ２１．５

（１）适当地分组，制作频率分布表；
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（２）绘制频率分布直方图和频率分布折线图，并估计该市有多少比例的小区其居民每

天运动１ｈ的比例超过２５％．

４．某餐厅为准确了解就餐用户的特点，随机抽查了３０名就餐用户，调查他们的居住

地到餐厅的距离（单位：ｋｍ），结果如下表所示．试求这些就餐用户的居住地到餐厅距离

的样本平均数与标准差，并估计该餐厅有多少比例的就餐用户的居住地与该餐厅之间的距

离小于１５ｋｍ．

１ １ １ １ １ ３ ４ ４ ６ ６

７ ８ ９ ９ ９ １０ １０ １１ １１ １２

１２ １２ １５ １５ １８ １８ １９ ２１ ２５ ２５

５．某学校为了获得该校全体高中学生的体育锻炼情况，按男、女学生的比例分别抽样

调查了４８名男生和２７名女生的每周锻炼时间．通过计算得到男生每周锻炼时间的平均数

为７．６小时，方差为７．３；女生每周锻炼时间的平均数为６．４小时，方差为８．求所有样本

数据的平均数和方差，并据此估计该校学生每周锻炼时间的平均数和方差．

　犅组

１．某学生每天坚持阅读课外书籍，他连续记录了两周中每天阅读的页数，如下表所示．

第狀天 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７

页数 ５ ４．５ ６ ４ ６ ８ １０

第狀天 ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４

页数 ４．５ ６．５ ５ ５．５ ７ ９ ９．５

假设平均一本书有２００页，该学生一年可以看完多少本书？

２．测得某地区近２０年来年降水量（单位：ｍｍ）情况如下表所示．

年降水量分组区间 频数 组中值狓犿 犳·狓犿

［５０．５，１００．５） １

［１００．５，１５０．５） ２

［１５０．５，２００．５） ３

［２００．５，２５０．５） ５

［２５０．５，３００．５） ４

［３００．５，３５０．５） ３

［３５０．５，４００．５］ ２

上海教育出版社

上海教育出版社



１３．５　　　统计估计

１７５　　

（１）补全表格中的数据；

（２）估计该地区的年平均降水量．

３．某高校两个班级在一门选修课程的某次考试中的成绩（总分：１００分）如下：

甲班

８４ ７５ ７８ ９５ ６７ ４９ ８６ ７７ ６６ ８８

７３ ７８ ５３ ４５ ７４ ９１ ８４ ９９ ５３ ８４

６７ ５７ ６８ ５５ ９０ ７３ ７２ ６７ ５７

乙班

７４ ５８ ９２ １００ ７４ ３７ ８３ ９７ ６６ ８４

６１ ７５ ９４ ７０ ７３ ８４ ８１ ４８ ８２ ６６

８３ １００ ９０ ６６ ９３ ４４

分别计算两个班级成绩的平均数、中位数和众数，并说明在这次考试中哪个班的成绩

更好．

４．工作椅的座高是影响坐姿舒适程度的主要因素之一，

符合人体工程学的合理座高应约等于坐姿人体的“小腿加足

高”．此外，按照国家标准，工作椅的座高应选取人体尺寸的

第５百分位数和第９５百分位数作为尺寸上、下限值的依据．

下面是通过抽样调查２００位女性（１８～５５岁）和２００位男

性（１８～６０岁）所得到坐姿的小腿加足高的数据（单位：ｍｍ）．

女性：

３９３ ３９６ ３４５ ３８０ ４０４ ４０２ ３８９ ３８２ ３７６ ３８１

３９３ ３９２ ３４６ ４２０ ３５４ ３７４ ３８５ ３４０ ３８９ ３８７

３７４ ３４７ ３３１ ４０１ ３８２ ３７７ ３７２ ３６２ ４０３ ４０３

４００ ３６３ ３８７ ３９０ ３８３ ４０４ ３７８ ３８６ ４１７ ３７９

４０４ ３９９ ３８８ ４１３ ４０８ ３９０ ３８３ ３８７ ３６５ ３８１

３５１ ３９６ ３８４ ４００ ３９１ ３６４ ３５５ ３９５ ３８５ ３７６

３８７ ３９２ ３８２ ３９０ ３９１ ３８６ ３９７ ３５８ ３９５ ３９２

３８４ ４０９ ３６０ ３５３ ３３５ ３８６ ３９２ ３９０ ３７９ ３９８

３８４ ３８２ ３９２ ３９７ ４１７ ３９１ ４１８ ３５６ ４０９ ３８０

３８１ ４０５ ３８８ ３７６ ３９８ ３３４ ３７７ ３８３ ３７２ ４０１

３４７ ３７２ ３８０ ４１１ ３６９ ３６２ ３７７ ３７４ ３７３ ３８３

３８２ ３８３ ３８４ ３７０ ３７７ ３６７ ３７２ ３８９ ３９６ ３７３

３５９ ３８２ ３７５ ３５０ ３８１ ３９４ ３３２ ３９６ ３６８ ３８２

３７５ ３９９ ３６７ ３４０ ３８２ ３８１ ３４２ ３８３ ３６１ ３９１
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３８５ ４００ ３４３ ３７８ ３８８ ３５９ ３６４ ３８６ ３９１ ３９４

３９１ ３５４ ４０６ ３８５ ３９４ ３５７ ３３２ ３４８ ３５３ ３８１

３５６ ３８１ ３３０ ３７９ ３６８ ３７６ ３７５ ３７２ ３６８ ３７１

３８３ ３９０ ３９４ ４０５ ３８０ ３７６ ３４３ ３６５ ３８４ ３８６

３８１ ３７９ ３５６ ３７９ ３６９ ３８３ ３９１ ３８２ ３７８ ３８５

３８５ ３５０ ３４９ ３６４ ３８２ ３８０ ３５２ ３９３ ３４１ ３９７

男性：

４２８ ４１０ ４１３ ３９９ ４２１ ４２７ ４３１ ４１１ ４３２ ４１２

４０７ ４４３ ４３５ ３９０ ４２３ ４２０ ４２５ ３９５ ４１０ ４１８

３８７ ３８３ ４３２ ４３７ ４０２ ４１８ ４４９ ４１５ ３８３ ４５７

４１３ ４０９ ４０７ ３９４ ３７４ ３９２ ４２１ ４０９ ３９７ ４２９

４０５ ３８８ ４３７ ４６３ ３９１ ４４７ ４１５ ３９３ ４２７ ４２１

３９８ ４１７ ４２９ ４３０ ３８９ ４０８ ４４１ ３９４ ３９１ ４２９

４１１ ４１５ ４５２ ４１１ ４１６ ４１６ ４０６ ４０５ ４５０ ３８４

４１９ ３９９ ４３２ ３９２ ３７７ ４３８ ４１２ ４２７ ４１５ ４００

４２０ ３９５ ４３１ ４２４ ４５９ ４０５ ４４３ ４０９ ４０３ ４０４

４１６ ４２５ ４１５ ４１７ ４１７ ４３０ ３９６ ４１４ ４４７ ３７３

４１６ ４１３ ４１１ ４１４ ３８９ ４６３ ４６６ ４１３ ４１０ ４５４

４３２ ４０６ ３８５ ４２９ ４１１ ４０８ ４２２ ４１４ ４０６ ３８７

３８０ ４１４ ３８５ ４３３ ３７８ ４１５ ４１５ ４１４ ４２６ ４０４

４００ ４１３ ３８８ ３９６ ４３５ ４３５ ４１９ ４４０ ４１６ ４０５

３９６ ４１５ ４２９ ４４９ ３９６ ３７２ ４０３ ４３９ ４２３ ３９８

４３４ ４０７ ４４４ ４４７ ４１２ ４００ ３９６ ４０６ ４３９ ４０５

３９７ ３８１ ３９５ ４２０ ４１２ ３９５ ４０１ ３９８ ４２６ ３９０

４２４ ４０７ ３８３ ４０７ ４３８ ４１６ ４１２ ３８６ ４２２ ４６８

３７１ ４３４ ４１０ ４１３ ４２４ ４５４ ４１１ ４０８ ４１４ ３８９

４３２ ４０４ ４１４ ４２５ ４１１ ４３５ ４１３ ４２９ ４０９ ４１３

请根据以上数据，给出工作椅座高的合理范围．
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１３．６　　统计活动

为了使同学们能在实践中更好地运用统计方法，下面将通过

一个具体案例，介绍统计活动的主要过程．

《国家学生体质健康标准》是评价学生综合素质的重要依据．

请查找这一标准的最新版本，并据以完成一份本校高一年级学生

的体质健康报告．具体工作和要求如下．

１ 确定调查方案

首先我们要找到最新版的《国家学生体质健康标准》，并从

中获得“体质健康”的指标．访问互联网，找到了最新版的《国家

学生体质健康标准（２０１４年修订）》，从中查出高中生体质标准

包括身高、体重、肺活量、５０米跑、坐位体前屈、引体向上

（女：仰卧起坐）、立定跳远和耐力跑１０００米跑（女：８００米

跑）等指标，并得到每项指标的评分标准、每项指标所占的权

重和等级划分标准等信息．不妨将班级的学生分成８个小组，

分别调查所在学校高一年级学生的相关数据．

２ 确定调查对象

考虑采取全年级调查还是抽样调查，简单随机抽样还是分层

随机抽样来抽取调查对象．将所抽取的调查对象进行编号，注意

不管采取哪种取样方法，各小组的调查对象应该一致．

３ 收集数据

仿照表１３８进行数据收集．
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表１３８　学生体质健康数据收集表

编号 性别 身高 体重 肺活量 ５０米跑
坐位体

前屈

引体／
仰卧

立定

跳远
１０００米／

８００米

１

２

…

犖

４ 数据整理与分析

《国家学生体质健康标准（２０１４年修订）》单项指标评分表包

含了小学一年级到大学的评分规则．因为我们的研究对象是高一

年级学生，所以首先需要整理出一份关于高一年级学生的单项指

标评分表（表１３９、表１３１０）．表１３１１是各项指标所占权重．

表１３９　高一年级男生／女生体重指数（犅犕犐）单项评分表（单位：犽犵／犿
２）

等级 单项得分 男生 女生

正常 １００

低体重

超重
８０

肥胖 ６０

　　注：ＢＭＩ＝
体重

身高２
（体重单位：ｋｇ，身高单位：ｍ）．

表１３１０　高一年级男女学生体质健康单项评分细则

等级
单项

得分

男生

肺

女生

肺
男５０女５０男坐 女坐

男

立定

女

立定

男

引体

女

仰卧

男

１０００

米

女

８００

米

优秀

１００

９５

９０

良好
８５

８０

及格

７８

７６

７４

７２

７０

６８
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（续表）

等级
单项

得分

男生

肺

女生

肺
男５０女５０男坐 女坐

男

立定

女

立定

男

引体

女

仰卧

男

１０００

米

女

８００

米

及格

６６

６４

６２

６０

不

及格

５０

４０

３０

２０

１０

表１３１１　国家学生体质健康标准单项指标与权重

测试对象 单项指标 权重／％

小学一年级至

大学四年级

体重指数（ＢＭＩ） １５

肺活量 １５

初中、高中、

大学各年级

５０米跑 ２０

坐位体前屈 １０

立定跳远 １０

引体向上（男）／１分钟仰卧起坐（女） １０

１０００米跑（男）／８００米跑（女） ２０

　　评价等级：总分９０分及以上为优秀；总分８０分—８９分为良好；总分６０分—７９分

为及格；总分６０分以下为不及格．

收集了数据后，可以考虑对所得数据进行以下几个方面的统

计分析：

（１）各项指标的频率分布直方图；

（２）各项指标的集中趋势和离散程度；

（３）相关指标（如体重与身高）的散点图；

（４）依据样本数据和指标权重计算样本学生的体质健康综合

指标，并计算样本学生的优秀率、良好率和及格率．

５ 初步结论

依据上述数据分析，讨论本校高一年级学生的体质健康达标

情况，指出存在的问题并提出改进的建议．
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练习１３．６

１．调查本班学生的体重指数和平均每日课外体育活动时间，并通过散点图考察这两组

数据之间的关系．

２．想一个你所知道的统计活动，简单说明这个统计活动想要解决的问题、研究对象、

获取数据的途径以及所采用的数据分析方法．

习题１３．６　 　

　犃组

１．你认为下面哪些活动属于统计活动？

（１）某测量队要测量一块三角形土地的面积，先分别测得三条边长，然后利用海伦公

式求土地的面积；

（２）研究人员通过测量儿童及其父母的身高，来预测儿童长大成人后的身高；

（３）研究人员通过调查上海市某校高一年级新生的平均身高，来推断上海市青少年的

平均身高．

２．有两种制作纸飞机的方法．请设计一个统计活动，用以考察哪种制作方法可以使纸

飞机飞得更远．

　犅组

１．如果要调查上海市小型乘用车的销售情况，那么你认为可以收集哪些数据，如何收

集？对所收集的数据可以进行哪些统计分析？

２．有很多因素都会影响到一个人的健康，因此，记录自己生活、工作、学习的一些数

据，可能对你在“健康每一天”上所做的努力提供一些有益的启示．

（１）记录自己一天分别用于睡眠、运动、娱乐和学习的时间（单位：ｍｉｎ）；

（２）当全班同学的这些数据汇总后，可以用于讨论哪些统计问题？
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内容提要　 　

１．在统计问题中，研究对象的全体叫做总体，总体中的每一个对象叫做个体，从总

体中抽取的一部分个体叫做这个总体的一个样本，样本所包含个体的数量称为样本

容量．

２．抽样调查是获取数据的一种重要方式，常用的抽样方法有简单随机抽样、分层随机

抽样等．

３．除了初中学习的扇形图、折线图、频数分布直方图外，还有以下几种统计图表：

（１）频率分布表和频率分布直方图：可用于表示数据在不同区间上的分布情况；

（２）茎叶图：通常在数据量不大的情况下使用，其特点是保留了数据的原始信息；

（３）散点图：可以考察两组数据的变化趋势．

４．统计估计是指利用样本数据来对总体的信息进行估计，包括估计总体的分布和数字

特征（平均数、标准差、百分位数等）．

复习题　 　

　犃组

１．某高校研究人员希望调查该校大学生平均每天的自习时间．他调查了１００名大学

生，发现他们每天的平均自习时间是３．５ｈ．这里的总体是 （　　）

Ａ．该校的所有大学生；

Ｂ．该校所有大学生的平均每天自习时间；

Ｃ．所调查的１００名大学生；

Ｄ．所调查的１００名大学生的平均每天自习时间．

２．某家大型超市的日客流量（单位：千人次）分别为：３．４、３．６、５．６、１．８、３．７、４．０、

２．５、２．８、４．４、３．６．下列图形中不利于描述这些数据的是 （　　）

Ａ．散点图； Ｂ．条形图；

Ｃ．茎叶图； Ｄ．扇形图．

３．某汽车销售商销售某品牌的Ａ、Ｂ、Ｃ三类轿车，每类轿车均有舒适型和经济型两

种型号，其某月的销量（单位：辆）如下表所示．
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Ａ Ｂ Ｃ

舒适型／辆 ３５ ２８ １５

经济型／辆 ５０ ７２ ４０

试设计一个抽样方案，从该月购买轿车的客户中抽取２０位，调查他们的满意度．

４．某校３０名高一女生的扔手球记录如下（单位：ｍ）：

１６．３ １３．２ １７．７ １４．３ １６．４ １９．８ １３．５ １４．５ １１．７ １４．１

１４．８ １７．２ １３．８ １５．４ １６．３ １５．７ １８．５ １６．８ １７．９ １５．９

１７．６ １５．４ １６．８ ２１．４ １６．５ １８．１ １６．０ ２０．３ １６．６ １９．５

（１）选择适当的组距，制作一张频率分布表；

（２）在（１）的基础上，绘制一幅频率分布直方图．

５．某公司对应聘人员进行能力测试，测试成绩总分为１５０分，下面是５０位应聘人员

的测试成绩：

６４ ６７ ７０ ７２ ７４ ７６ ７６ ７９ ８０ ８１

８２ ８２ ８３ ８５ ８６ ８８ ９１ ９１ ９２ ９３

９３ ９３ ９５ ９６ ９６ ９７ ９７ ９９ １００ １００

１０２ １０４ １０６ １０６ １０７ １０８ １０８ １１２ １１２ １１４

１１６ １１８ １１９ １１９ １２２ １２３ １２５ １２６ １２８ １３３

试用这些数据绘制一幅茎叶图．

６．某超市从一家食品有限公司购进一批茶叶，每罐茶叶的标准质量是１２５ｇ，为了解

该批茶叶的质量情况，从中随机抽取２０罐，称得各罐质量（单位：ｇ）如下：

１２４．９ １２４．７ １２６．２ １２４．９ １２４．２ １２４．９ １２３．７

１２１．４ １２６．４ １２７．７ １２１．９ １２４．４ １２５．２ １２３．７

１２２．７ １２４．２ １２６．２ １２５．２ １２２．２ １２５．４

回答下列问题：

（１）２０罐茶叶的平均质量狓是多少，标准差狊是多少？

（２）有多少罐茶叶的质量位于狓－狊与狓＋狊之间，所占的百分比是多少？

７．数据狓１、狓２、…、狓狀 的方差为狊２狓，数据狔１、狔２、…、狔狀 的方差为狊２狔，若狔１＝

犪狓１＋犫，狔２＝犪狓２＋犫，…，狔狀＝犪狓狀＋犫成立，犪、犫为常数，求证：狊２狔＝犪
２狊２狓．

　犅组

１．下表是上海市２００７年至２０１６年的月平均气温（单位：℃）．

年份 １月 ２月 ３月 ４月 ５月 ６月 ７月 ８月 ９月 １０月 １１月 １２月

２００７ ５．９ ９．８ １２．１ １５．９ ２２．９ ２５ ３０．４ ２９．７ ２５．４ ２０．６ １４．２ ９．８
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（续表）

年份 １月 ２月 ３月 ４月 ５月 ６月 ７月 ８月 ９月 １０月 １１月 １２月

２００８ ４．５ ４．２ １１．６ １６．１ ２１．８ ２４．２ ３０．４ ２８．６ ２６ ２１ １３．３ ７．９

２００９ ４．３ ９．３ １０．８ １６．７ ２２．５ ２６．３ ２９ ２８．１ ２５．４ ２１．４ １２．４ ６．９

２０１０ ５．７ ７．７ ９．６ １３．３ ２０．９ ２４．１ ２８．８ ３０．９ ２６．２ １９．３ １４．２ ８．１

２０１１ １．９ ６．５ ９．５ １６．２ ２１．９ ２４．４ ３０．２ ２８．３ ２４．７ １９．３ １６．７ ６．９

２０１２ ５．１ ４．８ ９．８ １７．６ ２１．６ ２４．７ ２９．９ ２９ ２３．９ ２０．１ １２．６ ６．６

２０１３ ４．６ ６．８ １１ １５．３ ２１．３ ２４．１ ３２ ３１ ２５ ２０ １３．４ ６．１

２０１４ ６．６ ６．１ １１．５ １５．７ ２１．７ ２３．３ ２７．４ ２６．３ ２４．２ ２０．２ １４．８ ５．７

２０１５ ６ ６．８ １０．６ １５．９ ２０．５ ２４．２ ２６．７ ２７．８ ２４．２ １９．６ １４ ７．８

２０１６ ４．４ ６．９ １１ １６．７ ２０．６ ２４．２ ２９．９ ２９．５ ２４．９ ２０．８ １３．６ ９．１

　　数据来源：上海统计年鉴．

回答下列问题：

（１）１０年中每年最冷的月份相同吗？

（２）１０年中哪个月份的气温波动最大？

（３）１０年中哪一年的气温波动最大？

（４）绘制１０年中７月份与８月份气温的折线图，比较气温的高低．

２．某高校数学专业共有８５０名学生，从中选取２０名学生参加学生代表大会．试写出

具体抽样方案．

３．某校高一年级学生进行了４次测验，成绩（单位：分）如下表所示．根据４次测验的

结果，我们如何比较这１０名学生的成绩？下周有一场数学竞赛活动，如果需要１名学生

参赛，那么推荐谁去最好？如果需要４名学生参赛，那么又该推荐谁去？

学生编号 第１次 第２次 第３次 第４次

１ ９０ ８２ ９７ １００

２ １０３ ８６ １０１ ９２

３ ７７ ８３ １０６ ８７

４ ９４ ９３ ９９ ９９

５ ８９ ９７ ９３ ９０

６ １０１ ７９ ８７ ９５

７ ９１ ９２ ９１ ９３

８ ８２ ９４ １００ １０６

９ ８８ ７８ ９５ ７８

１０ ８３ ８８ １０４ ８９

４．某客服部门计划根据员工每个月接通的电话数给予奖金奖励，并且要保证５０％的

员工能拿到基本奖励，拿到基本奖励的员工中至多１０％的人能够拿到额外奖励．该部门随
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机抽取了３０名员工，调查了他们上半个月与客户的通话数量，数据如下：

１３４４ １４２８ １０８３ １２３９ １３８１ １０９９ １６０７ １０４１ １１３０ １６１０

１４４５ ９２１ ９３１ １１００ １１９７ １２８２ １５４９ １４６３ ９０１ １３５４

１３７８ １７５２ １０３２ ９６８ ９０２ １８０４ １０５１ １３１９ １２２３ １１２４

请利用百分位数来为该部门设计奖励方案．

课后阅读　 　

统计学与流行病的预防

　　统计学是一门应用学科，在服务于解决现实问题的同时，也促进了自身的发展．在对

抗霍乱的斗争中，人们通过统计学了解了疾病如何在人群和地区之间传播，使得流行病学

取得了重大突破．

霍乱是一种古老的、世界性的传染病，曾多次大规模地爆发．当时流行的观点认为霍

乱是经空气传播的，但是约翰·斯诺（Ｊ．Ｓｎｏｗ）医师认为霍乱是经饮用水传播的．为了证

明自己是正确的，斯诺尽可能多地收集并分析过去霍乱爆发的信息，然而他的观点却遭到

许多批评．他意识到要想说服别人、挽救生命，就需要更多、更有说服力的数据．

１８５４年，伦敦爆发霍乱，１０天内夺去了５００多人的生命．斯诺用标点地图的方法研

究了当地水井分布和霍乱患者分布之间的关系，发现在伦敦布劳德大街的一口水井供水范

围内霍乱罹患率明显较高，并最终凭此线索找到该次霍乱爆发的源头：一个被污染的水

泵．然而，斯诺推理出的霍乱与饮用水的统计关系却未能说服当时的权威人物．后来，这

些权威人物勉强同意把水泵的把手卸掉，可那时霍乱实质上已经结束了．

１８６６年，在第四次世界性霍乱爆发中，伦敦也受到瘟疫的袭击．当时有一位名叫威廉

姆·法尔（Ｗ．Ｆａｒｒ）的政府官员和统计学家，他熟悉约翰·斯诺关于霍乱传播机制的理论，

因此检查了当地的饮用水水源，发现当地供水公司使用的几个池塘已经被污染，于是他利

用自己在政府的影响，组织这家公司从其他池塘取水．疫情迅速结束．这是统计学第一次

使政府制止了一场传染病的传播．

约翰·斯诺在有关事件中的工作被认为是流行病学的开端．他研究的是疾病和饮用水

水源之间的关系，他的统计结论是霍乱是通过饮用水传播的，但却不能解释霍乱是什么．

由此可知，统计学研究擅长揭示事物之间的关系，而不是解释事物本身．
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随 机 数 表

５９２２６０００ ４９８４０１２８ ６６１７５１６８ ３９６８２９２７ ４３７７２３６６ ２７０９６６２３
９２５８０９５６ ４３８９０８９０ ４６４８２８３４ ５９７４３４５８ ２９７７８１４９ ６４６０８９２５
９１６８５３０７ １７３３７２９８ ２９８４９５２６ ３７５１５９２３ ０３８８６１９１ １４６７９０５４
４９０４００４０ ３６１６０８０６ ５５３３６９９３ ３０３５７０６８ ４５７１７３９７ １８４３５７０１
１７３５５２３９ ４７４５４７５３ ０１６４４３０５ ４４０１７４２５ ２６５４５２２９ １０６９４７４５
９３７９３９０４ ２０９８９２１６ ０４６８７６１７ ２９３３８３５０ ２６６１８９２１ ６４７６２５２６
３９８３２７７６ ３９９１８５３５ ３２５９１１３１ ４０４６９２３５ ０４９８２２１２ ２０６７１２６３
６２８１６８４６ ０５７１０３４６ ５７２３４２９３ １８１８６９２６ ０４００２２３７ ６３１０６２４４
４７４２８４５８ ８４１７１０４４ １００２７７５９ ６６５６４３８７ ４６４７００７５ ０６９０９７２７
８０４４１６０６ １５４１１２４２ ７０５１９８４６ ３９７７１５１２ ５３５５８６９５ ４３３４１６１５
７２７６６１６６ ９６７１０６１０ ８２８３６１８０ ８７２１５６５６ ７９３５０９６６ ６２９４４８５３
４１０９９３９３ ２８４６１６２３ ４６３３６２９９ ８０１８３９２９ ７６３６２１０３ ０１１０７３４６
８１８０１７８４ ０１９２０９３８ ９２１４１３１２ ２０６８０６８３ ２５３６０５６３ ８２８９５１００
６９９０５３１０ ６５３５３９００ ５７４９３３１１ ３１４５９３９１ ２１６２４３０４ ３８１１２４５５
５９７８７９１７ ９５７７９１１４ １１６２５７３３ ７７６５７１６９ ０１５４１３４５ ８２５６８３６５
７５０２４２２９ １１７３６６１７ ６３５２４６６９ ８０４６７１７６ ４４４９００９５ ４３４３９１１１
５０９５３６５６ ４５５１７０５７ ７１６９７０１４ １４２６８８０２ ００９０９８８５ ０２４４０９９２
４５４３８４２０ ２２８３８５５６ ５８５１３６８３ ４２５３７７３３ ３６８９６２９７ １４１７３５１８
８８２８３４９７ １３４９５５６４ ６０９３１７０６ ７８１０３５３０ １２７９１６８７ １８６７０７１６
５９８５８４２３ ５６９６３３７２ ９３３１１７９２ ５２６５４６７１ ９３６７５４２２ ５４２４０３１０
３５４０２５４８ ２６２０６０５２ ７９４１５７３８ ２７０４９４３１ ２２９５６８２７ ２４６５９２３１
８１６５０７２７ ５０５６７７８１ ４４３８０９２４ ９６７０５９３７ ２８０８５５５０ ４８２０１６８３
９７４９１８３０ ２９５５４４６５ ０９６９２９３２ ４６６４０３７８ ９６５８４４１５ ７６８５３４６６
１９３２８６９５ ６８０５７３０４ １８４４００８５ ８０５３１４７１ ０４５５９４８０ ６１３１２４７２
８３６５４８１４ ３３５１５８２８ ７２０８１７６８ ３９３０１３９５ ７３３８２２０４ ６２８６４７０８
２３７３００３６ ８３１２８８９３ ０６９１５８８８ １１５７５０３２ ３２４４３８３０ １５０２８５５８
２１８４１０２２ ４０２９８８４９ ３４２８８２７５ ４３５８３７５３ ８９７９５１９０ ０５５７６７０１
０９５０３６７４ ０９４５９７４２ ８０３６５６７５ ２４０４４０１８ ５１１４０１８３ ９３３６５０３１
２２１８７８３１ ３７１１７１０５ ０３３２９１０４ ８５３７８５０９ ６１２７５１１８ ３１２３８２０７
４５３６００２２ ０３７８７１５０ ３０６７１２８９ ０５６９６４９７ ２１７２１２１２ ０７３９３４０１
１６２４３８７２ ０７６５１４１０ ２４０２４１６０ ０８２０４６５０ ９５５４７２３５ ７５０２４２５９
３３９５００５１ ４０７８０６６３ ５３７２７５７３ ５８２８９９６８ ２１１８２１９１ ３８９０２７２６
８０００４２２１ １０４５１８００ ８７５６２７７５ ６１８５００２９ ００５２０２２３ ９１２１２８９８
９９４９８６５３ ６６１３２９０９ ４６０４５１０８ ２９２１３４２８ ４７９１３８８８ ９８２８４２０２
５２２６５９１２ ７８１９２２８１ ７５３２８２２４ ３７５２６８３９ ７０５１１４５４ ３９０５８６７６
５７４８３４７０ ８４９０８７５９ ４３２７８０８３ ３０４７９６９６ ６８４７２４５６ ０８７００５６３
７２９９５４００ ９９４９１７０３ ２１９６３８８６ ６９２１３９３８ ３０９２７０１４ １９０７４６６７
７５６２０５２０ ４０３９３９２７ ７３４２４４４６ ３２７１０４９８ ９９４３１４９０ ９３１８８１６０
２４２１２５０９ ６９６４１１９６ ２４６０３１２２ ５４７０８１２３ ８８３２９８８１ ９０１７６４５７
３７７４００２４ ８４４８３００３ ８６１０８１９５ ９９３０２５３６ ７８７１０５６１ ６６７３６７１６
３０７３７１１９ ３１８７５４４３ ９１１０６８０８ ４５４６９２６９ ０９３２４２９７ ３５６７１８９８
０７４１２１２２ ３１８２００８８ ７１６９４５５２ ８８９１２６１８ ８５９３３８５８ ５７４９８６４５
５５５３７７４８ ４７３０７１９３ ４４１６２７４４ ３５７３００４６ ３５２０４７１４ ３１７９４８７８
５０６３７５１３ ６８４４４７２８ ０５２３０５５３ １９０７６４３５ ６８７６８９１２ ９０４８７１９４
７７１９３３４９ ３１３７３６４９ １９９４４６４９ ８０７７４７１８ ２６１３２１１５ １９０３２１６０
９０７０４８９４ ９９７４４９２７ ７３３３１６４２ ２４５７８１２１ ９０９０７６１５ ２５４９５４６９
５７２９１５３７ ２５９６６６８６ ４０６３１８５７ ６９６７３５６２ ８８５８８８０４ ２０７０４１６９
１１９８２２５４ ０１６６８１８４ ２７７２１８１９ ０９６００３９７ ４２９７６３１０ ９４７７７８８８
９９０９５６４２ １５４１９０７７ ８７１５０５９７ １８９２８５２４ ５５９７３６４３ ７０１８４４４５
９５４８２７７２ ４８３８６０４０ ６５５５９３０３ ９１８１５８６５ ８８７６３９２２ ９８３０６０９５
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后　　记

本套高中数学教材根据教育部颁布的《普通高中数学课程标准（２０１７年版

２０２０年修订）》编写并经国家教材委员会专家委员会审核通过．

本教材是由设在复旦大学和华东师范大学的两个上海市数学教育教学研

究基地（上海高校“立德树人”人文社会科学重点研究基地）联合主持编写的．

编写工作依据高中数学课程标准的具体要求，努力符合教育规律和高中学生

的认知规律，结合上海城市发展定位和课程改革基础，并力求充分体现特

色．希望我们的这一努力能经得起实践和时间的检验，对扎实推进数学的基

础教育发挥积极的作用．

本册教材是必修第三册，共为四章，各章编写人员分别为

阮晓明、杨家政（第１０章）

黄坪（第１１章）

应坚刚、田万国（第１２章）

陈月兰、汪家录（第１３章）

上海市中小学（幼儿园）课程改革委员会专家工作委员会、上海市教育委

员会教学研究室全程组织、指导和协调了教材编写工作．在编写过程中，两

个基地所在单位给予了大力支持，基地的全体同志积极参与相关的调研、讨

论及评阅工作，发挥了重要的作用．上海市不少中学也热情地参与了有关的

调研及讨论工作．上海教育出版社有限公司不但是编辑出版单位，而且自始

至终全面介入了编写工作．我们对所有这些单位和相关人员的参与、支持和

鼓励表示衷心感谢．

限于编写者的水平，也由于新编教材尚缺乏教学实践的检验，不妥及疏

漏之处在所难免，恳请广大师生及读者不吝赐教．宝贵意见请通过邮箱

ｇａｏｚｈｏｎｇｓｈｕｘｕｅ＠ｓｅｐｈ．ｃｏｍ．ｃｎ反馈，不胜感激．

２０２０年７月
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