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本书根据 《普通高中数学课程标准（２０１７年版）》编写，包括 “平面向量及其应用”

“复数”“立体几何初步”“统计”“概率”五章内容和 “数学探究　用向量法研究三角形的

性质”．

平面向量有着极其丰富的实际背景，是近代数学中重要和基本的概念之一，它是沟通

几何与代数的桥梁．在 “平面向量及其应用”中，同学们将在了解向量的实际背景的基础

上，学习平面向量及其运算的一些基本知识，用向量方法解决一些平面几何问题、物理问

题，探索三角形边长与角度的关系，从中可以看到向量这一工具的强大力量．

数系的扩充过程体现了数学的发现和创造过程，从中可以看到数学发展的内在需求和

背景，复数是一种重要的运算对象．在 “复数”中，同学们将了解引入复数的必要性，经

历数系扩充的基本过程，学习复数的一些基本知识，体会人类理性思维在数系扩充中的

作用．

立体几何研究现实世界中物体的形状、大小与位置关系．在 “立体几何初步”的学习

中，同学们将从对空间几何体的整体观察入手，认识空间图形；再以长方体为载体，直观

认识和理解空间中点、直线、平面之间的位置关系，并利用数学语言表述有关平行、垂直

的性质与判定，对某些结论进行论证．在认识和探索几何图形及其性质的过程中，同学们

将学到直观感知、操作确认、推理论证、度量计算等立体几何的主要研究方法．

统计学是通过收集数据和分析数据来认识未知现象的一门科学．在 “统计”中，同学

们将在初中的基础上，进一步学习数据收集和整理的方法、数据直观图表的表示方法、数

据统计特征的刻画方法．通过运用数据分析的方法解决简单的实际问题，体会用样本估计

总体分布及其特征的思想，体会统计思维与确定性思维的差异、归纳推断与演绎证明的

差异．

在客观世界中，随机现象到处可见．概率论是研究随机现象数量规律的科学，它为人

们认识客观世界提供了重要的思维模式和解决问题的方法，也为统计学的发展提供了理论

基础．在 “概率”中，同学们将结合具体实例，理解样本点、有限样本空间、随机事件，

学会计算古典概型中简单随机事件的概率，加深对随机现象的认识和理解，提高用概率的

方法解决问题的能力．

希望同学们以更高的学习热情投入学习，通过本册书的学习，掌握更多的数学知识，

学会更多的数学方法，在思维能力、用数学解决实际问题的能力等方面都有更大的提高．
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第六章

平面向量及其应用

在现实生活中，我们会遇到很多量，其中一些量在取定单位

后只用一个实数就可以表示出来，如长度、质量等．还有一些量

则不是这样，例如下图中小船的位移，小船由犃 地向东南方向

航行１５ｎｍｉｌｅ到达犅地 （速度的大小为１０ｎｍｉｌｅ／ｈ）．这里，如

果仅指出 “由犃地航行１５ｎｍｉｌｅ”，而不指明 “向东南方向”航

行，那么小船就不一定到达犅地了．这就是说，位移是既有大小

又有方向的量．力、速度、加速度等也是这样的量．对这种既有

大小又有方向的量加以抽象，就得到了我们本章将要研究的

向量．

向量是近代数学中重要和基本的概念之一，向量理论具有丰

富的物理背景、深刻的数学内涵．向量既是代数研究对象，也是

几何研究对象，是沟通几何与代数的桥梁，是进一步学习和研究

其他数学领域问题的基础，在解决实际问题中发挥着重要作用．

本章我们将通过实际背景引入向量的概念，类比数的运算学

习向量的运算及其性质，建立向量的运算体系．在此基础上，用向

量的语言、方法表述和解决现实生活、数学和物理中的一些问题．
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６１　平面向量的概念

我们知道，力、位移、速度等物理量是既有大小、又有

方向的量．本节我们将通过对这些量的抽象，形成向量概念

及其表示方法；通过研究向量之间的一些特殊关系，初步认

识向量的一些特征．

６１１!"#$%&'()*+

在本章引言中，小船位移的大小是犃，犅两地之间的距离１５ｎｍｉｌｅ，位移的方向是

东南方向；小船航行速度的大小是１０ｎｍｉｌｅ／ｈ，速度的方向是东南方向．又如，物体受到

的重力是竖直向下的 （图６．１１），物体的质量越大，它受到的重力越大；物体在液体中

受到的浮力是竖直向上的 （图６．１２），物体浸在液体中的体积越大，它受到的浮力越大．

G

图６．１１

　　　　　

F

图６．１２

　　物理学中常称向量为

矢量，数量为标量，你还

能举出物理学中的一些向

量和数量吗？

力、位移、速度等有各自的特性，而 “既有大小，又有

方向”是它们的共同属性．我们知道，从一支笔、一棵树、

一本书……中，可以抽象出只有大小的数量 “１”．类似地，

我们可以对力、位移、速度……这些量进行抽象，形成一种

新的量．

在数学中，我们把既有大小又有方向的量叫做向量

（ｖｅｃｔｏｒ），而把只有大小没有方向的量称为数量，如年龄、

身高、长度、面积、体积、质量等都是数量．

６１２!"#$,-./

由于数量可以用实数表示，而实数与数轴上的点一一对应，所以数量可用数轴上的点

表示，而且不同的点表示不同的数量．那么，该如何表示向量呢？

２
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第六章　平面向量及其应用

我们仍以位移为例，小船以犃为起点，犅为终点，我们可以用连接犃，犅两点的线

段长度代表小船行进的距离，并在终点犅处加上箭头表示小船行驶的方向．于是，这条

“带有方向的线段”就可以用来表示位移．受此启发，我们可以用带箭头的线段来表示向量，

线段按一定比例 （标度）画出，它的长短表示向量的大小，箭头的指向表示向量的方向．

通常，在线段犃犅的两个端点中，规定一个顺序，假设

　　表示有向线段时，起

点一定要写在终点的前面．

犃为起点，犅为终点，我们就说线段犃犅具有方向，具有方

A����

B����

图６．１３

向的线段叫做有向线段 （ｄｉｒｅｃｔｅｄｌｉｎｅｓｅｇｍｅｎｔ）（图６．１３）．

通常在有向线段的终点处画上箭头表示它的方向．以犃为起

点、犅为终点的有向线段记作犃犅
→
，线段犃犅 的长度也叫做

有向线段犃犅
→
的长度，记作 犃犅

→
．

　　?印刷用黑体犪，书

写用　犪→ ．

有向线段包含三个要素：起点、方向、长度．知道了有

向线段的起点、方向和长度，它的终点就唯一确定了．

向量可以用有向线段犃犅
→
来表示，我们把这个向量记作

向量犃犅
→
．有向线段的长度 犃犅

→
表示向量的大小，有向线段

的方向表示向量的方向．用有向线段表示向量，使向量有了

直观形象．

向量犃犅
→
的大小称为向量犃犅

→
的长度 （或称模），记作

犃犅
→
．长度为０的向量叫做零向量 （ｚｅｒｏｖｅｃｔｏｒ），记作０．

长度等于１个单位长度的向量，叫做单位向量 （ｕｎｉｔｖｅｃｔｏｒ）．

向量也可以用字母犪?，犫，犮，…表示．

AA

B

C
1:8 000 000

　图６．１４

例１　在图６．１４中，分别用向量表示犃地至犅，犆两

地的位移，并根据图中的比例尺，求出犃 地至犅，犆两地

的实际距离 （精确到１ｋｍ）．

解：犃犅
→
表示犃地至犅地的位移，且 犃犅

→
≈ ；

犃犆
→
表示犃地至犆地的位移，且 犃犆

→
≈ ．

６１３! "#$%&'($%

下面，我们通过向量之间的关系进一步认识向量． a

b

图６．１５

方向相同或相反的非零向量叫做平行向量 （ｐａｒａｌｌｅｌｖｅｃｔｏｒｓ）．

如图６．１５，用有向线段表示的向量犪与犫是两个平行向量．

向量犪与犫平行，记作犪∥犫．

我们规定：零向量与任意向量平行，即对于任意向量犪，都有０∥犪．

３
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a
b

图６．１６

长度相等且方向相同的向量叫做相等向量 （ｅｑｕａｌｖｅｃｔｏｒｓ）．如图

６．１６，用有向线段表示的向量犪与犫相等，记作犪＝犫．

任意两个相等的非零向量，都可用同一条有向线段表示，并且

与有向线段的起点无关；同时，两条方向相同且长度相等的有向线

段表示同一个向量，因为向量完全由它的模和方向确定．

如图６．１７，犪，犫，犮是一组平行向量，任作一条与犪所在直线平行的直线犾，在犾上

任取一点犗，则可在犾上分别作出犗犃
→
＝犪，犗犅

→
＝犫，犗犆

→
＝犮．这就是说，任一组平行向量

都可以平移到同一条直线上，因此，平行向量也叫做共线向量 （ｃｏｌｌｉｎｅａｒｖｅｃｔｏｒｓ）．

a

b

c ABC O
l

图６．１７

例２　如图６．１８，设犗是正六边形犃犅犆犇犈犉的中心．

AB

F

ED

C
O

　　图６．１８

（１）写出图中的共线向量；

（２）分别写出图中与犗犃
→
，犗犅
→
，犗犆
→
相等的向量．

解：（１）犗犃
→
，犆犅
→
，犇犗
→
，犉犈
→
是共线向量；

犗犅
→
，犇犆
→
，犈犗
→
，犃犉
→
是共线向量；

犗犆
→
，犃犅
→
，犈犇
→
，犉犗
→
是共线向量．

（２）犗犃
→
＝犆犅
→
＝犇犗
→
；

犗犅
→
＝犇犆
→
＝犈犗
→
；

犗犆
→
＝犃犅
→
＝犈犇
→
＝犉犗
→
．

��

１．下列量中哪些是向量？

悬挂物受到的拉力，压强，摩擦力，频率，加速度．

A B

F

E

DC

G

H

　　 （第３题）

２．画两条有向线段，分别表示一个竖直向下、大小为１８Ｎ的力和一

个水平向左、大小为２８Ｎ的力．（用１ｃｍ长表示１０Ｎ）

３．指出图中各向量的长度．（规定小方格的边长为０．５）

４．将向量用具有同一起点犗的有向线段表示．

（１）当犗犕
→ 与犗犖

→ 是相等向量时，判断终点犕 与犖 的位置关系；

（２）当犗犕
→ 与犗犖

→ 是平行向量，且 犗犕
→
＝２犗犖

→
＝１时，求向量

犕犖
→ 的长度，并判断犕犖

→ 的方向与犗犖
→ 的方向之间的关系．

４
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����

习题６．１

１．在如图所示的坐标纸 （规定小方格的边长为１）中，用直尺和圆规画出下列向量：

（１） 犗犃
→
＝４，点犃在点犗正南方向；

（２） 犗犅
→

槡＝２２，点犅在点犗北偏西４５°方向；

（３） 犗犆
→
＝２，点犆在点犗南偏西３０°方向．

（第１题）

　　　　　

A

B C

D

P

M

R

S

T

O

（第２题）

２．如图，点犗是犃犅犆犇的对角线的交点，且犗犃
→
＝犪，犗犅

→
＝犫，犃犅

→
＝犮，分别写出犃犅犆犇 和

折线犕犘犙犚犛犜中与犪，犫，犮相等的向量．

����

３．判断下列结论是否正确 （正确的在括号内打 “√”，错误的打 “×”），并说明理由．

（１）若犪与犫都是单位向量，则犪＝犫． （　　）

（２）方向为南偏西６０°的向量与北偏东６０°的向量是共线向量． （　　）

（３）直角坐标平面上的狓轴、狔轴都是向量． （　　）

（４）若犪与犫是平行向量，则犪＝犫． （　　）

（５）若用有向线段表示的向量犃犕
→ 与犃犖

→ 不相等，则点犕 与犖 不重合． （　　）

（６）海拔、温度、角度都不是向量． （　　）


���

M

N

BA

CD

　 （第４题）

４．如图，在矩形犃犅犆犇 中，犃犅＝２犅犆＝２，犕，犖 分别为边犃犅，

犆犇的中点，在以犃，犅，犆，犇，犕，犖 为起点和终点的所有有

向线段表示的向量中，相等的向量共有多少对？

５
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���	�

向量及向量符号的由来

向量最初应用于物理学，被称为矢量．很多物理量，如力、位移、速度、电

场强度、磁感应强度等都是向量．向量的概念萌芽于两千多年前，大约在公元前

３５０年，古希腊著名学者亚里士多德 （Ａｒｉｓｔｏｔｌｅ，公元前３８４—前３２２）就知道了

力可以表示成向量．“向量”一词来自力学、解析几何中的有向线段．最先使用有

向线段表示向量的是英国科学家牛顿 （ＩｓａａｃＮｅｗｔｏｎ，１６４３—１７２７）．

向量是一种带几何性质的量，除零向量外，总可以画出 “箭头表示方向，线

段长表示大小”的有向线段来表示它．１８０６年，瑞士人阿尔冈 （Ｊ．Ｒ．Ａｒｇａｎｄ，

１７６８—１８２２）以犃犅
→
表示有向线段或向量．１８２７年，默比乌斯 （Ａ．Ｆ．Ｍｂｉｕｓ，

１７９０—１８６８）以犃犅
→
表示起点为犃，终点为犅的向量，这种用法被数学家广泛接

受．另外，哈密顿 （Ｗ．Ｒ．Ｈａｍｉｌｔｏｎ，１８０５—１８６５）、吉布斯 （Ｊ．Ｗ．Ｇｉｂｂｓ，

１８３９—１９０３）等人则以小写希腊字母表示向量．后来，字母上加箭头表示向量的

方法逐渐流行，尤其用在手写稿中；为了方便印刷，人们又用粗黑体小写字母犪，

犫等表示向量．这两种符号一直沿用至今．

莱布尼茨 （Ｇ．Ｗ．Ｌｅｉｂｎｉｚ，１６４６—１７１６）曾经从位置几何学研究的视角进行

过预想：“我已经发现了一些完全不同的有新特点的元素，即使在没有任何图形

的情况下，它也能有利于表达思想、表达事物的本质．我的这个新系统能紧跟可

见的图形，以一种自然的、分析的方式，通过一个确定的程序同时给出解、构造

和几何的证明．”莱布尼茨所说的 “有新特点的元素”和 “新系统”就是逐渐形成

和发展起来的向量及其理论．

向量进入数学并得到发展，是从复数的几何表示开始的．１７９７年，丹麦测量

学家韦塞尔 （ＣａｓｐａｒＷｅｓｓｅｌ，１７４５—１８１８）把复数表示为向量，并利用向量定义

复数运算．他把坐标平面上的点用向量表示出来，并把向量的几何表示用于研究

几何与三角问题．人们逐步接受了复数，也学会了利用复数表示、研究平面中的

向量．

发展到现在，向量在数学、物理、计算机科学与技术等学科，以及社会生

产、生活、经济、金融与贸易等各领域中都有广泛的应用，成为解决这些学科或

领域中各种问题的有力工具．

你能说一说用符号表示向量所起的重要作用吗？

６
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６２　平面向量的运算

我们知道，数能进行运算，因为有了运算而使数的威力

无穷．那么，向量是否也能像数一样进行运算呢？人们从向

量的物理背景和数的运算中得到启发，引进了向量的运算．

本节我们就来研究平面向量的运算，探索其运算性质，体会

向量运算的作用．

下面先学习向量的加法．

６２１!"#$4567

我们知道，位移、力是向量，它们可以合成．能否从位移、力的合成中得到启发，引

进向量的加法呢？

	�

A

B

C

　　图６．２１

如图６．２１，某质点从点犃 经过点犅 到点犆，这个

质点的位移如何表示？

物理知识告诉我们，这个质点两次位移犃犅
→
，犅犆
→
的结果，与从点犃 直接到点犆的位

移犃犆
→
结果相同．因此，位移犃犆

→
可以看作位移犃犅

→
与犅犆
→
合成的．数的加法启发我们，从运算

的角度看，犃犆
→
可以看作犃犅

→
与犅犆
→
的和，即位移的合成可以看作向量的加法．

如图６．２２，已知非零向量犪，犫，在平面内取任意一点犃，作犃犅
→
＝犪，犅犆

→
＝犫，则

向量犃犆
→
叫做犪与犫的和，记作犪＋犫，即犪＋犫＝犃犅

→
＋犅犆
→
＝犃犆
→
．

a

b

A
B

C

b

a

图６．２２

７
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求两个向量和的运算，叫做向量的加法．这种求向量和的方法，称为向量加法的三角

形法则．位移的合成可以看作向量加法三角形法则的物理模型．

我们再来看力的合成问题．

	�

F1

F2

O

B

A

图６．２３　　

如图６．２３，在光滑的平面上，一个物体同时受到两个

外力犉１与犉２的作用，你能作出这个物体所受的合力犉吗？

我们知道，合力犉在以犗犃，犗犅为邻边的平行四边形的对角线上，并且大小等于这

条对角线的长．从运算的角度看，犉可以看作犉１与犉２的和，即力的合成可以看作向量的

加法．

a

b a+b

O A

CB

图６．２４

如图６．２４，以同一点犗 为起点的两个已知向量犪，

犫，以犗犃，犗犅为邻边作犗犃犆犅，则以犗为起点的向量

犗犆
→
（犗犆是犗犃犆犅的对角线）就是向量犪与犫的和．我们

把这种作两个向量和的方法叫做向量加法的平行四边形法

则．力的合成可以看作向量加法平行四边形法则的物理模型．

	�

向量加法的平行四边形法则与三角形法则一致吗？为什么？

对于零向量与任意向量犪，我们规定

犪＋０＝０＋犪＝犪．

例１　如图６．２５，已知向量犪，犫，求作向量犪＋犫．

作法１：在平面内任取一点犗 （图６．２６（１）），作犗犃
→
＝犪，犃犅

→
＝犫．则犗犅

→
＝犪＋犫．

作法２：在平面内任取一点犗 （图６．２６（２）），作犗犃
→
＝犪，犗犅

→
＝犫．以犗犃，犗犅为

邻边作犗犃犆犅，连接犗犆，则犗犆
→
＝犗犃
→
＋犗犅
→
＝犪＋犫．

a
b

图６．２５

　　　　

A

B

O

C

a

b

A

B

O a

b

　　　 （１）　　　　　　　　　 （２）

　　图６．２６

８
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��

（１）如果向量犪，犫共线，它们的加法与数的加法有什么关系？你能作出向量

犪＋犫吗？

（２）结合例１，探索犪＋犫 ，犪 ，犫 之间的关系．

一般地，我们有

犪＋犫 ≤犪 ＋犫 ，

当且仅当犪，犫中有一个是零向量或犪，犫是方向相同的非零向量时，等号成立．

根据数的运算的学习经验，定义了一种运算，就要研究相应的运算律，运算律可以有

效地简化运算．

��

数的加法满足交换律、结合律，向量的加法是否也满足交换律和结合律呢？

如图６．２７ （１），作犃犅
→
＝犪，犃犇

→
＝犫，以犃犅，犃犇 为邻边作犃犅犆犇，容易发现

犅犆
→
＝犫，犇犆

→
＝犪，故犃犆

→
＝犃犅
→
＋犅犆
→
＝犪＋犫．又犃犆

→
＝犃犇
→
＋犇犆
→
＝犫＋犪，所以犪＋犫＝犫＋犪．

A

B

C

D

a b

a+b

cb+c
a+b+c

A B

CD

a

b
a+b

a

b

　　 （１）　　　　　　　　　　　　　　　　　 （２）

　　图６．２７

由图６．２７（２），你能否验证

（犪＋犫）＋犮＝犪＋（犫＋犮）？

综上所述，向量的加法满足交换律和结合律．

�

A

　　图６．２８

例２　长江两岸之间没有大桥的地方，常常通

过轮渡进行运输．如图６．２８，一艘船从长江南岸

犃地出发，垂直于对岸航行，航行速度的大小为

１５ｋｍ／ｈ，同时江水的速度为向东６ｋｍ／ｈ．

（１）用向量表示江水速度、船速以及船实际

航行的速度；

９
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（２）求船实际航行的速度的大小 （结果保留小数点后一位）与方向 （用与江水速度间

的夹角表示，精确到１°）．

A B

CD

图６．２９

解：（１）如图６．２９．犃犇
→
表示船速，犃犅

→
表示江水速度，以犃犇，

犃犅为邻边作犃犅犆犇，则犃犆
→
表示船实际航行的速度．

（２）在Ｒｔ△犃犅犆中， 犃犅
→
＝６， 犅犆

→
＝１５，于是

犃犆
→
＝ 犃犅

→ ２＋ 犅犆
→

槡 ２＝ ６２＋１５槡 ２＝槡２６１≈１６．２．

因为ｔａｎ∠犆犃犅＝
犅犆
→

犃犅
→ ＝

５

２
，所以利用计算工具可得∠犆犃犅≈６８°．

因此，船实际航行速度的大小约为１６．２ｋｍ／ｈ，方向与江水速度

间的夹角约为６８°．

��

１．如图，在下列各小题中，已知向量犪，犫，分别用两种方法求作向量犪＋犫．

a
b

a

b

a

b

a

b

　 （１）　　　　　　 （２）　　　　 （３）　　　　　 （４）　

（第１题）

a
b

c

A
B

E

C

D
de

g
f

（第３题）

２．当向量犪，犫满足什么条件时， 犪＋犫 ＝ 犪 － 犫 （或 犫 － 犪 ）？

３．根据图示填空：

（１）犪＋犫＝ ；

（２）犮＋犱＝ ；

（３）犪＋犫＋犱＝ ；

（４）犮＋犱＋犲＝ ．

A B

CPD

（第４题）

４．如图，四边形犃犅犆犇是平行四边形，点犘 在犆犇 上，判断下列各式

是否正确 （正确的在括号内打 “√”，错误的打 “×”）．

（１）犇犃
→
＋犇犘
→
＝犘犃
→
． （　　）

（２）犇犃
→
＋犃犅
→
＋犅犘
→
＝犇犘
→
． （　　）

（３）犃犅
→
＋犅犆
→
＋犆犘
→
＝犘犃
→
． （　　）

５．有一条东西向的小河，一艘小船从河南岸的渡口出发渡河．小船航行

速度的大小为１５ｋｍ／ｈ，方向为北偏西３０°，水流的速度为向东

７．５ｋｍ／ｈ，求小船实际航行速度的大小与方向．

０１
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	�

在数的运算中，减法是加法的逆运算，其运算法则是 “减去一个数等于加上这个

数的相反数”．类比数的减法，向量的减法与加法有什么关系？如何定义向量的减法

法则？

与数狓的相反数是－狓类似，我们规定，与向量犪长度相等，方向相反的向量，叫

做犪的相反向量，记作－犪．由于方向反转两次仍回到原来的方向，因此犪和－犪互为相

反向量，于是

－（－犪）＝犪．

我们规定，零向量的相反向量仍是零向量．

由两个向量和的定义易知

犪＋（－犪）＝（－犪）＋犪＝０，

即任意向量与其相反向量的和是零向量．这样，如果犪，犫互为相反向量，那么

犪＝－犫，犫＝－犪，犪＋犫＝０．

向量犪加上犫的相反向量，叫做犪与犫的差，即

犪－犫＝犪＋（－犫）．

求两个向量差的运算叫做向量的减法．

我们看到，向量的减法可以转化为向量的加法来进行：减去一个向量相当于加上这个

向量的相反向量．

��

向量减法的几何意义是什么？

a

b
a

-b
-b

a-b

a+(-b)

A

B

CD

O

　　图６．２１０

如图６．２１０，设犗犃
→
＝犪，犗犅

→
＝犫，犗犇

→
＝－犫，连接犃犅，

由向量减法的定义知

犪－犫＝犪＋（－犫）＝犗犃
→
＋犗犇
→
＝犗犆
→
．

在四边形犗犆犃犅 中，犗犅瓚犆犃，所以犗犆犃犅 是平行四边

形．所以

犅犃
→
＝犗犆
→
＝犪－犫．

由此，我们得到犪－犫的作图方法．

如图６．２１１，已知向量犪，犫，在平面内任取一点犗，作

１１
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犗犃
→
＝犪，犗犅

→
＝犫，则犅犃

→
＝犪－犫．即犪－犫可以表示为从向量犫的终点指向向量犪的终点

的向量，这是向量减法的几何意义．

a

b

B

AO

a-b
a b

图６．２１１

	�

（１）在图６．２１１中，如果从犪的终点到犫的终点作向量，那么所得向量是什么？

（２）如果改变图６．２１１中向量犪的方向，使犪∥犫，怎样作出犪－犫呢？

例３　如图６．２１２（１），已知向量犪，犫，犮，犱，求作向量犪－犫，犮－犱．

a

b

c

d a

c

b d

a-b c-d

O

B D

A

C

（１）　　　　　　　　　　　 （２）

图６．２１２

作法：如图６．２１２（２），在平面内任取一点犗，作犗犃
→
＝犪，犗犅

→
＝犫，犗犆

→
＝犮，犗犇

→
＝

犱．则

犅犃
→
＝犪－犫，

犇犆
→
＝犮－犱．

A B

CD

a

b

　图６．２１３

例４　如图６．２１３，在犃犅犆犇中，犃犅
→
＝犪，犃犇

→
＝犫，你能

用犪，犫表示向量犃犆
→
，犇犅
→
吗？

解：由向量加法的平行四边形法则，我们知道

犃犆
→
＝犪＋犫．

同样，由向量的减法，知

犇犅
→
＝犃犅
→
－犃犇
→
＝犪－犫．

��

１．如下页图，在各小题中，已知犪，犫，分别求作犪－犫．
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a

b

a

b

a

b

a

b
（１）　　　　　　 （２）　　　　 （３）　　　　 （４）　

（第１题）

２．填空：

犃犅
→
－犃犇
→
＝　　　 ；犅犃

→
－犅犆
→
＝　　　 ；犅犆

→
－犅犃
→
＝　　　 ；

犗犇
→
－犗犃
→
＝　　　 ；犗犃

→
－犗犅
→
＝　　　 ．

３．作图验证：－（犪＋犫）＝－犪－犫．

６２３!"#$9:67

��

已知非零向量犪，作出犪＋犪＋犪和 （－犪）＋（－犪）＋（－犪）．它们的长度和方向分

别是怎样的？

N M P
-a -a -a

a a a
AO B C

a

图６．２１４

如图６．２１４，犗犆
→
＝犗犃
→
＋犃犅
→
＋犅犆
→
＝犪＋犪＋犪．类比

数的乘法，我们把犪＋犪＋犪记作３犪，即犗犆
→
＝３犪．显然３犪

的方向与犪的方向相同，３犪的长度是犪的长度的３倍，即

３犪 ＝３犪 ．

类似地，由图６．２１４可知，犘犖
→
＝犘犙
→
＋犙犕

→
＋犕犖

→
＝

（－犪）＋（－犪）＋（－犪），我们把 （－犪）＋（－犪）＋（－犪）

记作－３犪，即犘犖
→
＝－３犪．显然－３犪的方向与犪的方向相

反，－３犪的长度是犪的长度的３倍，即 －３犪 ＝３犪 ．

一般地，我们规定实数λ与向量犪的积是一个向量，

这种运算叫做 向量的数乘 （ｓｃａｌａｒｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆ

ｖｅｃｔｏｒｓ），记作λ犪，它的长度与方向规定如下：

　　你对零向量、相反向

量有什么新的认识？

（１）λ犪 ＝λ 犪 ；

（２）当λ＞０时，λ犪的方向与犪的方向相同；当λ＜０

时，λ犪的方向与犪的方向相反．

由 （１）可知，当λ＝０时，λ犪＝０．

由 （１）（２）可知，（－１）犪＝－犪．
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	�

如果把非零向量犪的长度伸长到原来的３．５倍，方向不变得到向量犫，向量犫该

如何表示？向量犪，犫之间的关系怎样？

根据实数与向量的积的定义，可以验证下面的运算律是成立的．

　　你能证明这些运算

律吗？

设λ，μ为实数，那么

（１）λ（μ犪）＝（λμ）犪；

（２）（λ＋μ）犪＝λ犪＋μ犪；

（３）λ（犪＋犫）＝λ犪＋λ犫．

特别地，我们有

（－λ）犪＝－（λ犪）＝λ（－犪），

λ（犪－犫）＝λ犪－λ犫．

向量的加、减、数乘运算统称为向量的线性运算．向量线性运算的结果仍是向量．

对于任意向量犪，犫，以及任意实数λ，μ１，μ２，恒有

λ（μ１犪±μ２犫）＝λμ１犪±λμ２犫．

例５　计算：

（１）（－３）×４犪；　　　　 （２）３（犪＋犫）－２（犪－犫）－犪；

（３）（２犪＋３犫－犮）－（３犪－２犫＋犮）．

解：（１）原式＝（－３×４）犪＝－１２犪；

（２）原式＝３犪＋３犫－２犪＋２犫－犪＝５犫；

（３）原式＝２犪＋３犫－犮－３犪＋２犫－犮

＝－犪＋５犫－２犮．

A B

CD

a

b
M

图６．２１５

例６　如图６．２１５，犃犅犆犇 的两条对角线相交于点犕，

且犃犅
→
＝犪，犃犇

→
＝犫，用犪，犫表示犕犃

→
，犕犅

→
，犕犆

→
和犕犇

→
．

解：在犃犅犆犇中，

犃犆
→
＝犃犅
→
＋犃犇
→
＝犪＋犫，

犇犅
→
＝犃犅
→
－犃犇
→
＝犪－犫．

由平行四边形的两条对角线互相平分，得

犕犃
→
＝－
１

２
犃犆
→
＝－
１

２
（犪＋犫）＝－

１

２
犪－
１

２
犫，

犕犅
→
＝
１

２
犇犅
→
＝
１

２
（犪－犫）＝

１

２
犪－
１

２
犫，
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犕犆
→
＝
１

２
犃犆
→
＝
１

２
犪＋
１

２
犫，

犕犇
→
＝－
１

２
犇犅
→
＝－
１

２
犪＋
１

２
犫．

��

１．任画一向量犲，分别求作向量犪＝４犲，犫＝－４犲．

２．点犆在线段犃犅上，且
犃犆

犆犅
＝
５

２
，则犃犆

→
＝　　　犃犅

→ ，犅犆
→
＝　　　犃犅

→
．

３．把下列各小题中的向量犫表示为实数与向量犪的积：

（１）犪＝３犲，犫＝６犲；　　　　　　　　（２）犪＝８犲，犫＝－１４犲；

（３）犪＝－
２

３
犲，犫＝

１

３
犲； （４）犪＝－

３

４
犲，犫＝－

２

３
犲．

��

引入向量数乘运算后，你能发现实数与向量的积与原向量之间的位置关系吗？

可以发现，实数与向量的积与原向量共线．

事实上，对于向量犪 （犪≠０），犫，如果有一个实数λ，使犫＝λ犪，那么由向量数乘的

定义可知犪与犫共线．

反过来，已知向量犪与犫共线，且向量犫的长度是向量犪的长度的μ倍，即犫 ＝

μ犪 ，那么当犪与犫同方向时，有犫＝μ犪；当犪与犫反方向时，有犫＝－μ犪．

综上，我们有如下定理：

向量犪 （犪≠０）与犫共线的充要条件是：存在唯一一个实数λ，使犫＝λ犪．

根据这一定理，设非零向量犪位于直线犾上，那么对于直线犾上的任意一个向量犫，

都存在唯一的一个实数λ，使犫＝λ犪．也就是说，位于同一直线上的向量可以由位于这条

直线上的一个非零向量表示．

b
a

　　图６．２１６

例７　如图６．２１６，已知任意两个非零向量犪，犫，试作犗犃
→
＝

犪＋犫，犗犅
→
＝犪＋２犫，犗犆

→
＝犪＋３犫．猜想犃，犅，犆三点之间的位置

关系，并证明你的猜想．

分析：判断三点之间的位置关系，主要是看这三点是否共线，

为此只要看其中一点是否在另两点所确定的直线上．在本题中，应

用向量知识判断犃，犅，犆三点是否共线，可以通过判断向量犃犆
→
，

犃犅
→
是否共线，即是否存在λ，使犃犆

→
＝λ犃犅

→
成立．
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C

B

A

O

2b

3b

b

a

　　图６．２１７

解：分别作向量犗犃
→
，犗犅
→
，犗犆
→
，过点犃，犆 作直线犃犆 （图

６．２１７）．观察发现，不论向量犪，犫怎样变化，点犅 始终在直线

犃犆上，猜想犃，犅，犆三点共线．

事实上，因为

　　　犃犅
→
＝犗犅
→
－犗犃
→
＝犪＋２犫－（犪＋犫）＝犫，

　　　犃犆
→
＝犗犆
→
－犗犃
→
＝犪＋３犫－（犪＋犫）＝２犫，

所以　犃犆
→
＝２犃犅

→
．

因此，犃，犅，犆三点共线．

例８　已知犪，犫是两个不共线的向量，向量犫－狋犪，
１

２
犪－
３

２
犫共线，求实数狋的值．

解：由犪，犫不共线，易知向量
１

２
犪－
３

２
犫为非零向量．由向量犫－狋犪，

１

２
犪－
３

２
犫共线，

可知存在实数λ，使得

犫－狋犪＝λ（１
２
犪－
３

２
犫），

即

（狋＋１
２
λ）犪＝（３

２
λ＋１）犫．

由犪，犫不共线，必有狋＋
１

２
λ＝
３

２
λ＋１＝０．否则，不妨设狋＋

１

２
λ≠０，则犪＝

３

２
λ＋１

狋＋
１

２
λ

犫．由

两个向量共线的充要条件知，犪，犫共线，与已知矛盾．

由

狋＋
１

２
λ＝０，

３

２
λ＋１＝０，

烅

烄

烆

解得狋＝
１

３
．

因此，当向量犫－狋犪，
１

２
犪－
３

２
犫共线时，狋＝

１

３
．

��

１．判断下列各小题中的向量犪与犫是否共线：

（１）犪＝－２犲，犫＝２犲；　　　　　　　　　（２）犪＝犲１－犲２，犫＝－２犲１＋２犲２．

２．化简：

（１）５（３犪－２犫）＋４（２犫－３犪）； （２）
１

３
（犪－２犫）－

１

４
（３犪－２犫）－

１

２
（犪－犫）；

（３）（狓＋狔）犪－（狓－狔）犪．

３．已知犲１，犲２是两个不共线的向量，犪＝犲１－２犲２，犫＝２犲１＋犽犲２．若犪与犫是共线向量，求实数犽的值．
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６２４! "#$%#&

F

θ
s

　　图６．２１８

前面我们学习了向量的加、减运算．类比数的运算，出现了

一个自然的问题：向量能否相乘？如果能，那么向量的乘法该

怎样定义？

在物理课中我们学过功的概念．一般地，如果一个物体在力

犉的作用下产生位移狊 （图６．２１８），那么力犉所做的功

犠＝ 犉 狊ｃｏｓθ，

其中θ是犉与狊的夹角．

θ

A

B

O a

b

　　图６．２１９

功是一个标量，它由力和位移两个向量来确定．这给我们一

种启示，能否把 “功”看作两个向量 “相乘”的结果呢？受此

启发，我们引入向量 “数量积”的概念．

因为力做功的计算公式中涉及力与位移的夹角，所以我们

先要定义向量的夹角概念．

已知两个非零向量犪，犫 （图６．２１９），犗 是平面上的任意

一点，作犗犃
→
＝犪，犗犅

→
＝犫，则∠犃犗犅＝θ （０≤θ≤π）叫做向量

犪与犫的夹角．

显然，当θ＝０时，犪与犫同向；当θ＝π时，犪与犫反向．

如果犪与犫的夹角是
π

２
，我们说犪与犫垂直，记作犪⊥犫．

　　犪，犫的夹角记作〈犪，

犫〉．

已知两个非零向量犪与犫，它们的夹角为θ，我们把数

量犪 犫ｃｏｓθ叫做向量犪与犫的数量积 （或内积 （ｉｎｎｅｒ

ｐｒｏｄｕｃｔ）），记作犪·犫，即

犪·犫＝犪 犫ｃｏｓθ．

规定：零向量与任一向量的数量积为０．

对比向量的线性运算，我们发现，向量线性运算的结果是一个向量，而两个向量的数

量积是一个数量，这个数量的大小与两个向量的长度及其夹角有关．

例９　已知犪 ＝５，犫 ＝４，犪与犫的夹角θ＝
２π

３
，求犪·犫．

解：犪·犫＝犪 犫ｃｏｓθ

＝５×４×ｃｏｓ
２π

３

＝５×４×（－１
２
）

＝－１０．
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例１０　设犪 ＝１２，犫 ＝９，犪·犫＝－５４槡２，求犪与犫的夹角θ．

解：由犪·犫＝犪 犫ｃｏｓθ，得

ｃｏｓθ＝
犪·犫
犪 犫

＝
－５４槡２

１２×９
＝－
槡２

２
．

因为θ∈０，π［ ］，所以θ＝
３π

４
．

如图６．２２０（１），设犪，犫是两个非零向量，犃犅
→
＝犪，犆犇

→
＝犫，我们考虑如下的变

换：过犃犅
→
的起点犃 和终点犅，分别作犆犇

→
所在直线的垂线，垂足分别为犃１，犅１，得到

犃１犅１
→
，我们称上述变换为向量犪向向量犫投影 （ｐｒｏｊｅｃｔ），犃１犅１

→
叫做向量犪在向量犫上

的投影向量．

C

A

B

a

b
A1 B1 D

O

M

N

a

b M1

　　 （１）　　　　　　　　　　　　　　　　　 （２）

图６．２２０

如图６．２２０（２），我们可以在平面内任取一点犗，作犗犕
→
＝犪，犗犖

→
＝犫．过点犕 作直

线犗犖 的垂线，垂足为犕１，则犗犕１
→
就是向量犪在向量犫上的投影向量．

��

如图６．２２０（２），设与犫方向相同的单位向量为犲，犪与犫的夹角为θ，那么

犗犕１
→
与犲，犪，θ之间有怎样的关系？

显然，犗犕１
→
与犲共线，于是

犗犕１
→
＝λ犲．

下面我们探究λ与犪，θ的关系，进而给出犗犕１
→
的明确表达式．我们分θ为锐角、直

角、钝角以及θ＝０，θ＝π等情况进行讨论．

当θ为锐角 （图６．２２１（１））时，犗犕１
→
与犲方向相同，λ＝ 犗犕１

→
＝犪ｃｏｓθ，所以

犗犕１
→
＝ 犗犕１

→
犲＝犪ｃｏｓθ犲；

当θ为直角 （图６．２２１（２））时，λ＝０，所以

犗犕１
→
＝０＝犪ｃｏｓ

π

２
犲；
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当θ为钝角 （图６．２２１（３））时，犗犕１
→
与犲方向相反，所以

λ＝－ 犗犕１
→
＝－犪ｃｏｓ∠犕犗犕１

＝－犪ｃｏｓπ－θ（ ）＝犪ｃｏｓθ，

即

犗犕１
→
＝犪ｃｏｓθ犲；

O

M

N

a

b
θ

M1 O

M

N

a

b
θ

M1
O

M

N

a

b
θ

M1

　　 （１）　　　　　　　　　　 （２）　　　　　　　　　　　 （３）

图６．２２１

当θ＝０时，λ＝犪 ，所以

犗犕１
→
＝犪犲＝犪ｃｏｓ０犲；

当θ＝π时，λ＝－犪 ，所以

犗犕１
→
＝－犪犲＝犪ｃｏｓπ犲．

从上面的讨论可知，对于任意的θ∈０，π［ ］，都有

犗犕１
→
＝犪ｃｏｓθ犲．

��

从上面的探究我们看到，两个非零向量犪与犫相互平行或垂直时，向量犪在向量

犫上的投影向量具有特殊性．这时，它们的数量积又有怎样的特殊性？

　　如果犪·犫＝０，是否

有犪＝０，或犫＝０？

由向量数量积的定义，可以得到向量数量积的如下重要

性质．

设犪，犫是非零向量，它们的夹角是θ，犲是与犫方向相

同的单位向量，则

（１）犪·犲＝犲·犪＝犪ｃｏｓθ．

（２）犪⊥犫犪·犫＝０．

　　犪·犪常常记作犪２．

（３）当犪与犫同向时，犪·犫＝犪 犫 ；当犪与犫反向时，

犪·犫＝－犪 犫．特别地，犪·犪＝犪 ２或犪 ＝
　
犪·槡 犪．

此外，由ｃｏｓθ ≤１还可以得到

（４）犪·犫 ≤犪 犫 ．
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��

１．已知 狆 ＝８， 狇 ＝６，狆和狇的夹角是６０°，求狆·狇．

２．已知△犃犅犆中，犃犅
→
＝犪，犃犆

→
＝犫，当犪·犫＜０或犪·犫＝０时，试判断△犃犅犆的形状．

３．已知 犪 ＝６，犲为单位向量，当向量犪，犲的夹角θ分别等于４５°，９０°，１３５°时，求向量犪在向量犲

上的投影向量．

与向量的线性运算一样，定义了向量的数量积后，就要研究数量积运算是否满足一些

运算律．

��

类比数的乘法运算律，结合向量的线性运算的运算律，你能得到数量积运算的哪

些运算律？你能证明吗？

由向量数量积的定义，可以发现下列运算律成立：

对于向量犪，犫，犮和实数λ，有

（１）犪·犫＝犫·犪；

（２）（λ犪）·犫＝λ（犪·犫）＝犪·（λ犫）；

（３）（犪＋犫）·犮＝犪·犮＋犫·犮．

A

B

O CA1 B1

q

a

b
cD1

D

q2q1

　图６．２２２

下面我们利用向量投影证明分配律 （３）．

证明：如图６．２２２，任取一点犗，作犗犃
→
＝犪，犗犅

→
＝

犫，犗犆
→
＝犮，犗犇

→
＝犪＋犫．

设向量犪，犫，犪＋犫与犮的夹角分别为θ１，θ２，θ，它

们在向量犮上的投影向量分别为犗犃１
→
，犗犅１

→
，犗犇１

→
，与犮

方向相同的单位向量为犲，则

犗犃１
→
＝犪ｃｏｓθ１犲，

犗犅１
→
＝犫ｃｏｓθ２犲，

犗犇１
→
＝犪＋犫ｃｏｓθ犲．

因为犪＝犅犇
→
，所以犗犃１

→
＝犅１犇１

→
．于是

犗犇１
→
＝犗犅１

→
＋犅１犇１

→
＝犗犅１

→
＋犗犃１

→
，

即

犪＋犫ｃｏｓθ犲＝犪ｃｏｓθ１犲＋犫ｃｏｓθ２犲．

０２
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整理，得

（犪＋犫ｃｏｓθ－犪ｃｏｓθ１－犫ｃｏｓθ２）犲＝０，

所以

犪＋犫ｃｏｓθ－犪ｃｏｓθ１－犫ｃｏｓθ２＝０，

即

犪＋犫ｃｏｓθ＝犪ｃｏｓθ１＋犫ｃｏｓθ２．

所以

犪＋犫 犮ｃｏｓθ＝犪 犮ｃｏｓθ１＋犫 犮ｃｏｓθ２．

因此

（犪＋犫）·犮＝犪·犮＋犫·犮．

	�

设犪，犫，犮是向量，（犪·犫）犮＝犪（犫·犮）一定成立吗？为什么？

例１１　我们知道，对任意犪，犫∈犚，恒有

（犪＋犫）２＝犪２＋２犪犫＋犫２，（犪＋犫）（犪－犫）＝犪２－犫２．

对任意向量犪，犫，是否也有下面类似的结论？

（１）（犪＋犫）２＝犪２＋２犪·犫＋犫２；

（２）（犪＋犫）·（犪－犫）＝犪２－犫２．

解：（１）（犪＋犫）２＝（犪＋犫）·（犪＋犫）

＝犪·犪＋犪·犫＋犫·犪＋犫·犫

＝犪２＋２犪·犫＋犫２；

（２）（犪＋犫）·（犪－犫）＝犪·犪－犪·犫＋犫·犪－犫·犫

＝犪２－犫２．

因此，上述结论是成立的．

例１２　已知犪 ＝６，犫 ＝４，犪与犫的夹角为６０°，求 （犪＋２犫）·（犪－３犫）．

解： （犪＋２犫）·（犪－３犫）

＝犪·犪－３犪·犫＋２犫·犪－６犫·犫

＝犪 ２－犪·犫－６犫 ２

＝犪 ２－犪 犫ｃｏｓθ－６犫 ２

＝６２－６×４×ｃｏｓ６０°－６×４２

＝－７２．

例１３　已知犪 ＝３，犫 ＝４，且犪与犫不共线．当犽为何值时，向量犪＋犽犫与犪－犽犫

互相垂直？

１２
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解：犪＋犽犫与犪－犽犫互相垂直的充要条件是

（犪＋犽犫）·（犪－犽犫）＝０，

即

犪２－犽２犫２＝０．

因为　犪２＝３２＝９，犫２＝４２＝１６，

所以　９－１６犽２＝０．

解得　犽＝±
３

４
．

也就是说，当犽＝±
３

４
时，犪＋犽犫与犪－犽犫互相垂直．

��

１．已知 犪 ＝１， 犫 ＝２，犮 ＝３，向量犪与犫的夹角为
π

６
，向量犫与犮的夹角为

π

４
，计算：

（１）（犪·犫）犮；　　　　　　　　　　　 （２）犪（犫·犮）．

２．已知 犪 ＝槡２， 犫 ＝１，且犪－犫与犪＋２犫互相垂直，求证犪⊥犫．

３．求证：（犪＋犫）２－（犪－犫）２＝４犪·犫．

����

习题６．２

１．如果犪表示 “向东走１０ｋｍ”，犫表示 “向西走５ｋｍ”，犮表示 “向北走１０ｋｍ”，犱表示 “向南

走５ｋｍ”，那么下列向量具有什么意义？

（１）犪＋犪；　　　　　（２）犪＋犫；　　　　　（３）犪＋犮；

（４）犫＋犱； （５）犫＋犮＋犫； （６）犱＋犪＋犱．

２．一架飞机向北飞行３００ｋｍ，然后改变方向向西飞行４００ｋｍ，求飞机飞行的路程及两次位移的

合成．

３．一艘船垂直于对岸航行，航行速度的大小为１６ｋｍ／ｈ，同时河水流速的大小为４ｋｍ／ｈ．求船实

际航行的速度的大小与方向 （精确到１°）．

４．化简：

（１）犃犅
→
＋犅犆
→
＋犆犃
→ ；　　　　　　　　（２）（犃犅

→
＋犕犅
→ ）＋犅犗

→
＋犗犕
→ ；

（３）犗犃
→
＋犗犆
→
＋犅犗
→
＋犆犗
→ ； （４）犃犅

→
－犃犆
→
＋犅犇
→
－犆犇
→ ；

（５）犗犃
→
－犗犇
→
＋犃犇
→ ； （６）犃犅

→
－犃犇
→
－犇犆
→ ；

（７）犖犙
→
＋犙犘
→
＋犕犖
→
－犕犘
→
．
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５．作图验证：

（１）
１

２
（犪＋犫）＋

１

２
（犪－犫）＝犪； （２）

１

２
（犪＋犫）－

１

２
（犪－犫）＝犫．

６． （１）已知向量犪，犫，求作向量犮，使犪＋犫＋犮＝０．

（２）（１）中表示犪，犫，犮的有向线段能构成三角形吗？

７．已知犪，犫为两个非零向量，

（１）求作向量犪＋犫，犪－犫；

（２）当向量犪，犫成什么位置关系时，满足 犪＋犫 ＝ 犪－犫 ？（不要求证明）

８．化简：

M

N

A B

C

　 （第９题）

（１）５（２犪－２犫）＋４（２犫－３犪）；

（２）６（犪－３犫＋犮）－４（－犪＋犫－犮）；

（３）
１

２
（３犪－２犫）＋５犪－

１

３
（６犪－９犫）［ ］；

（４）（狓－狔）（犪＋犫）－（狓－狔）（犪－犫）．

９．如图，犃犕
→
＝
１

３
犃犅
→ ，犃犖

→
＝
１

３
犃犆
→
．求证犕犖

→
＝
１

３
犅犆
→
．

１０．填空：

（１）若犪，犫满足 犪 ＝２， 犫 ＝３，则 犪＋犫 的最大值为 ，最小值为 ；

（２）当不共线的向量犪，犫满足 时，犪＋犫平分犪与犫的夹角．

１１． （１）已知 犪 ＝３， 犫 ＝４，且犪与犫的夹角θ＝１５０°，求犪·犫，（犪＋犫）２， 犪＋犫；

（２）已知 犪 ＝２， 犫 ＝５，且犪·犫＝－３，求 犪＋犫， 犪－犫 ．

１２．求证：

（λ犪）·犫＝λ（犪·犫）＝犪·（λ犫）．

����

１３．根据下列各小题中的条件，分别判断四边形犃犅犆犇的形状，并给出证明：

（１）犃犇
→
＝犅犆
→ ；

（２）犃犇
→
＝
１

３
犅犆
→ ；

（３）犃犅
→
＝犇犆
→ ，且 犃犅

→
＝ 犃犇

→
．

A

B

E

F C

D

（第１５题）

１４．在△犃犅犆 中，犃犇
→
＝
１

４
犃犅
→ ，犇犈∥犅犆，且与边犃犆 相交于点犈，

△犃犅犆的中线犃犕 与犇犈相交于点犖．设犃犅
→
＝犪，犃犆

→
＝犫，用犪，犫

分别表示向量犃犈
→ ，犅犆

→ ，犇犈
→ ，犇犅

→ ，犈犆
→ ，犇犖

→ ，犃犖
→
．

１５．如图，在任意四边形犃犅犆犇 中，犈，犉分别为犃犇，犅犆的中点，求

证：犃犅
→
＋犇犆
→
＝２犈犉

→
．

１６．飞机从甲地沿北偏西１５°的方向飞行１４００ｋｍ到达乙地，再从乙地沿

南偏东７５°的方向飞行１４００ｋｍ到达丙地．画出飞机飞行的位移示意

图，并说明丙地在甲地的什么方向？丙地距甲地多远？

３２
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１７． （１）如图 （１），在△犃犅犆中，计算犃犅
→
＋犅犆
→
＋犆犃
→ ；

（２）如图 （２），在四边形犃犅犆犇中，计算犃犅
→
＋犅犆
→
＋犆犇
→
＋犇犃
→ ；

（３）如图 （３），在狀边形犃１犃２犃３…犃狀中，犃１犃２
→
＋犃２犃３

→
＋犃３犃４

→
＋…＋犃狀－１犃狀

→
＋犃狀犃１

→
＝？

证明你的结论．

A

B

C A

B

C

D A1

A2

A3
A4 A5

An

（１）　　　　　　　　　 （２）　　　　　　　　　　 （３）

（第１７题）

１８．已知 犪 ＝４， 犫 ＝３，且（２犪－３犫）·（２犪＋犫）＝６１，求犪与犫的夹角θ．

１９．已知 犪 ＝８， 犫 ＝１０，且 犪＋犫 ＝１６，求犪与犫的夹角θ （精确到１°）．（可用计算工具）

２０．已知犪是非零向量，犫≠犮，求证：

犪·犫＝犪·犮犪⊥（犫－犮）．


���

２１．已知△犃犅犆的外接圆圆心为犗，且２犃犗
→
＝犃犅
→
＋犃犆
→ ， 犗犃

→
＝ 犃犅

→ ，则向量犅犃
→ 在向量犅犆

→

上的投影向量为 （　　）．

（Ａ）
１

４
犅犆
→
　　　　（Ｂ）

槡３

４
犅犆
→
　　　　（Ｃ）－

１

４
犅犆
→
　　　　（Ｄ）－

槡３

４
犅犆
→

２２．如图，犗是平行四边形犃犅犆犇外一点，用犗犃
→ ，犗犅

→ ，犗犆
→ 表示犗犇

→
．

A

B C

D

O

（第２２题）

２３．已知犗为四边形犃犅犆犇 所在平面内一点，且向量犗犃
→ ，犗犅

→ ，犗犆
→ ，犗犇

→ 满足等式犗犃
→
＋犗犆
→
＝

犗犅
→
＋犗犇
→
．

（１）作出满足条件的四边形犃犅犆犇．

A B

C

（第２４题）

（２）四边形犃犅犆犇有什么特点？请证明你的猜想．

２４．如图，在⊙犆中，是不是只需知道⊙犆的半径或弦犃犅的长度，就可

以求出犃犅
→ ·犃犆

→ 的值？

４２
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６３　平面向量基本定理及坐标表示

上节我们学习了向量的运算，知道位于同一直线上的向

量可以由位于这条直线上的一个非零向量表示．类似地，平

面内任一向量是否可以由同一平面内的两个不共线向量表

示呢？

６３１!<="#>?@A

F

图６．３１

我们知道，已知两个力，可以求出它们的合力；反过来，一个

力可以分解为两个力．如图６．３１，我们可以根据解决实际问题的需

要，通过作平行四边形，将力犉分解为多组大小、方向不同的分力．

由力的分解得到启发，我们能否通过作平行四边形，将向量犪

分解为两个向量，使向量犪是这两个向量的和呢？

��

如图６．３２（１），设犲１，犲２是同一平面内两个不共线的向量，犪是这一平面内与

犲１，犲２都不共线的向量．如图６．３２（２），在平面内任取一点犗，作犗犃
→
＝犲１，犗犅

→
＝

犲２，犗犆
→
＝犪．将犪按犲１，犲２的方向分解，你有什么发现？

a
A

C

B

e1

e2
O

e1

a

e2

　　　　　　 （１）　　　　　　　　　　　　　 （２）

图６．３２

如图６．３３，过点犆作平行于直线犗犅的直线，与直线犗犃交于点犕；过点犆作平行

于直线犗犃的直线，与直线犗犅交于点犖，则犗犆
→
＝犗犕

→
＋犗犖

→
．由犗犕

→
与犲１共线，犗犖

→
与犲２

共线可得，存在实数λ１，λ２，使得犗犕
→
＝λ１犲１，犗犖

→
＝λ２犲２，所以犪＝λ１犲１＋λ２犲２．也就是

说，与犲１，犲２都不共线的向量犪都可以表示成λ１犲１＋λ２犲２的形式．

当犪是与犲１或犲２共线的非零向量时，犪也可以表示成λ１犲１＋λ２犲２的形式；当犪是零

向量时，犪同样可以表示成λ１犲１＋λ２犲２的形式．（为什么？）

５２
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　　利用信息技术工具，

可以动态地展示犪＝λ１犲１＋

λ２犲２．　

a

N

A

B

CM

O

e1

e2

图６．３３

　　上述讨论表明，平面内任一向量犪都可以按犲１，犲２的方向分解，表示成λ１犲１＋λ２犲２

的形式，而且这种表示形式是唯一的．事实上，如果犪还可以表示成μ１犲１＋μ２犲２的形式，

那么λ１犲１＋λ２犲２＝μ１犲１＋μ２犲２．可得 （λ１－μ１）犲１＋ （λ２－μ２）犲２＝０．由此式可以推出λ１－

μ１，λ２－μ２ 全为０ （假设λ１－μ１，λ２－μ２ 不全为０，不妨假设λ１－μ１≠０，则犲１＝

－
λ２－μ２

λ１－μ１
犲２．由此可得犲１，犲２共线．这与已知犲１，犲２不共线矛盾），即λ１＝μ１，λ２＝μ２．

也就是说，有且只有一对实数λ１，λ２，使犪＝λ１犲１＋λ２犲２．

综上，我们得到如下定理：

平面向量基本定理　如果犲１，犲２是同一平面内的两个不共线向量，那么对于这一平

面内的任一向量犪，有且只有一对实数λ１，λ２，使

犪＝λ１犲１＋λ２犲２．

若犲１，犲２不共线，我们把犲１，犲２｛ ｝叫做表示这一平面内所有向量的一个基底 （ｂａｓｅ）．

由平面向量基本定理可知，任一向量都可以由同一个基底唯一表示，这为我们研究问

题带来了极大的方便．

A

B

O

P

图６．３４

例１　如图６．３４，犗犃
→
，犗犅
→
不共线，且犃犘

→
＝狋犃犅

→

（狋∈犚），用犗犃
→
，犗犅
→
表示犗犘

→
．

解：因为　犃犘
→
＝狋犃犅

→
，

　　观察犗犘
→
＝（１－狋）犗犃

→
＋

狋犗犅
→ ，你有什么发现？

　　所以　犗犘
→
＝犗犃
→
＋犃犘
→

＝犗犃
→
＋狋犃犅

→

＝犗犃
→
＋狋（犗犅

→
－犗犃
→
）

＝犗犃
→
＋狋犗犅

→
－狋犗犃

→

＝（１－狋）犗犃
→
＋狋犗犅

→
．

A B

C

D

图６．３５

例２　如图６．３５，犆犇 是△犃犅犆 的中线，犆犇＝

１

２
犃犅，用向量方法证明△犃犅犆是直角三角形．

分析：由平面向量基本定理可知，任一向量都可由同

一个基底表示．本题可取犆犇
→
，犇犃
→

｛ ｝为基底，用它表示犆犃
→
，

犆犅
→
．证明犆犃

→
·犆犅
→
＝０，可得犆犃

→
⊥犆犅
→
，从而证得△犃犅犆是

６２



第六章　平面向量及其应用

直角三角形．

A B

C

D

　　图６．３６

证明：如图６．３６，设犆犇
→
＝犪，犇犃

→
＝犫，则犆犃

→
＝犪＋犫，

犇犅
→
＝－犫，于是犆犅

→
＝犪－犫．

　　向量的数量积是否为

零，是判断相应的两条线

段 （或直线）是否垂直的

重要方法之一．

犆犃
→
·犆犅
→
＝犪＋犫（ ）·犪－犫（ ）＝犪２－犫２．

因为　犆犇＝
１

２
犃犅，

所以　犆犇＝犇犃．

因为　犪２＝犆犇２，犫２＝犇犃２，

所以　犆犃
→
·犆犅
→
＝０．

因此　犆犃⊥犆犅．

于是 △犃犅犆是直角三角形．

��

１．如图，犃犇，犅犈，犆犉是△犃犅犆的三条中线，犆犃
→
＝犪，犆犅

→
＝犫．用犪，犫表示犃犅

→ ，犃犇
→ ，犅犈

→ ，犆犉
→
．

A

B CD

F E

（第１题）

　　　　　　　　A B

E

F

CD

O

G

（第２题）

２．如图，平行四边形犃犅犆犇的两条对角线相交于点犗，犃犅
→
＝犪，犃犇

→
＝犫，点犈，犉分别是犗犃，犗犆

的中点，犌是犆犇的三等分点 （犇犌＝
１

３
犆犇）．

（１）用犪，犫表示犇犈
→ ，犉犅

→ ，犗犌
→ ；

（２）能由 （１）得出犇犈，犅犉的关系吗？

A B

E F

C

D

　　 （第３题）

３．如图，在△犃犅犆 中，犃犇＝
１

４
犃犅，点犈，犉 分别是犃犆，犅犆 的中

点．设犃犅
→
＝犪，犃犆

→
＝犫．

（１）用犪，犫表示犆犇
→ ，犈犉

→
．

（２）如果∠犃＝６０°，犃犅＝２犃犆，犆犇，犈犉有什么关系？用向量方法

证明你的结论．

６３２!<="#$BCDEFGH./

给定平面内两个不共线的向量犲１，犲２，由平面向量基本定理可知，平面上的任意向

量犪，均可分解为两个向量λ１犲１，λ２犲２，即犪＝λ１犲１＋λ２犲２，其中向量λ１犲１与犲１共线，向

７２
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量λ２犲２与犲２共线．

不共线的两个向量相互垂直是一种重要的情形．把一个向量分解为两个互相垂直的向

量，叫做把向量作正交分解．如图６．３７，重力犌沿互相垂

直的两个方向分解就是正交分解．正交分解是向量分解中常

见而实用的一种情形．

　　重力犌可以分解为这

样两个分力：平行于斜面

使木块沿斜面下滑的力

犉１，垂直于斜面的压力犉２．

F1

F2

O

G

　　　　图６．３７

在平面上，如果选取互相垂直的向量作为基底，将为我

们研究问题带来方便．

	�

我们知道，在平面直角坐标系中，每一个点都可用一对有序实数 （即它的坐标）

表示．那么，如何表示直角坐标平面内的一个向量呢？

O x

y

j

i

a

图６．３８

如图６．３８，在平面直角坐标系中，设与狓轴、狔轴方

向相同的两个单位向量分别为犻，犼，取犻，犼｛ ｝作为基底．对

于平面内的任意一个向量犪，由平面向量基本定理可知，有

且只有一对实数狓，狔，使得

犪＝狓犻＋狔犼．

这样，平面内的任一向量犪都可由狓，狔唯一确定，我

们把有序数对 （狓，狔）叫做向量犪的坐标，记作

犪＝（狓，狔）． ①

其中，狓叫做犪在狓轴上的坐标，狔叫做犪在狔轴上的坐

标，①叫做向量犪的坐标表示．

显然，犻＝（１，０），犼＝（０，１），０＝（０，０）．

O

a

x

y

j
i

y

x

A x y	 


a

图６．３９

如图６．３９，在直角坐标平面中，以原点犗 为起点作

犗犃
→
＝犪，则点犃的位置由向量犪唯一确定．

设犗犃
→
＝狓犻＋狔犼，则向量犗犃

→
的坐标 （狓，狔）就是终点

犃的坐标；反过来，终点犃的坐标 （狓，狔）也就是向量犗犃
→

的坐标．因为犗犃
→
＝犪，所以终点犃的坐标 （狓，狔）就是向量

犪的坐标．这样就建立了向量的坐标与点的坐标之间的联系．

８２
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O

y

x
j
i

d

ab

c

A

1 2 3 4

1
2
3
4
5

-1-2-3-4
-1
-2
-3
-4
-5

A1

A2

　　图６．３１０

例３　如图６．３１０，分别用基底犻，犼｛ ｝表示向量犪，犫，

犮，犱，并求出它们的坐标．

解：由图６．３１０可知，犪＝犃犃１
→
＋犃犃２

→
＝２犻＋３犼，

所以犪＝（２，３）．

同理，

犫＝－２犻＋３犼＝（－２，３），

犮＝－２犻－３犼＝（－２，－３），

犱＝２犻－３犼＝（２，－３）．

６３３!<="#4I 867$GH./

	�

已知犪＝（狓１，狔１），犫＝（狓２，狔２），你能得出犪＋犫，犪－犫的坐标吗？

犪＋犫＝（狓１犻＋狔１犼）＋（狓２犻＋狔２犼）

＝狓１犻＋狓２犻＋狔１犼＋狔２犼

＝（狓１＋狓２）犻＋（狔１＋狔２）犼，

即

犪＋犫＝（狓１＋狓２，狔１＋狔２）．

同理可得

犪－犫＝（狓１－狓２，狔１－狔２）．

这就是说，两个向量和 （差）的坐标分别等于这两个向量相应坐标的和 （差）．

例４　已知犪＝（２，１），犫＝（－３，４），求犪＋犫，犪－犫的坐标．

解：犪＋犫＝（２，１）＋（－３，４）＝（－１，５），

犪－犫＝（２，１）－（－３，４）＝（５，－３）．

��

O

y

x

B x2 y2�� �

A x1 y1�� �

图６．３１１

如图６．３１１，已知犃（狓１，狔１），犅（狓２，狔２），

你能得出犃犅
→
的坐标吗？

９２



第六章　平面向量及其应用

B x2 y2�� �

A x1 y1�� �

O

y

x

　　图６．３１２

如图６．３１２，作向量犗犃
→
，犗犅
→
，则

犃犅
→
＝犗犅
→
－犗犃
→
　　　　　　

＝（狓２，狔２）－（狓１，狔１）

＝（狓２－狓１，狔２－狔１）．

因此，一个向量的坐标等于表示此向量的有向线段的终

点的坐标减去起点的坐标．

O

B

C

A

x

y

D

1 2 3 4

1

4

3

2

-1-2

　　图６．３１３

例５　如图６．３１３，已知犃犅犆犇的三个顶点犃，犅，犆的

坐标分别是 （－２，１），（－１，３），（３，４），求顶点犇的坐标．

解法１：如图６．３１３，设顶点犇的坐标为（狓，狔）．

因为　犃犅
→
＝（－１－（－２），３－１）＝（１，２），

犇犆
→
＝（３－狓，４－狔），

又　犃犅
→
＝犇犆
→
，

O

B

C

A

x

y

D

1 2 3 4-1-2

1

4

3

2

　　图６．３１４

所以　 （１，２）＝（３－狓，４－狔）．

即
１＝３－狓，

２＝４－狔，
烅
烄

烆
　解得

狓＝２，

狔＝２．
烅
烄

烆

所以顶点犇的坐标为（２，２）．

解法２：如图６．３１４，由向量加法的平行四边形法则可知

犅犇
→
＝犅犃
→
＋犅犆
→

＝（－２－（－１），１－３）＋（３－（－１），４－３）

　　你能比较一下两种解法

在思想方法上的异同点吗？

＝（３，－１），

而

犗犇
→
＝犗犅
→
＋犅犇
→

＝（－１，３）＋（３，－１）

＝（２，２）．

所以顶点犇的坐标为 （２，２）．

��

１．在下列各小题中，已知向量犪，犫的坐标，分别求犪＋犫，犪－犫的坐标：

（１）犪＝（－２，４），犫＝（５，２）；　　　　　　（２）犪＝（４，３），犫＝（－３，８）；

（３）犪＝（２，３），犫＝（－２，－３）； （４）犪＝（３，０），犫＝（０，４）．

２．在下列各小题中，已知犃，犅两点的坐标，分别求犃犅
→ ，犅犃

→ 的坐标：

（１）犃（３，５），犅（６，９）； （２）犃（－３，４），犅（６，３）；

（３）犃（０，３），犅（０，５）； （４）犃（３，０），犅（８，０）．

３．若点犃（０，１），犅（１，０），犆（１，２），犇（２，１），则犃犅与犆犇有什么位置关系？证明你的猜想．

０３
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６３４!<="#9:67$GH./
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已知犪＝（狓，狔），你能得出λ犪的坐标吗？

λ犪＝λ（狓犻＋狔犼）＝λ狓犻＋λ狔犼，

即

λ犪＝（λ狓，λ狔）．

这就是说，实数与向量的积的坐标等于用这个实数乘原来向量的相应坐标．

例６　已知犪＝（２，１），犫＝（－３，４），求３犪＋４犫的坐标．

解：３犪＋４犫＝３（２，１）＋４（－３，４）＝（６，３）＋（－１２，１６）

＝（－６，１９）．

��

如何用坐标表示两个向量共线的条件？

设犪＝（狓１，狔１），犫＝（狓２，狔２），其中犫≠０．我们知道，犪，犫共线的充要条件是存

在实数λ，使

犪＝λ犫．

如果用坐标表示，可写为

（狓１，狔１）＝λ（狓２，狔２），

即

狓１＝λ狓２，

狔１＝λ狔２．
烅
烄

烆

消去λ，得

狓１狔２－狓２狔１＝０．

这就是说，向量犪，犫共线的充要条件是

狓１狔２－狓２狔１＝０．

例７　已知犪＝（４，２），犫＝（６，狔），且犪∥犫，求狔．

解：因为　犪∥犫，

所以　４狔－２×６＝０．

解得　狔＝３．

１３
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O

B

C

A
x

y

-1 1 2
-1

1
2
3
4
5

　　图６．３１５

例８　已知犃（－１，－１），犅（１，３），犆（２，５），判断犃，犅，

犆三点之间的位置关系．

解：在平面直角坐标系中作出犃，犅，犆 三点 （图６．３１５）．

观察图形，我们猜想犃，犅，犆三点共线．下面来证明．

因为　犃犅
→
＝（１－（－１），３－（－１））＝（２，４），

犃犆
→
＝（２－（－１），５－（－１））＝（３，６），

又　２×６－４×３＝０，

所以　犃犅
→
∥犃犆
→
．

又　直线犃犅，直线犃犆有公共点犃，

所以　犃，犅，犆三点共线．

例９　设犘是线段犘１犘２上的一点，点犘１，犘２的坐标分别是 （狓１，狔１），（狓２，狔２）．

（１）当犘是线段犘１犘２的中点时，求点犘的坐标；

（２）当犘是线段犘１犘２的一个三等分点时，求点犘的坐标．

　　若点犘１，犘２ 的坐标

分别为（狓１，狔１），（狓２，

狔２），线段犘１犘２的中点犘

的坐标为（狓，狔），则

狓＝
狓１＋狓２

２
，

狔＝
狔１＋狔２

２
．

烅

烄

烆

此公式为线段犘１犘２

的中点坐标公式．

解：（１）如图６．３１６，由向量的线性运算可知

　犗犘
→
＝
１

２
（犗犘１
→
＋犗犘２

→
）＝（狓１＋狓２

２
，
狔１＋狔２

２
）．

所以，点犘的坐标是（狓１＋狓２
２

，
狔１＋狔２

２
）．

O

l
P

y

x

P1

P2

　　　图６．３１６

（２）如图６．３１７，当点犘是线段犘１犘２的一个三等分点时，有两种情况，即犘１犘
→
＝

１

２
犘犘２
→
或犘１犘

→
＝２犘犘２

→
．

如果犘１犘
→
＝
１

２
犘犘２
→
（图６．３１７（１）），那么

犗犘
→
＝犗犘１

→
＋犘１犘

→
＝犗犘１

→
＋
１

３
犘１犘２

→

＝犗犘１
→
＋
１

３
（犗犘２
→
－犗犘１

→
）＝
２

３
犗犘１
→
＋
１

３
犗犘２
→

＝（２狓１＋狓２
３

，
２狔１＋狔２

３
），

２３
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即点犘的坐标是（２狓１＋狓２
３

，
２狔１＋狔２

３
）．

O

l
P

y

x

P1

P2

O

lP

y

x

P1

P2

（１）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （２）

图６．３１７

同理，如果犘１犘
→
＝２犘犘２

→
（图６．３１７（２）），那么点犘的坐标是（狓１＋２狓２

３
，
狔１＋２狔２

３
）．

��

如图６．３１８，线段犘１犘２的端点犘１，犘２的坐标分别是 （狓１，狔１），（狓２，狔２），

点犘是直线犘１犘２上的一点．当犘１犘
→
＝λ犘犘２

→
时，点犘的坐标是什么？

O

l
P

y

x

P1

P2

图６．３１８

��

１．已知犪＝（３，２），犫＝（０，－１），求－２犪＋４犫，４犪＋３犫的坐标．

２．当狓为何值时，犪＝（２，３）与犫＝（狓，－６）共线？

３．若点犃（－２，－３），犅（２，２），犆（－１，３），犇（－７，－４．５），则犃犅
→ 与犆犇

→ 是否共线？

４．求线段犃犅的中点坐标：

（１）犃（２，１），犅（４，３）；　　　　　　　　（２）犃（－１，２），犅（３，６）；

（３）犃 （５，－４），犅 （３，－６）．

５．已知点犗 （０，０），向量犗犃
→
＝（２，３），犗犅

→
＝（６，－３），点犘是线段犃犅的三等分点，求点犘的坐标．

３３
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６３５! '("#%#&$)*+,

��

已知犪＝（狓１，狔１），犫＝（狓２，狔２），怎样用犪与犫的坐标表示犪·犫呢？

因为　犪＝狓１犻＋狔１犼，犫＝狓２犻＋狔２犼，

所以　犪·犫＝（狓１犻＋狔１犼）·（狓２犻＋狔２犼）＝狓１狓２犻２＋狓１狔２犻·犼＋狔１狓２犼·犻＋狔１狔２犼２．

又　犻·犻＝１，犼·犼＝１，犻·犼＝犼·犻＝０，

所以　犪·犫＝狓１狓２＋狔１狔２．

这就是说，两个向量的数量积等于它们对应坐标的乘积的和．

由此可得

（１）若犪＝（狓，狔），则犪 ２＝狓２＋狔
２，或犪 ＝

　
狓２＋狔槡 ２．

如果表示向量犪的有向线段的起点和终点的坐标分别为（狓１，狔１），（狓２，狔２），那么

犪＝（狓２－狓１，狔２－狔１），

犪 ＝
　（狓２－狓１）２＋（狔２－狔１）槡 ２．

（２）设犪，犫是非零向量，犪＝（狓１，狔１），犫＝（狓２，狔２），则

犪⊥犫狓１狓２＋狔１狔２＝０．

O

y

x

A

B

C

1 2 3-1-2

1

4
3
2

5

　　图６．３１９

例１０　若点犃（１，２），犅（２，３），犆（－２，５），则△犃犅犆是

什么形状？证明你的猜想．

解：如图６．３１９，在平面直角坐标系中画出点犃，犅，犆，我

们发现△犃犅犆是直角三角形．证明如下．

因为　犃犅
→
＝（２－１，３－２）＝（１，１），

犃犆
→
＝（－２－１，５－２）＝（－３，３），

所以　犃犅
→
·犃犆
→
＝１×（－３）＋１×３＝０．

于是　犃犅
→
⊥犃犆
→
．

因此，△犃犅犆是直角三角形．

设犪，犫都是非零向量，犪＝（狓１，狔１），犫＝（狓２，狔２），θ是犪与犫的夹角，根据向量

数量积的定义及坐标表示可得

ｃｏｓθ＝
犪·犫
犪 犫

＝
狓１狓２＋狔１狔２

狓２１＋狔
２槡 １ 狓

２
２＋狔

２槡 ２

．

４３
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例１１　设犪＝（５，－７），犫＝（－６，－４），求犪·犫及犪，犫的夹角θ （精确到１°）．

解：犪·犫＝５×（－６）＋（－７）×（－４）

＝－３０＋２８

＝－２．

因为犪 ＝
　
５２＋（－７）槡 ２＝

　
槡７４，犫 ＝

　（－６）２＋（－４）槡 ２＝
　
槡５２，所以用计算器计算

可得

ｃｏｓθ＝
犪·犫
犪 犫

＝
－２

　
槡７４×

　
槡５２
≈－０．０３．

利用计算工具可得θ≈９２°．

例１２　用向量方法证明两角差的余弦公式

ｃｏｓ（α－β）＝ｃｏｓαｃｏｓβ＋ｓｉｎαｓｉｎβ．

证明：如图６．３２０，在平面直角坐标系犗狓狔内作单位圆犗，以狓轴的非负半轴为始

边作角α，β，它们的终边与单位圆犗的交点分别为犃，犅．则

犗犃
→
＝（ｃｏｓα，ｓｉｎα），犗犅

→
＝（ｃｏｓβ，ｓｉｎβ）．

x

y

O

θ
A B

α�� β��

x

y

O

θ
AB

α��β��

（１）　　　　　　　　　　　　　　　　　 （２）

图６．３２０

由向量数量积的坐标表示，有

犗犃
→
·犗犅
→
＝ｃｏｓαｃｏｓβ＋ｓｉｎαｓｉｎβ．

设犗犃
→
与犗犅
→
的夹角为θ，则

犗犃
→
·犗犅
→
＝ 犗犃

→
犗犅
→
ｃｏｓθ＝ｃｏｓθ．

所以

ｃｏｓθ＝ｃｏｓαｃｏｓβ＋ｓｉｎαｓｉｎβ．

另一方面，由图６．３２０ （１）可知，α＝２犽π＋β＋θ；由图６．３２０ （２）可知，α＝

２犽π＋β－θ．于是α－β＝２犽π±θ，犽∈犣．所以

　　运用向量工具进行探

索，过程多么简洁啊！

ｃｏｓ（α－β）＝ｃｏｓθ．

于是

ｃｏｓ（α－β）＝ｃｏｓαｃｏｓβ＋ｓｉｎαｓｉｎβ．

５３
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��

１．已知犪＝（－３，４），犫＝（５，２），求 犪 ， 犫 ，犪·犫．

２．已知犪＝（２，３），犫＝（－２，４），犮＝（－１，－２）．求犪·犫， （犪＋犫）·（犪－犫），犪·（犫＋犮），

（犪＋犫）２．　

３．已知犪＝（３，２），犫＝（５，－７），利用计算工具，求犪与犫的夹角θ （精确到１°）．

����

习题６．３

A B

C

D

E

　 （第１题）

１．如图，在△犃犅犆中，犃犇＝
１

３
犃犅，点犈是犆犇 的中点．设犃犅

→
＝

犪，犃犆
→
＝犫，用犪，犫表示犆犇

→ ，犃犈
→
．

２．已知作用在坐标原点的三个力分别为犉１＝（３，４），犉２＝（２，－５），

犉３＝（３，１），求作用在原点的合力犉１＋犉２＋犉３的坐标．

３．在下列各小题中，已知向量犪的坐标，以及表示犪的有向线段犃犅
→

的起点犃的坐标，求终点犅的坐标：

（１）犪＝（－２，１），犃（０，０）；　　（２）犪＝（１，３），犃（－１，５）；

（３）犪＝（－２，－５），犃（３，７）．

４．已知犃犅犆犇的顶点犃（－１，－２），犅（３，－１），犆（５，６），求顶点犇的坐标．

５．已知点犗（０，０），犃（１，２），犅（－１，３），且犗犃′
→
＝２犗犃

→ ，犗犅′
→
＝３犗犅

→ ，求点犃′，犅′及向量

犃′犅′
→ 的坐标．

６．已知点犃（１，１），犅（－１，５），且犃犆
→
＝
１

２
犃犅
→ ，犃犇

→
＝２犃犅

→ ，犃犈
→
＝－

１

２
犃犅
→ ，求点犆，犇，犈

的坐标．

７．你认为下列各组点具有什么样的位置关系？证明你的猜想．

（１）犃（１，２），犅（－３，－４），犆（２，３．５）；

（２）犘（－１，２），犙（０．５，０），犚（５，－６）；

（３）犈（９，１），犉（１，－３），犌（８，０．５）．

８．分别在平面直角坐标系中作出下列各组点，猜想以犃，犅，犆为顶点的三角形的形状，然后给

出证明：

（１）犃（－１，－４），犅（５，２），犆（３，４）；

（２）犃（－２，－３），犅（１９，４），犆（－１，－６）；

（３）犃（２，５），犅（５，２），犆（１０，７）．

９．已知 犪 ＝３，犫＝（１，２），且犪∥犫，求犪的坐标．

１０．已知犪＝（４，２），求与犪垂直的单位向量的坐标．

６３
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����

A BE

F

CD

G

　 （第１１题）

１１．如图，在平行四边形犃犅犆犇中，点犈是犃犅的中点，点犉，犌

分别是犃犇，犅犆的三等分点 （犃犉＝
１

３
犃犇，犅犌＝

１

３
犅犆）．设

犃犅
→
＝犪，犃犇

→
＝犫，

（１）用犪，犫表示犈犉
→ ，犈犌

→
．

（２）如果 犫 ＝
３

２
犪 ，犈犉，犈犌 有什么位置关系？用向量方

法证明你的结论．

１２．已知点犗（０，０），犃（１，２），犅（４，５），犗犘
→
＝犗犃
→
＋狋犃犅

→
．当狋＝１，

１

２
，－２，２时，分别求

点犘的坐标．

１３．已知犃（２，３），犅（４，－３），点犘在线段犃犅的延长线上，且 犃犘
→
＝
３

２
犘犅
→ ，求点犘 的

坐标．

１４．求证：以犃（１，０），犅（５，－２），犆（８，４），犇（４，６）为顶点的四边形是一个矩形．


���

x

y

O

a

P

e1

e2

　 （第１５题）

１５．如图，设犗狓，犗狔是平面内相交成６０°角的两条数轴，犲１，

犲２分别是与狓 轴、狔 轴正方向同向的单位向量．若向量

犗犘
→
＝狓犲１＋狔犲２，则把有序数对 （狓，狔）叫做向量犗犘

→ 在坐

标系犗狓狔中的坐标．设犗犘
→
＝３犲１＋２犲２，

（１）计算｜犗犘
→
｜的大小；

（２）根据平面向量基本定理判断，本题中对向量坐标的规

定是否合理．

１６．用向量方法证明：对于任意的犪，犫，犮，犱∈犚，恒有不等式

（犪犮＋犫犱）２≤（犪２＋犫２）（犮２＋犱２）．

７３
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６４　平面向量的应用

前面我们学习了平面向量的概念和运算，并通过平面向

量基本定理，把向量的运算化归为实数的运算．本节我们将

学习运用向量方法解决平面几何、物理中的问题，感受向量

在解决数学和实际问题中的作用．同时我们还将借助向量的

运算，探索三角形边长与角度的关系，把解直角三角形问题

拓展到解任意三角形问题．

６４１! )*+,-.$%/0

　　有了运算，向量的力

量无限；没有运算，向量

就只是一个路标．

　　由于向量的线性运算和数量积运算具有鲜明的几何背景，

平面几何图形的许多性质，如全等、相似、长度、夹角等都

可以由向量的线性运算及数量积表示出来，因此平面几何中

的许多问题都可用向量运算的方法加以解决．下面通过两个具

体实例，说明向量方法在平面几何中的应用．

A

B

E

C

D

　图６．４１

例１　如图６．４１，犇犈是△犃犅犆的中位线，用向量方

法证明：犇犈∥犅犆，犇犈＝
１

２
犅犆．

分析：初中证明这个结论时要加辅助线，有一定难度．

如果用向量方法证明这个结论，可以取 犃犅
→
，犃犆
→

｛ ｝为基底，

用犃犅
→
，犃犆
→
表示犇犈

→
，犅犆
→
，证明犇犈

→
＝
１

２
犅犆
→
即可．

证明：如图６．４２，因为犇犈是△犃犅犆的中位线，所以

A

B

E

C

D

图６．４２

犃犇
→
＝
１

２
犃犅
→
，犃犈
→
＝
１

２
犃犆
→
．

从而　犇犈
→
＝犃犈
→
－犃犇
→
＝
１

２
犃犆
→
－
１

２
犃犅
→
＝
１

２
犃犆
→
－犃犅
→

（ ）．

又　犅犆
→
＝犃犆
→
－犃犅
→
，

所以　犇犈
→
＝
１

２
犅犆
→
．

于是　犇犈∥犅犆，犇犈＝
１

２
犅犆．

８３
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平面几何经常涉及距离 （线段长度）和角度问题，而平面向量的运算，特别是数量积

主要涉及向量的模以及向量之间的夹角，因此我们可以用向量方法解决某些几何问题．用

向量方法解决几何问题时，通常先用向量表示相应的点、线段、夹角等几何元素，然后通

过向量的运算来研究点、线段等元素之间的关系，最后再把运算结果 “翻译”成几何关

系，便得到几何问题的结论．

用向量方法解决平面几何问题的 “三步曲”：

（１）建立平面几何与向量的联系，用向量表示问题中涉及的几何元素，将平面几何问

题转化为向量问题；

（２）通过向量运算，研究几何元素之间的关系，如距离、夹角等问题；

（３）把运算结果 “翻译”成几何关系．

A B

CD

　　图６．４３

例２　如图６．４３，已知平行四边形犃犅犆犇，你能发现对

角线犃犆和犅犇的长度与两条邻边犃犅和犃犇 的长度之间的关

系吗？

分析：平行四边形中与两条对角线对应的向量恰是与两条

邻边对应的两个向量的和与差，我们可以通过向量运算来探索

它们的模之间的关系．

A B

CD

　　图６．４４

解：第一步，建立平面几何与向量的联系，用向量表示问

题中的几何元素，将平面几何问题转化为向量问题：

如图６．４４，取 犃犅
→
，犃犇
→

｛ ｝为基底，设犃犅
→
＝犪，犃犇

→
＝

犫，则

犃犆
→
＝犪＋犫，犇犅

→
＝犪－犫．

第二步，通过向量运算，研究几何元素之间的关系：

　　你能用自然语言叙述这

个关系式的意义吗？

犃犆
→ ２＝犪＋犫（ ）２＝犪２＋２犪·犫＋犫２，

犇犅
→ ２＝犪－犫（ ）２＝犪２－２犪·犫＋犫２．

上面两式相加，得犃犆
→ ２＋犇犅

→ ２＝２犪２＋犫２（ ）．

第三步，把运算结果 “翻译”成几何关系：

犃犆２＋犅犇２＝２（犃犅２＋犃犇２）．

��

１．证明：等腰三角形的两个底角相等．

２．如下页图，正方形犃犅犆犇的边长为犪，犈是犃犅 的中点，犉是犅犆边上靠近点犅 的三等分点，犃犉

与犇犈交于点犕，求∠犈犕犉的余弦值．

９３
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３．如图，在△犃犅犆中，点犗是犅犆的中点，过点犗的直线分别交直线犃犅，犃犆于不同的两点犕，犖．

设犃犅
→
＝犿犃犕

→ ，犃犆
→
＝狀犃犖

→ ，求犿＋狀的值．

M

E

F

CD

A B

（第２题）

　　　　　

A

B C

M

N

O

（第３题）

６４２! "#$%&'()*+,

下面，我们再来感受一下向量在物理中的应用．

例３　在日常生活中，我们有这样的经验：两个人共提一个旅行包，两个拉力夹角越

大越费力；在单杠上做引体向上运动，两臂的夹角越小越省力．你能从数学的角度解释这

种现象吗？

分析：不妨以两人共提旅行包为例，只要研究清楚两个拉力的合力、旅行包所受的重

力以及两个拉力的夹角三者之间的关系，就可以获得问题的数学解释．

解：先来看共提旅行包的情况．如图６．４５，设作用在旅行包上的两个拉力分别为犉１，

犉２，为方便起见，我们不妨设犉１ ＝犉２ ．另设犉１，犉２的夹角为θ，旅行包所受的重力为犌．

θ

G

F1 F2

F

　　图６．４５

由向量的平行四边形法则、力的平衡以及直角三角形的知识，

可以知道

犉１ ＝
犌

２ｃｏｓ
θ

２

．

这里，犌 为定值．分析上面的式子，我们发现，当θ由０逐渐变大到

π时，
θ

２
由０逐渐变大到

π

２
，ｃｏｓ

θ

２
的值由大逐渐变小，此时 犉１ 由小

逐渐变大；反之，当θ由π逐渐变小到０时，
θ

２
由π

２
逐渐变小到０，ｃｏｓ

θ

２
的值由小逐渐变

大，此时犉１ 由大逐渐变小．这就是说，犉１，犉２之间的夹角越大越费力，夹角越小越省力．

同理，在单杠上做引体向上运动，两臂的夹角越小越省力．

��

（１）当θ为何值时， 犉１ 最小？最小值是多少？

（２） 犉１ 能等于 犌 吗？为什么？

０４
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事实上，要使 犉１ 最小，只需ｃｏｓ
θ

２
最大，此时ｃｏｓ

θ

２
＝１，可得θ＝０．于是 犉１ 的最

小值为
犌

２
．若要使 犉１ ＝ 犌 ，只需ｃｏｓ

θ

２
＝
１

２
，此时θ

２
＝
π

３
，即θ＝

２π

３
．

A

B

　　图６．４６

例４　如图６．４６，一条河两岸平行，河的宽度

犱＝５００ｍ，一艘船从河岸边的犃 地出发，向河对岸

航行．已知船的速度狏１的大小为狏１ ＝１０ｋｍ／ｈ，水流

速度狏２的大小为狏２ ＝２ｋｍ／ｈ，那么当航程最短时，

这艘船行驶完全程需要多长时间（精确到０．１ｍｉｎ）？

分析：如果水是静止的，那么船只要取垂直于

河岸的方向行驶，就能使航程最短，此时所用时间

也是最短的．考虑到水的流速，要使航程最短，船的

速度与水流速度的合速度狏必须垂直于河岸．

A

B

vv1

v2

图６．４７

解：设点犅是河对岸一点，犃犅与河岸垂直，那么当这艘船实际沿

着犃犅方向行驶时，船的航程最短．

如图６．４７，设狏＝狏１＋狏２，则

狏 ＝
　
狏１

２－狏２槡 ２＝
　
槡９６（ｋｍ／ｈ）．

此时，船的航行时间

狋＝
犱

狏
＝
０．５

槡９６
×６０≈３．１（ｍｉｎ）．

所以，当航程最短时，这艘船行驶完全程需要３．１ｍｉｎ．

��

１．一物体在力犉的作用下，由点犃（２０，１５）移动到点犅（７，０）．已知犉＝（４，－５），求犉对该物体所

做的功．

A B

O 4 N4 N

3 N4

　　 （第２题）

２．如图，一滑轮组中有两个定滑轮犃，犅，在从连接点犗出发的三根绳

的端点处，挂着３个重物，它们所受的重力分别为４Ｎ，４Ｎ和

４槡３Ｎ．此时整个系统恰处于平衡状态，求∠犃犗犅的大小．

３．若平面上的三个力犉１，犉２，犉３作用于一点，且处于平衡状态．已知

犉１ ＝１Ｎ， 犉２ ＝

　
槡６＋槡２

２
Ｎ，犉１与犉２的夹角为４５°，求：

（１）犉３的大小；

（２）犉３与犉１夹角的大小．

１４
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６４３!RS@AI BS@A

一个三角形含有各种各样的几何量，例如三边边长、三个内角的度数、面积等，它们

之间存在着确定的关系．例如，在初中，我们得到过勾股定理、锐角三角函数，这是直角

三角形中的边、角定量关系．对于一般三角形，我们已经定性地研究过三角形的边、角关

系，得到了ＳＳＳ，ＳＡＳ，ＡＳＡ，ＡＡＳ等判定三角形全等的方法．这些判定方法表明，给

定三角形的三个角、三条边这六个元素中的某些元素，这个三角形就是唯一确定的．那么

三角形的其他元素与给定的某些元素有怎样的数量关系？

下面我们利用向量方法研究这个问题．

１余弦定理

我们知道，两边和它们的夹角分别相等的两个三角形全等．这说明，给定两边及其夹

角的三角形是唯一确定的．也就是说，三角形的其他边、角都可以用这两边及其夹角来表

示．那么，表示的公式是什么？

��

在△犃犅犆中，三个角犃，犅，犆所对的边分别是犪，犫，犮，怎样用犪，犫和犆表

示犮？

A

BC a

b
c

　　图６．４８

因为涉及的是三角形的两边长和它们的夹角，所以我们

考虑用向量的数量积来探究．

如图６．４８，设犆犅
→
＝犪，犆犃

→
＝犫，犃犅

→
＝犮，那么

犮＝犪－犫．　　　　 ①

我们的研究目标是用犪 ，犫 和犆表示犮 ，联想到数

量积的性质犮·犮＝犮 ２，可以考虑用向量犮 （即犪－犫）与其

自身作数量积运算．

由①得

犮 ２＝犮·犮＝（犪－犫）·（犪－犫）

＝犪·犪＋犫·犫－２犪·犫

＝犪２＋犫２－２犪 犫ｃｏｓ犆．

　　从这里的推导过程，

你感受到向量运算的力量

了吗？

所以

犮２＝犪２＋犫２－２犪犫ｃｏｓ犆．

同理可得

犪２＝犫２＋犮２－２犫犮ｃｏｓ犃，

犫２＝犮２＋犪２－２犮犪ｃｏｓ犅．

２４
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于是，我们得到了三角形中边角关系的一个重要定理：

　　你能用其他方法证明

余弦定理吗？

余弦定理 （ｃｏｓｉｎｅｔｈｅｏｒｅｍ）　三角形中任何一边的平

方，等于其他两边平方的和减去这两边与它们夹角的余弦的

积的两倍．即

犪２＝犫２＋犮２－２犫犮ｃｏｓ犃，

犫２＝犮２＋犪２－２犮犪ｃｏｓ犅，

犮２＝犪２＋犫２－２犪犫ｃｏｓ犆．

利用余弦定理，我们可以从三角形已知的两边及其夹角直接求出第三边．

	�

余弦定理指出了三角形的三条边与其中的一个角之间的关系．应用余弦定理，我

们可以解决已知三角形的三边确定三角形的角的问题，怎么确定呢？

　　余弦定理及其推论把

用 “ＳＡＳ”和 “ＳＳＳ”判

定三角形全等的方法从数

量化的角度进行了刻画．

由余弦定理，可以得到如下推论：

ｃｏｓ犃＝
犫２＋犮２－犪２

２犫犮
，

ｃｏｓ犅＝
犮２＋犪２－犫２

２犮犪
，

ｃｏｓ犆＝
犪２＋犫２－犮２

２犪犫
．

利用推论，可以由三角形的三边直接计算出三角形的三个角．

从余弦定理及其推论可以看出，三角函数把几何中关于三角形的定性结论变成了可定

量计算的公式．

	�

勾股定理指出了直角三角形中三边之间的关系，余弦定理则指出了三角形的三条

边与其中的一个角之间的关系．你能说说这两个定理之间的关系吗？

如果△犃犅犆中有一个角是直角，例如，犆＝９０°，这时ｃｏｓ犆＝０．由余弦定理可得

犮２＝犪２＋犫２，这就是勾股定理．由此可见，余弦定理是勾股定理的推广，而勾股定理是余

弦定理的特例．

一般地，三角形的三个角犃，犅，犆和它们的对边犪，犫，犮叫做三角形的元素．已知

三角形的几个元素求其他元素的过程叫做解三角形 （ｓｏｌｖｉｎｇａｔｒｉａｎｇｌｅ）．

例５　在△犃犅犆中，已知犫＝６０ｃｍ，犮＝３４ｃｍ，犃＝４１°，解这个三角形 （角度精确

到１°，边长精确到１ｃｍ）．

３４
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解：由余弦定理，得

犪２＝犫２＋犮２－２犫犮ｃｏｓ犃

＝６０２＋３４２－２×６０×３４×ｃｏｓ４１°

≈１６７６．７８，

所以

犪≈４１（ｃｍ）．

由余弦定理的推论，得

ｃｏｓ犅＝
犮２＋犪２－犫２

２犮犪
≈
３４２＋４１２－６０２

２×３４×４１
＝－

７６３

２７８８
，

利用计算器，可得犅≈１０６°．

所以犆＝１８０°－（犃＋犅）≈１８０°－（４１°＋１０６°）＝３３°．

例６　在△犃犅犆中，犪＝７，犫＝８，锐角犆满足ｓｉｎ犆＝
３槡３

１４
，求犅 （精确到１°）．

分析：由条件可求ｃｏｓ犆，再利用余弦定理及其推论可求出犅的值．

解：因为ｓｉｎ犆＝
３槡３

１４
，且犆为锐角，

所以ｃｏｓ犆＝ １－ｓｉｎ２槡 犆＝ １－（３槡３
１４
）槡
２

＝
１３

１４
．

由余弦定理，得

犮２＝犪２＋犫２－２犪犫ｃｏｓ犆＝４９＋６４－２×７×８×
１３

１４
＝９，

所以犮＝３．

进而ｃｏｓ犅＝
犮２＋犪２－犫２

２犮犪
＝
９＋４９－６４

２×３×７
＝－
１

７
．

利用计算器，可得

犅≈９８°．

��

１． （１）在△犃犅犆中，已知犫＝１２．９ｃｍ，犮＝１５．４ｃｍ，犃＝４２．３°，解这个三角形 （角度精确到０．１°，

边长精确到０．１ｃｍ）；

（２）在△犃犅犆中，已知犪＝５，犫＝２，犆＝
π

３
，求犮．

２．在△犃犅犆中，已知犪＝２，犫＝槡２，犮＝槡３＋１，解这个三角形．

３．在△犃犅犆中，已知犫＝５，犮＝２，锐角犃满足ｓｉｎ犃＝

　
槡２３１

２０
，求犆 （精确到１°）．

４４
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２正弦定理

��

余弦定理及其推论分别给出了已知两边及其夹角、已知三边直接解三角形的公

式．如果已知两角和一边，是否也有相应的直接解三角形的公式呢？

在初中，我们得到了三角形中等边对等角的结论．实际上，三角形中还有大边对大

角，小边对小角的边角关系．从量化的角度看，可以将这个边、角关系转化为：

在△犃犅犆中，设犃的对边为犪，犅的对边为犫，求犃，犅，犪，犫之间的定量关系．

如果得出了这个定量关系，那么就可以直接解决 “在△犃犅犆中，已知犃，犅，犪，求

犫”的问题．

A

BC a

b c

　　图６．４９

我们从熟悉的直角三角形的边、角关系的分析入手．根据锐角三角函

数，在Ｒｔ△犃犅犆中 （如图６．４９），有

ｓｉｎ犃＝
犪

犮
，

ｓｉｎ犅＝
犫

犮
，

显然，上述两个关系式在一般三角形中不成立．观察发现，它们有一个

共同元素犮，利用它把两个式子联系起来，可得

犪

ｓｉｎ犃
＝
犫

ｓｉｎ犅
＝犮．

又因为ｓｉｎ犆＝ｓｉｎ９０°＝１，所以上式可以写成边与它的对角的正弦的比相等的形式，即

犪

ｓｉｎ犃
＝
犫

ｓｉｎ犅
＝
犮

ｓｉｎ犆
．

对于锐角三角形和钝角三角形，以上关系式是否仍然成立？

因为涉及三角形的边、角关系，所以仍然采用向量方法来研究．

我们希望获得△犃犅犆中的边犪，犫，犮与它们所对角犃，犅，犆的正弦之间的关系式．

在向量运算中，两个向量的数量积与长度、角度有关，这就启示我们可以用向量的数量积

来探究．

	�

向量的数量积运算中出现了角的余弦，而我们需要的是角的正弦．如何实现转化？

由诱导公式ｃｏｓ（π
２
－α）＝ｓｉｎα可知，我们可以通过构造角之间的互余关系，把边与

角的余弦关系转化为正弦关系．

５４
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下面先研究锐角三角形的情形．

A

B

C

j m

　　图６．４１０

如图６．４１０，在锐角△犃犅犆中，过点犃作与犃犆
→
垂直的单

位向量犼，则犼与犃犅
→
的夹角为π

２
－犃，犼与犆犅

→
的夹角为π

２
－犆．

因为犃犆
→
＋犆犅
→
＝犃犅
→
，所以

犼·犃犆
→
＋犆犅
→

（ ）＝犼·犃犅
→
．

由分配律，得

犼·犃犆
→
＋犼·犆犅

→
＝犼·犃犅

→
，

即

犼 犃犆
→
ｃｏｓ
π

２
＋犼 犆犅

→
ｃｏｓ（

π

２
－犆）＝犼 犃犅

→
ｃｏｓ（

π

２
－犃），

也即

犪ｓｉｎ犆＝犮ｓｉｎ犃．

所以

犪

ｓｉｎ犃
＝
犮

ｓｉｎ犆
．

同理，过点犆作与犆犅
→
垂直的单位向量犿，可得

犫

ｓｉｎ犅
＝
犮

ｓｉｎ犆
．

因此

犪

ｓｉｎ犃
＝
犫

ｓｉｎ犅
＝
犮

ｓｉｎ犆
．

A

B

C

j

图６．４１１

当△犃犅犆是钝角三角形时，不妨设犃为钝角 （如图６．４１１）．

过点犃作与犃犆
→
垂直的单位向量犼，则犼与犃犅

→
的夹角为犃－

π

２
，犼

与犆犅
→
的夹角为π

２
－犆．仿照上述方法，同样可得

犪

ｓｉｎ犃
＝
犫

ｓｉｎ犅
＝
犮

ｓｉｎ犆
．

综上，我们得到下面的定理：

　　这个公式表达形式的

统一性、对称性，不仅使

结果更和谐优美，而且更

突显了三角形边角关系的

本质．

正弦定理 （ｓｉｎｅｔｈｅｏｒｅｍ）在一个三角形中，各边和它

所对角的正弦的比相等，即

犪

ｓｉｎ犃
＝
犫

ｓｉｎ犅
＝
犮

ｓｉｎ犆
．

正弦定理给出了任意三角形中三条边与它们各自所对的

角的正弦之间的一个定量关系．利用正弦定理，不仅可以解

决 “已知两角和一边，解三角形”的问题，还可以解决 “已

６４
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知两边和其中一边的对角，解三角形”的问题．

以上我们利用向量方法获得了正弦定理、余弦定理．事实上，探索和证明这两个定理

的方法很多，有些方法甚至比上述方法更加简洁．你还能想到其他方法吗？

例７　在△犃犅犆中，已知犃＝１５°，犅＝４５°，犮＝３＋槡３，解这个三角形．

解：由三角形内角和定理，得

犆＝１８０°－（犃＋犅）＝１８０°－（１５°＋４５°）＝１２０°．

由正弦定理，得

犪＝
犮ｓｉｎ犃

ｓｉｎ犆
＝
（３＋槡３）ｓｉｎ１５°
ｓｉｎ１２０°

＝
（３＋槡３）ｓｉｎ（４５°－３０°）

ｓｉｎ１２０°

＝
（３＋槡３）（ｓｉｎ４５°ｃｏｓ３０°－ｃｏｓ４５°ｓｉｎ３０°）

ｓｉｎ１２０°

＝

（３＋槡３）×（
槡２

２
×
槡３

２
－
槡２

２
×
１

２
）

槡３

２

＝槡２，

犫＝
犮ｓｉｎ犅

ｓｉｎ犆
＝
（３＋槡３）ｓｉｎ４５°
ｓｉｎ１２０°

＝

（３＋槡３）×
槡２

２

槡３

２

＝槡６＋槡２．

例８　在△犃犅犆中，已知犅＝３０°，犫＝槡２，犮＝２，解这个三角形．

分析：这是已知三角形两边及其一边的对角求解三角形的问题，可以利用正弦定理．

解：由正弦定理，得

　为什么角犆有两个值？

ｓｉｎ犆＝
犮ｓｉｎ犅

犫
＝
２ｓｉｎ３０°

槡２
＝
槡２

２
．

因为　犮＞犫，犅＝３０°，

所以　３０°＜犆＜１８０°．

于是　犆＝４５°，或犆＝１３５°．

（１）当犆＝４５°时，犃＝１０５°．

此时

犪＝
犫ｓｉｎ犃

ｓｉｎ犅
＝
槡２ｓｉｎ１０５°

ｓｉｎ３０°
＝
槡２ｓｉｎ（６０°＋４５°）

ｓｉｎ３０°

＝
槡２（ｓｉｎ６０°ｃｏｓ４５°＋ｃｏｓ６０°ｓｉｎ４５°）

ｓｉｎ３０°

７４
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＝

槡２×（槡３
２
×
槡２

２
＋
１

２
×
槡２

２
）

１

２

槡＝３＋１．

（２）当犆＝１３５°时，犃＝１５°．

此时

犪＝
犫ｓｉｎ犃

ｓｉｎ犅
＝
槡２ｓｉｎ１５°

ｓｉｎ３０°
＝
槡２ｓｉｎ（４５°－３０°）

ｓｉｎ３０°

＝
槡２（ｓｉｎ４５°ｃｏｓ３０°－ｃｏｓ４５°ｓｉｎ３０°）

ｓｉｎ３０°

＝

槡２×（槡２
２
×
槡３

２
－
槡２

２
×
１

２
）

１

２

槡＝３－１．

由三角函数的性质可知，在区间 （０，π）内，余弦函数单调递减，所以利用余弦定

理求角，只有一解；正弦函数在区间（０，π
２
）内单调递增，在区间（π

２
，π）内单调递减，所

以利用正弦定理求角，可能有两解．

��

１．完成下列解三角形问题 （角度精确到１°，边长精确到１ｃｍ）：

（１）在△犃犅犆中，已知犃＝６０°，犅＝４５°，犮＝２０ｃｍ；

（２）在△犃犅犆中，已知犪＝２０ｃｍ，犫＝１１ｃｍ，犅＝３０°．

２．（１）在△犃犅犆中，已知犪＝２，犮＝
槡２３

３
，犃＝１２０°，求犫和犆；

（２）在△犃犅犆中，已知犫＝２，犃＝４５°，犆＝７５°，求犮．

３．在△犃犅犆中，已知ｃｏｓ犃＝
４

５
，犅＝

π

３
，犫 槡＝３，求犪，犮．

经纬仪

３余弦定理、正弦定理应用举例

在实践中，我们经常会遇到测量距离、高度、角度等实际问

题．解决这类问题，通常需要借助经纬仪以及卷尺等测量角和距

离的工具进行测量．

具体测量时，我们常常遇到 “不能到达”的困难，这就需要

设计恰当的测量方案．下面我们通过几道例题来说明这种情况．需

要注意的是，题中为什么要给出这些已知条件，而不是其他的条

８４



第六章　平面向量及其应用

件．事实上，这些条件往往隐含着相应测量问题在某种特定情境和条件限制下的一个测量

方案，而且是这种情境与条件限制下的恰当方案．

A
B

　　图６．４１２

例９　如图６．４１２，犃，犅 两点都在河的对岸 （不可到

达），设计一种测量犃，犅两点间距离的方法，并求出犃，犅

间的距离．

分析：若测量者在犃，犅 两点的对岸取定一点犆 （称作

测量基点），则在点犆处只能测出∠犃犆犅 的大小，因而无法

解决问题．为此，可以再取一点犇，测出线段犆犇 的长，以

A
B

CD
γ

α
β

δ

　　图６．４１３

及∠犃犆犇，∠犆犇犅，∠犅犇犃，这样就可借助正弦定理和余弦

定理算出距离了．

解：如图６．４１３，在犃，犅两点的对岸选定两点犆，犇，

测得犆犇＝犪，并且在犆，犇 两点分别测得∠犅犆犃＝α，

∠犃犆犇＝β，∠犆犇犅＝γ，∠犅犇犃＝δ．

在△犃犇犆和△犅犇犆中，由正弦定理，得

犃犆＝
犪ｓｉｎ（γ＋δ）

ｓｉｎ［１８０°－（β＋γ＋δ）］
＝
犪ｓｉｎ（γ＋δ）

ｓｉｎ（β＋γ＋δ）
，

犅犆＝
犪ｓｉｎγ

ｓｉｎ［１８０°－（α＋β＋γ）］
＝

犪ｓｉｎγ

ｓｉｎ（α＋β＋γ）
．

于是，在△犃犅犆中，由余弦定理可得犃，犅两点间的距离

犃犅＝ 犃犆２＋犅犆２－２犃犆×犅犆ｃｏｓ槡 α

＝
犪２ｓｉｎ２（γ＋δ）

ｓｉｎ２（β＋γ＋δ）
＋

犪２ｓｉｎ２γ

ｓｉｎ２（α＋β＋γ）
－
２犪２ｓｉｎ（γ＋δ）ｓｉｎγｃｏｓα
ｓｉｎ（β＋γ＋δ）ｓｉｎ（α＋β＋γ）槡 ．

	�

在上述测量方案下，还有其他计算犃，犅两点间距离的方法吗？

E

B

C

GH

D

A

αβ

　　图６．４１４

在测量过程中，我们把根据测量的需要而确

定的线段叫做基线，如例９中的犆犇．为使测量具

有较高的精确度，应根据实际需要选取合适的基

线长度．一般来说，基线越长，测量的精确度越高．

下面看一个测量高度的问题．

例１０　如图６．４１４，犃犅是底部犅不可到达的

一座建筑物，犃为建筑物的最高点．设计一种测量建

筑物高度犃犅的方法，并求出建筑物的高度．

９４
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分析：由锐角三角函数知识可知，只要获得一点犆 （点犆到地面的距离可求）到建

筑物的顶部犃的距离犆犃，并测出由点犆观察犃的仰角，就可以计算出建筑物的高度．为

此，应再选取一点犇，构造另一个含有犆犃的△犃犆犇，并进行相关的长度和角度的测量，

然后通过解三角形的方法计算出犆犃．

　　在实际操作时，使

犎，犌，犅 三点共线不是

一件容易的事情．你有什

么替代方案吗？

解：如图６．４１４，选择一条水平基线犎犌，使犎，犌，

犅三点在同一条直线上．在犌，犎 两点用测角仪器测得犃的

仰角分别是α，β，犆犇＝犪，测角仪器的高是犺．那么，在

△犃犆犇中，由正弦定理，得

犃犆＝
犪ｓｉｎβ
ｓｉｎ（α－β）

．

所以，这座建筑物的高度为

犃犅＝犃犈＋犺

＝犃犆ｓｉｎα＋犺

＝
犪ｓｉｎαｓｉｎβ
ｓｉｎ（α－β）

＋犺．

下面再来看一个测量角度的问题．

例１１　位于某海域犃处的甲船获悉，在其正东方向相距２０ｎｍｉｌｅ的犅处有一艘渔

船遇险后抛锚等待营救．甲船立即前往救援，同时把消息告知位于甲船南偏西３０°，且与

甲船相距７ｎｍｉｌｅ的犆处的乙船．那么乙船前往营救遇险渔船时的目标方向线 （由观测点

看目标的视线）的方向是北偏东多少度 （精确到１°）？需要航行的距离是多少海里 （精确

到１ｎｍｉｌｅ）？

分析：首先应根据 “正东方向”“南偏西３０°”“目标方向线”等信息，画出示意图．

解：根据题意，画出示意图 （图６．４１５）．由余弦定理，得

　　由于题目中没有给出

图形，因此正确理解题

意、画出示意图，是解决

问题的重要环节．

A
B

C

20 n mile

30c

�

7
n

m
ile

　　　　图６．４１５

犅犆２＝犃犅２＋犃犆２－２犃犅·犃犆·ｃｏｓ１２０°

＝２０２＋７２－２×２０×７×（－１
２
）＝５８９．

于是

犅犆≈２４（ｎｍｉｌｅ）．

０５
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由正弦定理，得

ｓｉｎ犆

２０
＝
ｓｉｎ１２０°

２４
，

于是

ｓｉｎ犆＝

２０×
槡３

２

２４
＝
槡５３

１２
．

由于　０°＜犆＜９０°，

所以　犆≈４６°．

因此，乙船前往营救遇险渔船时的方向约是北偏东４６°＋３０°＝７６°，大约需要航行

２４ｎｍｉｌｅ．　

��

S

A

B

65c

20c

�

　　 （第１题）

１．如图，一艘船向正北航行，航行速度的大小为３２．２ｎｍｉｌｅ／ｈ，在犃 处看灯塔犛

在船的北偏东２０°的方向上．３０ｍｉｎ后，船航行到犅处，在犅处看灯塔在船的北

偏东６５°的方向上．已知距离此灯塔６．５ｎｍｉｌｅ以外的海区为航行安全区域，这

艘船可以继续沿正北方向航行吗？

２．如图，在山脚犃测得山顶犘的仰角为α，沿倾斜角为β的斜坡向上走犪ｍ到达

犅处，在犅处测得山顶犘的仰角为γ．求证：山高犺＝
犪ｓｉｎαｓｉｎ（γ－β）

ｓｉｎ（γ－α）
．

３．如图，一艘海轮从犃出发，沿北偏东７５°的方向航行６７．５ｎｍｉｌｅ后到达海岛犅，

然后从犅出发，沿北偏东３２°的方向航行５４ｎｍｉｌｅ后到达海岛犆．如果下次航行

直接从犃出发到达犆，那么这艘船应该沿怎样的方向航行，需要航行的距离是多少？（角度精确到

０．１°，距离精确到０．０１ｎｍｉｌｅ）

A

B

P

C
α

γ

β

（第２题）

　　　　　 A

B75c

32c

C

�

67.5 n mile

54
nm

ile

（第３题）
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����

习题６．４

１．若非零向量犃犅
→ 与犃犆

→ 满足（犃犅
→

犃犅
→ ＋

犃犆
→

犃犆
→ ）·犅犆→ ＝０，且

犃犅
→

犃犅
→ ·

犃犆
→

犃犆
→ ＝

１

２
，则△犃犅犆为（　　）．

（Ａ）三边均不相等的三角形　　　　（Ｂ）直角三角形

（Ｃ）底边和腰不相等的等腰三角形 （Ｄ）等边三角形

　　垂心是三角形三条高

所在直线的交点．

２．已知犗，犖，犘在△犃犅犆所在平面内，满足 犗犃
→
＝ 犗犅

→
＝

犗犆
→ ，犖犃

→
＋犖犅
→
＋犖犆
→
＝０，且犘犃

→ ·犘犅
→
＝犘犅
→ ·犘犆

→
＝犘犆
→ ·

犘犃
→ ，则点犗，犖，犘依次是△犃犅犆的 （　　）．

（Ａ）重心，外心，垂心 （Ｂ）重心，外心，内心

（Ｃ）外心，重心，垂心 （Ｄ）外心，重心，内心

３．用向量法证明：直径所对的圆周角是直角．

４．两个粒子犃，犅从同一发射源发射出来，在某一时刻，它们的位移分别为狊犃＝（４，３），狊犅＝

（２，１０）．

（１）写出此时粒子犅相对粒子犃的位移狊；　　　　

（２）计算狊在狊犃 上的投影向量．

５．一个人在静水中游泳时，速度的大小为 槡２３ｋｍ／ｈ．当他在水流速度的大小为２ｋｍ／ｈ的河中游

泳时，

（１）如果他垂直游向河对岸，那么他实际沿什么方向前进 （角度精确到１°）？实际前进速度的

大小为多少？

（２）他必须朝哪个方向游，才能沿与水流垂直的方向前进 （角度精确到１°）？实际前进速度的

大小为多少？

６．在△犃犅犆中，分别根据下列条件解三角形 （角度精确到１°，边长精确到１ｃｍ）：

（１）犪＝４９ｃｍ，犫＝２６ｃｍ，犆＝１０７°；

（２）犪＝９ｃｍ，犫＝１０ｃｍ，犮＝１５ｃｍ．

７．在△犃犅犆中，分别根据下列条件解三角形 （角度精确到１°，边长精确到１ｃｍ）：

（１）犃＝７０°，犆＝３０°，犮＝２０ｃｍ；　　 （２）犫＝２６ｃｍ，犮＝１５ｃｍ，犆＝２３°．

A

B

C
D

α β
θ

　 （第８题）

８．如图，测量河对岸的塔高犃犅时，可以选取与塔底犅在同一水平

面内的两个测量基点犆与犇．现测得∠犅犆犇＝α，∠犅犇犆＝β，

犆犇＝狊，在点犆测得塔顶犃的仰角为θ，求塔高犃犅．

９．在气象台Ａ的正西方向３００ｋｍ处有一台风中心，它正向东

北方向移动，移动速度的大小为４０ｋｍ／ｈ，距台风中心２５０ｋｍ

以内的地区都将受到影响．若台风中心的这种移动趋势不变，

气象台所在地是否会受到台风的影响？如果会，大约多长时

间后受到影响？持续时间有多长 （精确到１ｍｉｎ）？

２５
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１０．你能用三角形的边和角的正弦表示三角形的面积吗？

����

１１．已知对任意平面向量犃犅
→
＝（狓，狔），把犃犅

→ 绕其起点沿逆时针方向旋转θ角得到向量犃犘
→
＝

（狓ｃｏｓθ－狔ｓｉｎθ，狓ｓｉｎθ＋狔ｃｏｓθ），叫做把点犅绕点犃沿逆时针方向旋转θ角得到点犘．已

知平面内点犃 （１，２），点犅 （ 槡１＋２， 槡２－２２），把点犅绕点犃沿顺时针方向旋转
π

４
后得到

点犘，求点犘的坐标．

M

NA

B

C

P

　 （第１２题）

１２．如图，在△犃犅犆中，已知犃犅＝２，犃犆＝５，∠犅犃犆＝６０°，犅犆，

犃犆边上的两条中线犃犕，犅犖相交于点犘，求∠犕犘犖的余弦值．

１３．一条河的两岸平行，河的宽度犱＝５００ｍ，一艘船从河岸边的犃

处出发到河对岸．已知船在静水中的速度狏１ 的大小为 狏１ ＝

１０ｋｍ／ｈ，水流速度狏２的大小为狏２ ＝２ｋｍ／ｈ．如果要使船行驶

的时间最短，那么船行驶的距离与合速度的大小的比值必须最小．

此时我们分三种情况讨论：

（１）当船逆流行驶，与水流成钝角时；

（２）当船顺流行驶，与水流成锐角时；

（３）当船垂直于对岸行驶，与水流成直角时．

请同学们计算上面三种情况下船行驶的时间，判断是否当船垂直于对岸行驶，与水流成直角

时所用时间最短．

１４．一条东西方向的河流两岸平行，河宽２５０ｍ，水流的速度为向东 槡２３ｋｍ／ｈ．一艘小货船准备

从河的南岸码头犃处出发，航行到位于河对岸犅 （犃犅与河的方向垂直）的正西方向并且与

犅相距 槡２５０３ｍ的码头犆 处卸货．若水流的速度与小货船航行的速度的合速度的大小为

６ｋｍ／ｈ，则当小货船的航程最短时，求合速度的方向，并求此时小货船航行速度的大小．

１５．△犃犅犆的三边分别为犪，犫，犮，边犅犆，犆犃，犃犅 上的中线分别记为犿犪，犿犫，犿犮，利用余

弦定理证明

犿犪＝
１

２

　
２（犫２＋犮２）－犪槡 ２，

犿犫＝
１

２

　
２（犪２＋犮２）－犫槡 ２，

犿犮＝
１

２

　
２（犪２＋犫２）－犮槡 ２．

１６．在△犃犅犆中，求证：犮（犪ｃｏｓ犅－犫ｃｏｓ犃）＝犪２－犫２．

１７．证明：设三角形的外接圆的半径是犚，则犪＝２犚ｓｉｎ犃，犫＝２犚ｓｉｎ犅，犮＝２犚ｓｉｎ犆．

１８．利用第１０题的结论，证明三角形的面积公式

犛＝
１

２
犪２
ｓｉｎ犅ｓｉｎ犆

ｓｉｎ犃
．

３５
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A B

E

F CD

R

T

　 （第１９题）

１９．如图，在犃犅犆犇 中，点犈，犉 分别是犃犇，犇犆 边的中

点，犅犈，犅犉分别与犃犆交于犚，犜 两点，你能发现犃犚，

犚犜，犜犆之间的关系吗？用向量方法证明你的结论．

２０．已知△犃犅犆 的三个角犃，犅，犆 的对边分别为犪，犫，犮，

设狆＝
１

２
（犪＋犫＋犮），求证：

（１）三角形的面积犛＝
　

狆（狆－犪）（狆－犫）（狆－犮槡 ）；

（２）若狉为三角形的内切圆半径，则

狉＝

　 （狆－犪）（狆－犫）（狆－犮）

狆槡 ；

（３）把边犅犆，犃犆，犃犅上的高分别记为犺犪，犺犫，犺犮，则

犺犪＝
２

犪

　

狆（狆－犪）（狆－犫）（狆－犮槡 ），

犺犫＝
２

犫

　

狆（狆－犪）（狆－犫）（狆－犮槡 ），

犺犮＝
２

犮

　

狆（狆－犪）（狆－犫）（狆－犮槡 ）．

A B

M
N

（第２１题）

２１．如图，为了测量两山顶犕，犖 间的距离，飞机

沿水平方向在犃，犅 两点进行测量，犃，犅，

犕，犖 在同一个铅垂平面内．请设计一个测量

方案，包括：

（１）指出要测量的数据 （用字母表示，并标示

在图中）；

（２）用文字和公式写出计算犕，犖 间的距离的步骤．

２２．已知犪，犫，犮分别为△犃犅犆三个内角犃，犅，犆的对边，且犪ｃｏｓ犆 槡＋３犪ｓｉｎ犆－犫－犮＝０．

（１）求犃；　　 （２）若犪＝２，且△犃犅犆的面积为槡３，求犫，犮．

２３．根据实际需要，利用本节所学的知识完成一次有关测量的实习作业，并写出实习报告 （包括

测量问题、测量工具、测得数据和计算过程及结论）．

４５
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海伦和秦九韶

古希腊的数学发展到亚历山大里亚时期，数学的应用性得到了很大的发展，

其突出的一点就是三角术的发展．三角术是人们为了建立定量的天文学，以便用

来预报天体的运行路线和位置以帮助报时，计算日历、航海和研究地理而产生的．

在解三角形的问题中，一个比较困难的问题是如何由三角形的三边犪，犫，犮

直接求出三角形的面积．据说这个问题最早是由古希腊数学家阿基米德解决的，

他得到了公式

犛＝ 狆（狆－犪）（狆－犫）（狆－犮槡 ），

这里狆＝
１

２
（犪＋犫＋犮）．

但现在人们常常以古希腊的数学家海伦 （Ｈｅｒｏｎ，约１世纪）的名字命名这

个公式，因为这个公式最早出现在海伦的著作 《测地术》中，公式的证明在海伦

的著作 《测量仪器》和 《度量术》中可以找到．海伦公式解决了由三角形的三边

直接求出三角形面积的问题，它具有轮换对称的特点，形式很美，大家很容易记

住它．

海伦是古希腊的数学家，他还是一位优秀的测绘工程师．他的代表作是 《度

量术》，此书讨论平面图形的面积、立体图形的体积，以及把图形分成几部分，

使所分成的各部分的面积或体积的比等于给定的比．《测量仪器》是他的另一本代

表作，其中描述的一种仪器，功能相当于现代的经纬仪．在此书中他还讨论了许

多测量问题，如怎样挖隧道，从山的两侧开始，找准方向，使隧道准确会合；确

定两点间高度的差；测量可望不可即的两点之间的距离；还有各种高度和距离的

测量问题．

我国南宋著名数学家秦九韶 （约１２０２—约１２６１）也发现了与海伦公式等价

的从三角形三边求面积的公式，他把这种方法称为 “三斜求积”．在他的著作 《数

书九章》卷五 “田域类”里有一个题目：“问有沙田一段，有三斜．其小斜一十三

里，中斜一十四里，大斜一十五里．里法三百步．欲知为田几何．”这道题实际上

就是已知三角形的三边长，求三角形的面积．《数书九章》中的求法是：“以小斜

幂并大斜幂减中斜幂，余半之，自乘于上．以小斜幂乘大斜幂减上，余四约之，

为实．一为从隅，开平方得积．”如果把以上这段文字写成公式，就是

犛＝
１

４
［犮２犪２－（犮

２＋犪２－犫２

２
）
２

］槡 ．

５５
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秦九韶独立推出了 “三斜求积”公式．它虽然与海伦公式形式上不一样，但

两者完全等价，从中可以充分说明我国古代学者已具有很高的数学水平．

秦九韶是我国古代数学家的杰出代表之一，他的 《数书九章》概括了宋元时

期中国传统数学的主要成就，尤其是系统总结和发展了高次方程的数值解法与一

次同余问题的解法，提出了相当完备的 “正负开方术”和 “大衍求一术”，对数

学发展产生了广泛的影响．秦九韶是一位既重视理论又重视实践，既善于继承又

勇于创新的数学家，他被国外科学史家赞誉为 “他那个民族，那个时代，并且确

实也是所有时代最伟大的数学家之一”．
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ZI [\)]^
向量是刻画现实世界中 “既有大小又有方向的量”的数学工具．本章我们类

比数及其运算，学习了向量及其运算，以及向量运算的几何意义，并用向量方

法解决了一些几何问题、物理问题，特别是用向量方法研究了任意三角形的边

角关系，得到了正弦定理、余弦定理．其研究的内容、过程是：向量现实背景、

几何背景—向量的概念—向量的运算和运算律—相关知识的联系—实际应用．

我们通过分析位移、力、速度等了解了向量的实际背景，引入了向量概念．

其中，位移是向量的最佳现实模型．定义向量概念时，我们首先明确了向量的内

涵 （大小、方向），并用有向线段表示向量，然后认识了单位向量、零向量等

“特殊”向量，明确了两个向量的平行、相等、共线等 “特殊关系”．这里，明

确数学对象的内涵及表示是定义一个数学对象的基本要求．

向量的运算，是 “带方向的量的运算”．这里，如何对方向进行运算是核心

问题．“位移的合成”很好地解释了 “两个方向之和”，以此为背景我们定义了向

量加法的三角形法则；而以 “力的合成”为背景定义了向量加法的平行四边形

法则．“定义了一种运算就要研究运算律”，向量加法满足交换律、结合律，而交

换律就是 “平行四边形的两组对边分别平行且相等”的向量表达式．

７５
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类比数犪的整数倍狀犪是狀个犪相加的总和，可以把狀个向量犪相加的总和

写为狀犪．一般地，实数λ与向量犪的乘积λ犪是一个向量，它所满足的运算律

（１）λ犪＋μ犪＝（λ＋μ）犪，（２）λ（μ犪）＝（λμ）犪，（３）λ（犪＋犫）＝λ犪＋λ犫与实数乘

法的运算律有所差异．这里有两个特别有用的结论：一是犽（犪＋犫）＝犽犪＋犽犫是

“相似三角形对应边的比等于相似比”的代数化形式；二是λ犪与犪共线，由此，

两个非零向量犪，犫共线 （平行）的充要条件是犪＝λ犫．其实，联系数轴概念，

如果设犲是与数轴犗狓的方向相同的单位向量，数轴上任意一点犘的坐标为狓，

那么犗犘
→
＝狓犲；反之也对．

以物理中力做功为背景，我们定义了两个向量的数量积，并研究了它的运

算律，其中分配律是非常重要的．向量数量积不同于向量的线性运算，因为它的

运算结果是数量，不是向量．向量数量积与距离、夹角等紧密相联，用它可以解

决一些涉及距离、夹角的几何问题．

为了彻底实现几何的代数化，需要进一步研究平面上点的向量表示问题．对

于平面α上任意一点犘，可以利用向量的加法和数乘向量，把平面α上的向量

犗犘
→
表示为犽１犪＋犽２犫 （其中向量犪，犫不共线），从而使它成为可运算的对象．在

解决几何问题时，这种表示发挥了基础性作用，因此我们把它叫做平面向量基

本定理．特别地，我们以 ｛犻，犼｝为基底，建立了平面直角坐标系犗狓狔中的向

量犗犃
→
与点犃的坐标间的一一对应．

通过本章的学习我们发现，与集合是一种特殊的运算对象类似，向量也是

一种不同于实数的运算对象，而向量运算与实数运算既有差别又有共性．在定义

向量的运算法则，探索其相应的运算律时，我们总是类比数及其运算来发现和

提出问题．因此，本章的学习对于提高我们对数学运算的认识水平，理解数学运

算和逻辑推理的关系等，都有很大的帮助．

用向量方法解决平面几何问题，其特色是仅用向量加法法则 （称为 “向量

回路”）、向量数乘的意义及其运算律、向量数量积的意义和运算律 （特别是相

互垂直的向量数量积为０），以及平面向量基本定理等４条基本法则、定理．与平

面几何有大量基本事实、定理比较，向量法在解决某些几何问题时简捷得多．例

如，利用 “三角形回路”犃犅
→
＋犅犆
→
＝犃犆
→
和数量积，我们非常快捷地得到了余弦

定理．

平面向量及其运算与空间向量及其运算紧密联系，与数及其运算也直接相

关，在其他学科 （特别是物理）中也有广泛应用．这种联系我们可以用下面的框

图表示．
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　　请你带着下面的问题，复习一下全章的内容吧！

１．向量的概念是什么？用有向线段如何表示一个向量？

２．你能说说向量的加法、减法、向量的数乘运算、向量的数量积是如何定

义的吗？

３．运算律是运算的灵魂．你能通过实例，说明向量的加法、向量的数乘运

算、向量的数量积有哪些运算律吗？这些运算律的几何意义是什么？这些运算

律与数的运算律的联系与区别是什么？

４．平面向量基本定理是什么？这个定理的意义是什么？你能说说什么是向

量的坐标表示吗？

５．你能用向量的坐标表示描述向量共线的条件吗？你能用向量的坐标表示

描述向量的长度及两个向量的夹角吗？

６．用向量方法解决平面几何问题要经过哪些步骤？要注意哪些问题？你能

通过实例说明如何选择基底吗？

７．你能通过实例，说明向量在物理中的应用吗？

８．回顾用向量方法推导正弦定理、余弦定理的过程，你能总结一下其中的

思想方法吗？

����

复习参考题６

１．判断下列命题是否正确 （正确的在括号内打 “√”，错误的打 “×”）．

（１）犃犅
→
＋犅犃
→
＝０． （　　）

（２）犃犅
→
＋犅犆
→
＝犃犆
→
． （　　）

（３）犃犅
→
－犃犆
→
＝犅犆
→
． （　　）

（４）０犃犅
→
＝０． （　　）

９５
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２．选择题

（１）如果犪，犫是两个单位向量，那么下列四个结论中正确的是 （　　）．

（Ａ）犪＝犫　　　　　　　　　　　　　　　（Ｂ）犪·犫＝１

（Ｃ）犪２≠犫２ （Ｄ） 犪 ２＝ 犫 ２

（２）对于任意两个向量犪和犫，下列命题中正确的是 （　　）．

（Ａ）若犪，犫满足 犪 ＞ 犫 ，且犪与犫同向，则犪＞犫

（Ｂ） 犪＋犫 ≤ 犪 ＋ 犫

（Ｃ） 犪·犫 ≥ 犪 犫

（Ｄ） 犪－犫 ≤ 犪 － 犫

（３）在四边形犃犅犆犇中，若犃犆
→
＝犃犅
→
＋犃犇
→ ，则 （　　）．

（Ａ）四边形犃犅犆犇是矩形 （Ｂ）四边形犃犅犆犇是菱形

（Ｃ）四边形犃犅犆犇是正方形 （Ｄ）四边形犃犅犆犇是平行四边形

（４）设犪是非零向量，λ是非零实数，下列结论中正确的是 （　　）．

（Ａ）犪与－λ犪的方向相反 （Ｂ） －λ犪 ≥ 犪

（Ｃ）犪与λ２犪的方向相同 （Ｄ） －λ犪 ＝λ 犪

（５）设犕 是犃犅犆犇的对角线的交点，犗为任意一点，则犗犃
→
＋犗犅
→
＋犗犆
→
＋犗犇
→
＝ （　　）．

（Ａ）犗犕
→
　　　　 （Ｂ）２犗犕

→ （Ｃ）３犗犕
→
　　　　 （Ｄ）４犗犕

→

（６）在下列各组向量中，可以作为基底的是 （　　）．

（Ａ）犲１＝（０，０），犲２＝（１，－２） （Ｂ）犲１＝（－１，２），犲２＝（５，７）

（Ｃ）犲１＝（３，５），犲２＝（６，１０） （Ｄ）犲１＝（２，－３），犲２＝（１
２
，－

３

４
）

３．已知六边形犃犅犆犇犈犉 为正六边形，且犃犆
→
＝犪，犅犇

→
＝犫，分别用犪，犫表示犇犈

→ ，犃犇
→ ，犅犆

→ ，

犈犉
→ ，犉犃

→ ，犃犅
→ ，犆犈

→
．

４．已知平面直角坐标系中，点犗为原点，犃（－３，－４），犅（５，－１２）．

（１）求犃犅
→ 的坐标及 犃犅

→ 的值；

（２）若犗犆
→
＝犗犃
→
＋犗犅
→ ，犗犇

→
＝犗犃
→
－犗犅
→ ，求犗犆

→ 与犗犇
→ 的坐标；

（３）求犗犃
→ ·犗犅

→ 的值．

５．已知点犃（１，１），犅（－１，０），犆（０，１）．若犃犅
→
＝犆犇
→ ，则点犇的坐标是什么？

６．已知向量犪＝（１，０），犫＝（１，１），犮＝（－１，０），求满足犮＝λ犪＋μ犫的λ和μ的值．

７．已知△犃犅犆的顶点坐标分别为犃（１，１），犅（４，１），犆（４，５），求ｃｏｓ犃，ｃｏｓ犅，ｃｏｓ犆的值．

８．已知向量犪＝（１，０），犫＝（１，１）．当λ为何值时，犪＋λ犫与犪垂直？

A

B C

D

F
F1

q b
F2

　 （第１０题）

９．已知向量犪 与犫 的夹角为３０°， 犪 槡＝ ３， 犫 ＝２，求

犪＋犫 ， 犪－犫 的值．

１０．如图，支座犃受犉１，犉２两个力的作用，已知犉１与水平线成

θ角， 犉１ ＝４０Ｎ，犉２沿水平方向， 犉２ ＝７０Ｎ，犉１与犉２

的合力犉的大小为１００Ｎ，求ｃｏｓθ以及犉与犉２的夹角β的

余弦值．

０６



第六章　平面向量及其应用

１１．在△犃犅犆中，分别根据下列条件解三角形 （角度精确到１′，边长精确到０．０１ｃｍ）：

（１）犪＝１２ｃｍ，犫＝５ｃｍ，犃＝１２０°；

（２）犪＝６ｃｍ，犫＝８ｃｍ，犃＝３０°；

（３）犪＝７ｃｍ，犫＝２３ｃｍ，犆＝１３０°；

（４）犪＝２ｃｍ，犫＝３ｃｍ，犮＝４ｃｍ．

１２．海中有一座小岛，周围３ｎｍｉｌｅ内有暗礁．一艘海轮由西向东航行，望见该岛在北偏东７５°；

海轮航行８ｎｍｉｌｅ以后，望见该岛在北偏东５５°．如果这艘海轮不改变航向继续前进，有没有

触礁的危险？

����

１３．选择题

（１）已知犪，犫是不共线的向量，且犃犅
→
＝犪＋５犫，犅犆

→
＝－２犪＋８犫，犆犇

→
＝３（犪－犫），则 （　　）．

（Ａ）犃，犅，犇三点共线 （Ｂ）犃，犅，犆三点共线

（Ｃ）犅，犆，犇三点共线 （Ｄ）犃，犆，犇三点共线

（２）已知正方形犃犅犆犇的边长为１，犃犅
→
＝犪，犅犆

→
＝犫，犃犆

→
＝犮，则 犪＋犫＋犮 ＝ （　　）．

（Ａ）０　　　　　　（Ｂ）３　　　　　　（Ｃ）槡２　　　　　　　（Ｄ） 槡２２

（３）已知犗犃
→
＝犪，犗犅

→
＝犫，犗犆

→
＝犮，犗犇

→
＝犱，且四边形犃犅犆犇为平行四边形，则 （　　）．

（Ａ）犪＋犫＋犮＋犱＝０ （Ｂ）犪－犫＋犮－犱＝０

（Ｃ）犪＋犫－犮－犱＝０ （Ｄ）犪－犫－犮＋犱＝０

（４）若犲１，犲２是夹角为６０°的两个单位向量，则犪＝２犲１＋犲２与犫＝－３犲１＋２犲２的夹角为 （　　）．

（Ａ）３０° （Ｂ）６０° （Ｃ）１２０° （Ｄ）１５０°

（５）已知等边三角形犃犅犆的边长为１，犅犆
→
＝犪，犆犃

→
＝犫，犃犅

→
＝犮，那么犪·犫＋犫·犮＋犮·犪＝

（　　）．

（Ａ）３ （Ｂ）－３ （Ｃ）
３

２
（Ｄ）－

３

２

（６）若向量犪，犫，犮两两的夹角相等，且犪 ＝１，犫 ＝１，犮 ＝３，则犪＋犫＋犮 ＝ （　　）．

（Ａ）２ （Ｂ）５ （Ｃ）２或５ （Ｄ）槡２或槡５

１４．已知犪，犫，犮，犱为非零向量，证明下列结论，并解释其几何意义．

（１）犪⊥犫 犪＋犫 ＝ 犪－犫 ；

（２）若犪＋犫＝犮，犪－犫＝犱，则 犪 ＝ 犫 犮⊥犱．

O

S

A

B

N

M

　 （第１６题）

１５．已知△犘１犘２犘３，向量犗犘１
→ ，犗犘２

→ ，犗犘３
→ 满足条件犗犘１

→
＋犗犘２
→
＋犗犘３
→
＝０，

犗犘１
→
＝ 犗犘２

→
＝ 犗犘３

→
．求证：△犘１犘２犘３是等边三角形．

１６．如图，已知犗犃
→
＝犪，犗犅

→
＝犫，任意点犕 关于点犃的对称点为犛，点犛关

于点犅的对称点为犖，用犪，犫表示向量犕犖
→
． （本题可以运用信息技术

发现规律）

１６



第六章　平面向量及其应用

１７．一个人骑自行车由Ａ地出发向东骑行了９ｋｍ到达Ｂ地，然后由Ｂ地向南偏东３０°方向骑行了

６ｋｍ到达Ｃ地，再从Ｃ地向北偏东３０°骑行了１６ｋｍ到达Ｄ地，求这个人由Ａ地到Ｄ地的

位移 （角度精确到１°）．


���

θ

A

B

E

l

C

D

　 （第１９题）

１８．设计一种借助两个观察点犆，犇 （其中犆，犇 之间的距离是犱）

测量航船的航向与速度的方法．

１９．如图，直线犾与△犃犅犆的边犃犅，犃犆 分别相交于点犇，犈．设

犃犅＝犮，犅犆＝犪，犆犃＝犫，∠犃犇犈＝θ，请用向量方法探究θ与

△犃犅犆的边和角之间的等量关系．

２６



数学探究　用向量法研究三角形的性质

����

用向量法研究三角形的性质

我们知道，向量集数与形于一身，每一种向量运算都有相应的几何意义．例如，向量

加法和三角形、平行四边形有密切联系，数乘向量和平行、图形的相似有密切联系，而向

量的数量积与距离、夹角有密切联系．向量运算与几何图形性质的这种内在联系，使我们

自然地想到：利用向量运算研究几何图形的性质，是否会更加方便、简捷呢？

在前面的学习中我们看到， “有了运算，向量的力量无限”．实际上，通过向量运算

证明某些几何图形的性质，比平面几何的 “从图形的已知性质推出待证的性质”简便多

了．例如，平面几何中证明勾股定理时，需要添加辅助线、构造正方形等，不仅复杂，而

且不容易想到．但用向量法，我们有：

如图１，在Ｒｔ△犃犅犆中，∠犆＝９０°．根据向量的加法法则，有

A

BC

图１

犃犅
→
＝犃犆
→
＋犆犅
→
．

所以　犃犅
→ ２＝犃犆

→ ２＋犆犅
→ ２＋２犃犆

→
·犆犅
→
．

因为　犆犅
→
⊥犃犆
→
，

所以　犃犆
→
·犆犅
→
＝０．

因此　犃犅
→ ２＝犃犆

→ ２＋犆犅
→ ２．

这个证明仅仅用到了 “三角形回路 （向量加法）”和数量积运算，

而且证明过程是程序化的，充分体现了向量运算的作用，确实简单多了．

下面请同学们以向量为工具，展开一次数学探究之旅吧．

TI _`$abc O"#5d`efg$hi

三角形是简单而重要的平面图形，它是平面几何研究的主角．初中我们对三角形进行

了较深入的研究，获得了许多性质．在数学研究中，常常用新的工具、新的方法对已研究

过的对象进行再研究，这不仅可以站在新的高度重新审视研究对象，加深对数学对象的认

识，而且可以有所发现．因此，以向量为工具对三角形进行再研究是非常有意义的．

１．回顾初中研究三角形的过程，从研究的思路、内容、方法等角度进行梳理，并列

出已经得到的结论．

２．用向量方法对已证的结论进行证明，总结用向量方法处理几何问题的基本程序，

并与平面几何中的推理论证过程进行比较，阐述各自的特点．

３６
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３．用向量方法证明以往未加证明或你自己新发现的结论．

例如，在八年级，我们曾经学过三角形的中线，知道 “三角形的三条中线相交于一

点，这个交点叫做三角形的重心”．而物理学知识告诉我们，重心是物体各部分所受重力

的合力的作用点，形状规则且密度均匀的物体的重心就是它的几何中心．“重心”是几何

学和物理学的共同研究对象，应该是很重要的，但我们对它知之甚少．那么，它到底有哪

些神秘的性质呢？

其实，从严谨性的角度看，三角形的两条中线相交于一点是肯定的，但第三条中线是

否经过这个交点是需要证明的．下面我们就用向量方法来探究它是否成立．

A

B

EF

CD

O

图２

如图２，在△犃犅犆中，犇，犈，犉 分别是犅犆，犆犃，犃犅 的中

点，设犅犈，犆犉交于一点犗，连接犃犗，犗犇．

取犗犅
→
，犗犆
→
为基底，并设犈犗

→
＝狋１犗犅

→
，犉犗
→
＝狋２犗犆

→
，则

犈犆
→
＝犈犗
→
＋犗犆
→
＝狋１犗犅

→
＋犗犆
→
；

犉犅
→
＝犉犗
→
＋犗犅
→
＝狋２犗犆

→
＋犗犅
→
．

　　基底可以有不同的选

择，你可以选择其他基底

试一试．

所以

犅犆
→
＝犃犆
→
－犃犅
→
＝２犈犆

→
－２犉犅

→

＝２（狋１犗犅
→
＋犗犆
→
）－２（狋２犗犆

→
＋犗犅
→
）

＝２（狋１－１）犗犅
→
－２（狋２－１）犗犆

→
．

又因为犅犆
→
＝犗犆
→
－犗犅
→
，所以由平面向量基本定理，得

２狋１－１（ ）＝－１，

２狋２－１（ ）＝－１．
烅
烄

烆

解得

狋１＝
１

２
，狋２＝

１

２
．

所以

犈犗
→
＝
１

２
犗犅
→
，犉犗
→
＝
１

２
犗犆
→
．

因此

犃犗
→
＝犉犗
→
－犉犃
→
＝犉犗
→
＋犉犅
→

＝犉犗
→
＋犉犗
→
＋犗犅
→
＝犗犆
→
＋犗犅
→
，

犗犇
→
＝犅犇
→
－犅犗
→
＝
１

２
犅犆
→
＋犗犅
→

＝
１

２
犗犆
→
－犗犅
→

（ ）＋犗犅
→
＝
１

２
犗犆
→
＋犗犅
→

（ ）．

于是

犃犗
→
＝２犗犇

→
．

４６
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这样，犃犗
→
与犗犇
→
共线，即犃犇是△犃犅犆的犅犆边上的中线，且过犅犈，犆犉的交点犗．

所以，“三角形的三条中线交于一点”成立．

另外，你有没有发现，犈犗
→
＝
１

２
犗犅
→
，犉犗
→
＝
１

２
犗犆
→
，犇犗
→
＝
１

２
犗犃
→
．这表明：三角形的重

心分每条中线为１∶２的两条线段，即三角形的重心是中线的三等分点．这样，我们在证

明三角形的三条中线交于一点的过程中，“顺便”得到了三角形的一个重要性质．是不是

很有趣？

如果把眼光聚焦在三角形的边、外心、中线、重心、角平分线、内心、高、垂心等，

你还可以发现更多的性质．

ZI j_`kl$mn

以独立探究和小组合作相结合的方式开展探究活动．

建议按如下步骤完成：

１．小组集体讨论探究方案，确定研究思路；

２．小组成员各自开展独立探究，并以专题作业的形式撰写研究报告；

３．小组内进行交流讨论，完善研究成果，并形成一份小组研究报告；

４．全班进行成果交流、评价．

eI d`op$q^gr

用向量法研究三角形的性质

年级 班 完成时间：

１．本课题组的成员姓名

２．发现的数学结论及发现过程概述

３．证明思路及其形成过程描述

５６
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续表

４．结论的证明或否定

５．用向量方法探索几何图形性质的一般步骤

６．收获与体会

６６



第七章

复数

我们知道，对于实系数一元二次方程犪狓２＋犫狓＋犮＝０（犪≠０），

当Δ＝犫
２－４犪犮＜０时没有实数根．因此，在研究代数方程的过程

中，如果限于实数集，有些问题就无法解决．事实上，数学家在

研究解方程问题时早就遇到了负实数的开平方问题，但他们一直

在回避．到１６世纪，数学家在研究实系数一元三次方程的求根公

式时，再也无法回避这个问题了，于是开始尝试解决．在解决这

个问题的过程中，数学家们遇到了许多困扰，例如负实数到底能

不能开平方？如何开平方？负实数开平方的意义是什么？等等．

本章我们将体会数学家排除这些困扰的思想，通过解方程等

具体问题，感受引入复数的必要性，了解从实数系到复数系的扩

充过程和方法，研究复数的表示、运算及其几何意义，体会

“数”与 “形”的融合，感受人类理性思维在数系扩充中的作用．



第七章　复数

７１　复数的概念

在解决求判别式小于０的实系数一元二次方程根的问题

时，一个自然的想法是，能否像引进无理数而把有理数集扩

充到实数集那样，通过引进新的数而使实数集得到扩充，从

而使方程变得可解呢？复数概念的引入与这种想法直接相关．

想一想，这是为什么？

７１１!9s$tuvw9$*+

从方程的角度看，负实数能不能开平方，就是方程

狓２＋犪＝０ （犪＞０）有没有解，进而可以归结为方程狓２＋

１＝０有没有解．

��

我们知道，方程狓２＋１＝０在实数集中无解．联系从自然数集到实数集的扩充过

程，你能给出一种方法，适当扩充实数集，使这个方程有解吗？

　　ｉ是数学家欧拉 （Ｌｅ

ｏｎｈａｒｄＥｕｌｅｒ，１７０７—１７８３）

最早引入的，它取自ｉｍａｇ

ｉｎａｒｙ（想象的，假想的）一

词的词头．ｉ２＝ｉ·ｉ．

回顾已有的数集扩充过程，可以看到，每一次扩充都与

实际需求密切相关．例如，为了解决正方形对角线的度量，

以及狓２－２＝０这样的方程在有理数集中无解的问题，人们

把有理数集扩充到了实数集．数集扩充后，在实数集中规定

的加法运算、乘法运算，与原来在有理数集中规定的加法运

算、乘法运算协调一致，并且加法和乘法都满足交换律和结

合律，乘法对加法满足分配律．

依照这种思想，为了解决狓２＋１＝０这样的方程在实数

系中无解的问题，我们设想引入一个新数ｉ，使得狓＝ｉ是方

程狓２＋１＝０的解，即使得ｉ２＝－１．

	�

把新引进的数ｉ添加到实数集中，我们希望数ｉ和实数之间仍然能像实数那样进

行加法和乘法运算，并希望加法和乘法都满足交换律、结合律，以及乘法对加法满足

分配律．那么，实数系经过扩充后，得到的新数系由哪些数组成呢？

８６
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依照以上设想，把实数犫与ｉ相乘，结果记作犫ｉ；把实数犪与犫ｉ相加，结果记作犪＋

犫ｉ．注意到所有实数以及ｉ都可以写成犪＋犫ｉ（犪，犫∈犚）的形式，从而这些数都在扩充后的

新数集中．

我们把形如犪＋犫ｉ（犪，犫∈犚）的数叫做复数 （ｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒ），其中ｉ叫做虚数单

位 （ｉｍａｇｉｎａｒｙｕｎｉｔ）．全体复数构成的集合犆＝犪＋犫ｉ｜犪，犫∈犚｛ ｝叫做复数集 （ｓｅｔｏｆｃｏｍ

ｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒｓ）．这样，方程狓２＋１＝０在复数集犆中就有解狓＝ｉ了．

复数通常用字母狕表示，即狕＝犪＋犫ｉ（犪，犫∈犚）．以后不作特殊说明时，复数狕＝犪＋

犫ｉ都有犪，犫∈犚，其中的犪与犫分别叫做复数狕的实部 （ｒｅａｌｐａｒｔ）与虚部 （ｉｍａｇｉｎａｒｙ

ｐａｒｔ）．

在复数集犆＝犪＋犫ｉ｜犪，犫∈犚｛ ｝中任取两个数犪＋犫ｉ，犮＋犱ｉ（犪，犫，犮，犱∈犚），我们

规定：

犪＋犫ｉ与犮＋犱ｉ相等当且仅当犪＝犮且犫＝犱．

对于复数犪＋犫ｉ（犪，犫∈犚），当且仅当犫＝０时，它是实数；当且仅当犪＝犫＝０时，

它是实数０；当犫≠０时，它叫做虚数 （ｉｍａｇｉｎａｒｙｎｕｍｂｅｒ）；当犪＝０且犫≠０时，它叫做

纯虚数．

例如，３＋２ｉ，
１

２
－槡３ｉ，－槡３－

１

２
ｉ，－０．２ｉ都是虚数，它们的实部分别是３，

１

２
，

－槡３，０，虚部分别是２，－槡３，－
１

２
，－０．２，并且其中只有－０．２ｉ是纯虚数．

	�

复数集犆与实数集犚之间有什么关系？

���
���

���
����

　图７．１１

显然，实数集犚是复数集犆的真子集，即犚犆．

这样，复数狕＝犪＋犫ｉ（犪，犫∈犚）可以分类如下：

复数
实数犫＝０（ ），

虚数犫≠０（ ）当犪＝０时为纯虚数（ ）．
烅
烄

烆

复数集、实数集、虚数集、纯虚数集之间的关系，

可用图７．１１表示．

例１　当实数犿取什么值时，复数狕＝犿＋１＋（犿－１）ｉ是下列数？

（１）实数；（２）虚数；（３）纯虚数．

分析：因为犿∈犚，所以犿＋１，犿－１都是实数．由复数狕＝犪＋犫ｉ（犪，犫∈犚）是实

数、虚数和纯虚数的条件可以确定犿的取值．

解：（１）当犿－１＝０，即犿＝１时，复数狕是实数．

９６
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（２）当犿－１≠０，即犿≠１时，复数狕是虚数．

（３）当犿＋１＝０，且犿－１≠０，即犿＝－１时，复数狕是纯虚数．

��

１．说出下列复数的实部和虚部：

－２＋
１

３
ｉ，槡２＋ｉ，

槡２

２
， 槡－３ｉ，ｉ，０．

２．指出下列各数中，哪些是实数，哪些是虚数，哪些是纯虚数．为什么？

２＋
　
槡７，０．６１８，

２

７
ｉ，０，ｉ，５ｉ＋８， 槡３－９２ｉ，ｉ（ 槡１－３），槡 槡２－２ｉ．

３．求满足下列条件的实数狓，狔的值：

（１）（狓＋狔）＋（狔－１）ｉ＝（２狓＋３狔）＋（２狔＋１）ｉ；　 （２）（狓＋狔－３）＋（狓－２）ｉ＝０．

７１２! 12.+,34

我们知道，实数与数轴上的点一一对应，因此实数可以用数轴上的点来表示．复数有

什么几何意义呢？

	�

根据复数相等的定义，任何一个复数狕＝犪＋犫ｉ都可以由一个有序实数对 （犪，犫）

唯一确定；反之也对．由此你能想到复数的几何表示方法吗？

aO

b

x

y

Z:a+bi

图７．１２

因为任何一个复数狕＝犪＋犫ｉ都可以由一个有序实数对 （犪，

犫）唯一确定，并且任给一个复数也可以唯一确定一个有序实数

对，所以复数狕＝犪＋犫ｉ与有序实数对 （犪，犫）是一一对应的．而

有序实数对 （犪，犫）与平面直角坐标系中的点是一一对应的，所

以复数集与平面直角坐标系中的点集之间可以建立一一对应关系．

如图７．１２，点犣的横坐标是犪，纵坐标是犫，复数狕＝犪＋犫ｉ

可用点犣（犪，犫）表示．这个建立了直角坐标系来表示复数的平面

叫做复平面，狓轴叫做实轴，狔轴叫做虚轴．显然，实轴上的点都

表示实数；除了原点外，虚轴上的点都表示纯虚数．

例如，复平面内的原点 （０，０）表示实数０，实轴上的点

（２，０）表示实数２，虚轴上的点 （０，－１）表示纯虚数－ｉ，点

（－２，３）表示复数－２＋３ｉ等．

０７
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按照这种表示方法，每一个复数，有复平面内唯一的一个点和它对应；反过来，复平

面内的每一个点，有唯一的一个复数和它对应．由此可知，复数集犆中的数与复平面内的

点按如下方式建立了一一对应关系

复数狕＝犪＋犫ｉ
���	 复平面内的点犣（犪，犫）

这是复数的一种几何意义．

	�

在平面直角坐标系中，每一个平面向量都可以用一个有序实数对来表示，而有序

实数对与复数是一一对应的．你能用平面向量来表示复数吗？

　　在本书的第六章，我

们提到复数的这种几何表

示是由韦塞尔在１７９７年

提出的．后来，阿尔冈出

书对此进行讨论，并得到

高斯的认同，因此这种几

何表 示 也 称 阿 尔 冈 图

（Ａｒｇａｎｄｄｉａｇｒａｍ）．正是

这种直观的几何表示，揭

开了复数的神秘的、不可

思议的 “面纱”，确立了

复数在数学中的地位．

aO

b

x

y

Z:a+bi

图７．１３

如图７．１３，设复平面内的点犣表

示复数狕＝犪＋犫ｉ，连接犗犣，显然向量

犗犣
→
由点犣唯一确定；反过来，点犣也

可以由向量犗犣
→
唯一确定．因此，复数集

犆中的数与复平面内以原点为起点的向

量建立了如下一一对应关系 （实数０与

零向量对应），即

复数狕＝犪＋犫ｉ
���	 平面向量犗犣

→

这是复数的另一种几何意义．

为方便起见，我们常把复数狕＝犪＋犫ｉ说成点犣或说成

向量犗犣
→
，并且规定，相等的向量表示同一个复数．

图７．１３中向量犗犣
→
的模叫做复数狕＝犪＋犫ｉ的模 （ｍｏｄｕ

ｌｕｓｏｆａｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒ）或绝对值，记作狕 或犪＋犫ｉ．即

狕 ＝犪＋犫ｉ＝ 犪２＋犫槡 ２，

其中犪，犫∈犚．

如果犫＝０，那么狕＝犪＋犫ｉ是一个实数犪，它的模就等于犪 （犪的绝对值）．

例２　设复数狕１＝４＋３ｉ，狕２＝４－３ｉ．

（１）在复平面内画出复数狕１，狕２对应的点和向量；

（２）求复数狕１，狕２的模，并比较它们的模的大小．

解： （１）如图７．１４，复数狕１，狕２ 对应的点分别为犣１，犣２，对应的向量分别为

犗犣１
→
，犗犣２

→
．

１７
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　　点犣１，犣２ 有怎样的

关系？O x

y

-1
1 2 3 4

1

2

3

-2

-3 Z2 4 -3	 



Z1 4 3	 



图７．１４

（２）狕１ ＝ ４＋３ｉ＝ ４２＋３槡 ２＝５，

狕２ ＝ ４－３ｉ＝ ４２＋（－３）槡 ２＝５．

所以狕１ ＝狕２ ．

一般地，当两个复数的实部相等，虚部互为相反数时，这两个复数叫做互为共轭复数

（ｃｏｎｊｕｇａｔｅｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒ）．虚部不等于０的两个共轭复数也叫做共轭虚数．复数狕的共

轭复数用狕－表示，即如果狕＝犪＋犫ｉ，那么狕－＝犪－犫ｉ．

	�

如果狕１，狕２是共轭复数，那么在复平面内它们所对应的点有怎样的关系？

例３　设狕∈犆，在复平面内狕对应的点为犣，那么满足下列条件的点犣的集合是什

么图形？

（１）狕 ＝１；　　　　 （２）１＜狕 ＜２．

O x

y

1 2

　图７．１５

解：（１）由狕 ＝１得，向量犗犣
→
的模等于１，所以满足条

件狕 ＝１的点犣的集合是以原点犗为圆心，以１为半径的圆．

（２）不等式１＜狕 ＜２可化为不等式组
狕 ＜２，

狕 ＞１．
烅
烄

烆

不等式狕 ＜２的解集是圆狕 ＝２的内部所有的点组成的

集合，不等式狕 ＞１的解集是圆狕 ＝１外部所有的点组成的

集合，这两个集合的交集，就是上述不等式组的解集，也就是

满足条件１＜狕 ＜２的点犣的集合．容易看出，所求的集合是

以原点犗为圆心，以１及２为半径的两个圆所夹的圆环，但不

包括圆环的边界 （图７．１５）．

２７
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��

H

D

O

B

EF

C
A

G

x

y

（第１题）

１．说出图中复平面内各点所表示的复数 （每个小方格的边长为１）．

２．在复平面内，描出表示下列复数的点：

（１）２＋５ｉ；　　　（２）－３＋２ｉ；　　　（３）２－４ｉ；

（４）－３－ｉ； （５）５； （６）－３ｉ．

３．已知复数２＋ｉ，－２＋４ｉ，－２ｉ，４，
３

２
－４ｉ，

（１）在复平面内画出这些复数对应的向量；

（２）求这些复数的模．

����

习题７．１

１．符合下列条件的复数一定存在吗？若存在，请举出例子；若不存在，请说明理由．

（１）实部为 槡－２的虚数；

（２）虚部为 槡－２的虚数；

（３）虚部为 槡－２的纯虚数．

２．当实数犿取什么值时，复数（犿２－５犿＋６）＋（犿２－３犿）ｉ是下列数？

（１）实数；

（２）虚数；

（３）纯虚数．

３．求适合下列方程的实数狓与狔的值：

（１）（３狓＋２狔）＋（５狓－狔）ｉ＝１７－２ｉ；　　　（２）（狓＋狔－３）＋（狓－４）ｉ＝０．

４．如果犘是复平面内表示复数犪＋犫ｉ（犪，犫∈犚）的点，分别指出在下列条件下点犘的位置．

（１）犪＞０，犫＞０； （２）犪＜０，犫＞０；

（３）犪＝０，犫≤０； （４）犫＜０．

５．求复数狕１＝３＋４ｉ及狕２＝
１

２
槡－２ｉ的模，并比较它们的模的大小．

����

６．当实数犿取什么值时，复平面内表示复数狕＝（犿２－８犿＋１５）＋（犿２－５犿－１４）ｉ的点分别满足

下列条件？

（１）位于第四象限；

（２）位于第一象限或第三象限；

（３）位于直线狔＝狓上．

３７
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７．在复平面内，犗是原点，向量犗犃
→ 对应的复数是２＋ｉ．

（１）如果点犃关于实轴的对称点为点犅，求向量犗犅
→ 对应的复数；

（２）如果 （１）中点犅关于虚轴的对称点为点犆，求点犆对应的复数．

８．设狕∈犆，在复平面内狕对应的点为犣，那么满足下列条件的点犣的集合是什么图形？

（１） 狕 ＝３； （２）２≤ 狕 ＜５．

９．如果复数狕的实部为正数，虚部为３，那么在复平面内，复数狕对应的点应位于怎样的图

形上？


���

１０．已知复数狕的虚部为槡３，在复平面内复数狕对应的向量的模为２，求这个复数狕．

１１．在复平面内指出与复数狕１＝１＋２ｉ，狕２ 槡 槡＝ ２＋ ３ｉ，狕３ 槡 槡＝ ３－ ２ｉ，狕４＝－２＋ｉ对应的点犣１，

犣２，犣３，犣４．判断这４个点是否在同一个圆上，并证明你的结论．

４７
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７２　复数的四则运算

在上一节，我们把实数集扩充到了复数集．引入新数集

后，就要研究其中的数之间的运算．下面就来讨论复数集中

的运算问题．

７２１!w9$4I 867Fz,-xy

我们规定，复数的加法法则如下：

设狕１＝犪＋犫ｉ，狕２＝犮＋犱ｉ（犪，犫，犮，犱∈犚）是任意两个复数，那么它们的和

（犪＋犫ｉ）＋（犮＋犱ｉ）＝（犪＋犮）＋（犫＋犱）ｉ．

很明显，两个复数的和仍然是一个确定的复数．特别地，当狕１，狕２都是实数时，把它

们看作复数时的和就是这两个实数的和．

可以看出，两个复数相加，类似于两个多项式相加．

	�

复数的加法满足交换律、结合律吗？

容易得到，对任意狕１，狕２，狕３∈犆，有

狕１＋狕２＝狕２＋狕１，

（狕１＋狕２）＋狕３＝狕１＋（狕２＋狕３）．

��

我们知道，复数与复平面内以原点为起点的向量一一对应．而我们讨论过向量加

法的几何意义，你能由此出发讨论复数加法的几何意义吗？

设犗犣１
→
，犗犣２

→
分别与复数犪＋犫ｉ，犮＋犱ｉ对应，则犗犣１

→
＝犪，犫（ ），犗犣２

→
＝犮，犱（ ）．由平

面向量的坐标运算法则，得

犗犣１
→
＋犗犣２

→
＝（犪＋犮，犫＋犱）．

这说明两个向量犗犣１
→
与犗犣２

→
的和就是与复数（犪＋犮）＋（犫＋犱）ｉ对应的向量．因此，复数的

加法可以按照向量的加法来进行 （图７．２１），这就是复数加法的几何意义．

５７
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O x

y

Z

Z2 c d	 



Z1 a b	 



图７．２１

	�

我们知道，实数的减法是加法的逆运算．类比实数减法的意义，你认为该如何定

义复数的减法？

我们规定，复数的减法是加法的逆运算，即把满足

（犮＋犱ｉ）＋（狓＋狔ｉ）＝犪＋犫ｉ

的复数狓＋狔ｉ（狓，狔∈犚）叫做复数犪＋犫ｉ（犪，犫∈犚）减去复数犮＋犱ｉ（犮，犱∈犚）的差，

记作（犪＋犫ｉ）－（犮＋犱ｉ）．

根据复数相等的含义，

犮＋狓＝犪，犱＋狔＝犫，

因此

狓＝犪－犮，狔＝犫－犱，

所以

狓＋狔ｉ＝（犪－犮）＋（犫－犱）ｉ，

即

（犪＋犫ｉ）－（犮＋犱ｉ）＝（犪－犮）＋（犫－犱）ｉ．

这就是复数的减法法则．由此可见，两个复数的差是一个确定的复数．可以看出，两

个复数相减，类似于两个多项式相减．

��

类比复数加法的几何意义，你能得出复数减法的几何意义吗？

例１　计算（５－６ｉ）＋（－２－ｉ）－（３＋４ｉ）．

解：（５－６ｉ）＋（－２－ｉ）－（３＋４ｉ）

＝（５－２－３）＋（－６－１－４）ｉ

＝－１１ｉ．
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例２　根据复数及其运算的几何意义，求复平面内的两点犣１（狓１，狔１），犣２（狓２，狔２）

之间的距离．

分析：由于复平面内的点犣１（狓１，狔１），犣２（狓２，狔２）对应的复数分别为狕１＝狓１＋

狔１ｉ，狕２＝狓２＋狔２ｉ，由复数减法的几何意义知，复数狕２－狕１对应的向量为犣１犣２
→
，从而点

犣１，犣２之间的距离为 犣１犣２
→
＝狕２－狕１ ．

解：因为复平面内的点犣１（狓１，狔１），犣２（狓２，狔２）对应的复数分别为狕１＝狓１＋狔１ｉ，

狕２＝狓２＋狔２ｉ，所以点犣１，犣２之间的距离为

犣１犣２ ＝ 犣１犣２
→
＝狕２－狕１ ＝ （狓２＋狔２ｉ）－（狓１＋狔１ｉ）

＝ （狓２－狓１）＋（狔２－狔１）ｉ

＝ （狓２－狓１）２＋（狔２－狔１）槡 ２．

��

１．计算：

O x

y

Z(a,b)

1
-1

2 3

1

2

3

-1-2

（第２题）

（１）（２＋４ｉ）＋（３－４ｉ）；　　　　　　　　（２）５－（３＋２ｉ）；

（３）（－３－４ｉ）＋（２＋ｉ）－（１－５ｉ）； （４）（２－ｉ）－（２＋３ｉ）＋４ｉ．

２．如图，向量犗犣
→ 对应的复数是狕，分别作出下列运算的结果对应的向量：

（１）狕＋１；　　　　　 （２）狕－ｉ； （３）狕＋（－２＋ｉ）．

３．证明复数的加法满足交换律、结合律．

４．求复平面内下列两个复数对应的两点之间的距离：

（１）狕１＝２＋ｉ，狕２＝３－ｉ； （２）狕３＝８＋５ｉ，狕４＝４＋２ｉ．

７２２! 12.56 789

我们规定，复数的乘法法则如下：

设狕１＝犪＋犫ｉ，狕２＝犮＋犱ｉ（犪，犫，犮，犱∈犚）是任意两个复数，那么它们的积

（犪＋犫ｉ）（犮＋犱ｉ）＝犪犮＋犫犮ｉ＋犪犱ｉ＋犫犱ｉ２

＝（犪犮－犫犱）＋（犪犱＋犫犮）ｉ．

很明显，两个复数的积是一个确定的复数．特别地，当狕１，狕２都是实数时，把它们看

作复数时的积就是这两个实数的积．

可以看出，两个复数相乘，类似于两个多项式相乘，只要在所得的结果中把ｉ２换成

－１，并且把实部与虚部分别合并即可．

	�

复数的乘法是否满足交换律、结合律？乘法对加法满足分配律吗？
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容易得到，对于任意狕１，狕２，狕３∈犆，有

狕１狕２＝狕２狕１，

（狕１狕２）狕３＝狕１（狕２狕３），

狕１（狕２＋狕３）＝狕１狕２＋狕１狕３．

例３　计算 （１－２ｉ）（３＋４ｉ）（－２＋ｉ）．

解：（１－２ｉ）（３＋４ｉ）（－２＋ｉ）

＝（１１－２ｉ）（－２＋ｉ）

＝－２０＋１５ｉ．

　　?指的是与实数系中

的乘法公式相对应的公式．

　　若狕１，狕２ 是共轭复

数，则狕１狕２ 是一个怎样

的数？

例４　计算：

（１）（２＋３ｉ）（２－３ｉ）；　　　　　 （２）（１＋ｉ）２．

分析：本例可以用复数的乘法法则计算，也可以用乘法

公式?计算．

解：（１）（２＋３ｉ）（２－３ｉ）

　　　＝２２－（３ｉ）２

　　　＝４－（－９）

　　　＝１３；

（２）（１＋ｉ）２＝１＋２ｉ＋ｉ２

　＝１＋２ｉ－１

　＝２ｉ．

��

类比实数的除法是乘法的逆运算，我们规定复数的除法是乘法的逆运算．请探求

复数除法的法则．

复数除法的法则是：

（犪＋犫ｉ）÷（犮＋犱ｉ）＝
犪犮＋犫犱

犮２＋犱２
＋
犫犮－犪犱

犮２＋犱２
ｉ（犪，犫，犮，犱∈犚，且犮＋犱ｉ≠０）．

由此可见，两个复数相除 （除数不为０），所得的商是一个确定的复数．

在进行复数除法运算时，通常先把 （犪＋犫ｉ）÷（犮＋犱ｉ）写成
犪＋犫ｉ

犮＋犱ｉ
的形式，再把分子

与分母都乘分母的共轭复数犮－犱ｉ，化简后就可得到上面的结果．这里分子、分母都乘分

母的 “实数化因式”（共轭复数），从而使分母 “实数化”．

８７
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例５　计算（１＋２ｉ）÷（３－４ｉ）．

解：（１＋２ｉ）÷（３－４ｉ）＝
１＋２ｉ

３－４ｉ

＝
（１＋２ｉ）（３＋４ｉ）
（３－４ｉ）（３＋４ｉ）

＝
３－８＋６ｉ＋４ｉ

３２＋４２

＝
－５＋１０ｉ

２５
＝－
１

５
＋
２

５
ｉ．

例６　在复数范围内解下列方程：

（１）狓２＋２＝０；

（２）犪狓２＋犫狓＋犮＝０，其中犪，犫，犮∈犚，且犪≠０，Δ＝犫２－４犪犮＜０．

分析：利用复数的乘法容易得到 （１）中方程的根．对于 （２），当Δ＝犫２－４犪犮＜０时，

一元二次方程犪狓２＋犫狓＋犮＝０无实数根．利用求解一元二次方程的 “根本大法”———配方

法，类似于 （１），就能在复数范围内求得 （２）中方程的根．

解：（１）因为 槡２ｉ（ ）２＝ －槡２ｉ（ ）２＝－２，所以方程狓２＋２＝０的根为狓＝±槡２ｉ．

（２）将方程犪狓２＋犫狓＋犮＝０的二次项系数化为１，得

狓２＋
犫

犪
狓＋
犮

犪
＝０．

配方，得

（狓＋犫
２犪
）
２

＝
犫２－４犪犮

４犪２
，

即

（狓＋犫
２犪
）
２

＝－
－（犫２－４犪犮）

（２犪）２
．

由Δ＜０，知
－（犫２－４犪犮）

（２犪）２
＝
－Δ
（２犪）２

＞０．类似 （１），可得

狓＋
犫

２犪
＝±

－（犫２－４犪犮槡 ）

２犪
ｉ．

所以原方程的根为狓＝－
犫

２犪
±
－（犫２－４犪犮槡 ）

２犪
ｉ．

在复数范围内，实系数一元二次方程犪狓２＋犫狓＋犮＝０（犪≠０）的求根公式为：

（１）当Δ≥０时，狓＝
－犫± 犫２－４槡 犪犮

２犪
；

（２）当Δ＜０时，狓＝
－犫± －（犫２－４犪犮槡 ）ｉ

２犪
．
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	�

根据复数的加法法则、乘法法则，你能说明实数系经过扩充后得到的新数集就是

复数集犆吗？

��

１．计算：

（１）（７－６ｉ）（－３ｉ）；　　　　　　　　　　　　（２）（３＋４ｉ）（－２－３ｉ）；

（３）（１＋２ｉ）（３－４ｉ）（－２－ｉ）．

２．计算：

（１）（槡 槡３＋２ｉ）（ 槡 槡－３＋２ｉ）； （２）（１－ｉ）２；

（３）ｉ（２－ｉ）（１－２ｉ）．

３．计算：

（１）
１＋ｉ

１－ｉ
； （２）

１

ｉ
；

（３）
７＋ｉ

３＋４ｉ
； （４）

（－１＋ｉ）（２＋ｉ）

－ｉ
．

４．在复数范围内解下列方程：

（１）９狓２＋１６＝０； （２）狓２＋狓＋１＝０．

����

习题７．２

１．计算：

（１）（６－５ｉ）＋（３＋２ｉ）； （２）５ｉ－（２＋２ｉ）；

（３）
２

３
＋ｉ（ ）＋１－２３ｉ（ ）－ １

２
＋
３

４
ｉ（ ）； （４）（０．５＋１．３ｉ）－（１．２＋０．７ｉ）＋（１－０．４ｉ）．

２．在复平面内，复数６＋５ｉ，－３＋４ｉ对应的向量分别是犗犃
→ ，犗犅

→ ，其中犗是原点，求向量犃犅
→ ，

犅犃
→ 对应的复数．

３．计算：

（１）（－８－７ｉ）（－３ｉ）； （２）（４－３ｉ）（－５－４ｉ）；

（３） －
１

２
＋
槡３

２
ｉ（ ）（１＋ｉ）； （４） 槡３

２
ｉ－
１

２（ ）－１２＋槡３２ｉ（ ）；
（５）（１＋ｉ）（１－ｉ）＋（－１＋ｉ）．

０８
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４．计算：

（１）
２ｉ

２－ｉ
；　　　　 （２）

２＋ｉ

７＋４ｉ
； （３）

１
（２－ｉ）２

；　　　　 （４）
５（４＋ｉ）２

ｉ（２＋ｉ）
．

����

５．四边形犃犅犆犇是复平面内的平行四边形，犃，犅，犆三点对应的复数分别是１＋３ｉ，－ｉ，２＋ｉ，

求点犇对应的复数．

６．在复数范围内解下列方程：

（１）狓２＋４狓＋５＝０； （２）２狓２－３狓＋４＝０．

７．已知２ｉ－３是关于狓的方程２狓２＋狆狓＋狇＝０的一个根，求实数狆，狇的值．


���

８．利用公式犪２＋犫２＝（犪＋犫ｉ）（犪－犫ｉ），把下列各式分解成一次因式的积：

（１）狓２＋４； （２）犪４－犫４．

９．若狕＝狓＋狔ｉ（狓，狔∈犚），则复平面内满足 狕－（２＋ｉ）＝３的点犣的集合是什么图形？

１０．使用信息技术手段进行试验：尝试在复数集中对实系数多项式进行因式分解，观察并记录所

发现的规律．

���	�

代数基本定理

在代数发展史上的很长一段时期内，解一元多项式方程一直是人们研究的一

个中心问题．早在古巴比伦时期，人们就会解一元二次方程．１６世纪上半叶，数

学家们得到了一元三次方程、一元四次方程的解法 （包括求根公式）．此后，数学

家们转向求解一元五次及五次以上的方程．他们想弄清楚以下问题：一般的一元

多项式方程有没有根？如果有根，根的个数是多少？是否存在求根公式？

我们可以发现这样一个现象：随机生成的一元多项式，在复数集中最终都可

以分解成一次因式的乘积，且一次因式的个数 （包括重复因式）就是被分解的多

项式的次数．事实上，数学中有如下定理：

代数基本定理 （ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｔｈｅｏｒｅｍｏｆａｌｇｅｂｒａ）　任何一元狀 （狀∈犖）次

复系数多项式方程犳（狓）＝０至少有一个复数根．

代数基本定理是数学中最重要的定理之一，它在代数学中起着基础作用．代

数基本定理的证明方法有很多种，但每种证法都涉及高等数学知识，此处不作介

绍．有兴趣的同学可以查阅相关资料．
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由代数基本定理可以得到：任何一元狀 （狀∈犖）次复系数多项式犳（狓）在复

数集中可以分解为狀个一次因式的乘积．进而，一元狀次多项式方程有狀个复数

根 （重根按重数计）．你能给出证明吗？

尽管一元狀次多项式方程有狀个复数根 （重根按重数计），但是一元五次及

五次以上的方程没有用四则运算及开方运算的公式解．

下面我们从代数基本定理出发，看看一元多项式方程的根与系数之间的关系．

设实系数一元二次方程

犪２狓
２＋犪１狓＋犪０＝０（犪２≠０）

在复数集犆内的根为狓１，狓２，容易得到

狓１＋狓２＝－
犪１

犪２
，

狓１狓２＝
犪０

犪２
．

烅

烄

烆

设实系数一元三次方程

犪３狓
３＋犪２狓

２＋犪１狓＋犪０＝０（犪３≠０） ①

在复数集犆内的根为狓１，狓２，狓３，可以得到，方程①可变形为

犪３（狓－狓１）（狓－狓２）（狓－狓３）＝０，

展开得

犪３狓
３－犪３（狓１＋狓２＋狓３）狓２＋犪３（狓１狓２＋狓１狓３＋狓２狓３）狓－犪３狓１狓２狓３＝０． ②

比较①②可以得到

狓１＋狓２＋狓３＝－
犪２

犪３
，

狓１狓２＋狓１狓３＋狓２狓３＝
犪１

犪３
，

狓１狓２狓３＝－
犪０

犪３
．

烅

烄

烆

如果实系数一元四次方程

犪４狓
４＋犪３狓

３＋犪２狓
２＋犪１狓＋犪０＝０（犪４≠０）

在复数集犆内的根为狓１，狓２，狓３，狓４，那么它们与方程的系数之间有什么关

系呢？

对于上述方程，如果系数是复数，那么根与系数的这些关系仍然成立吗？
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７３ 复数的三角表示

前面我们研究了复数犪＋犫ｉ及其四则运算，本节研究复

数的另一种重要表示———复数的三角表示．它可以帮助我们

进一步认识复数，同时能给复数的运算带来便利．

７３１!w9$ef./r

我们知道，复数可以用犪＋犫ｉ（犪，犫∈犚）的形式来表示，复数犪＋犫ｉ与复平面内的点

犣（犪，犫）是一一对应的，与平面向量犗犣
→
＝犪，犫（ ）也是一一对应的．借助复数的几何意义，

复数能不能用其他形式来表示呢？

��

aO

b

x

y

Z:a+bi

r

θ

图７．３１

如图７．３１，复数狕＝犪＋犫ｉ与向量犗犣
→
＝犪，犫（ ）一一对应，

复数狕由向量犗犣
→
的坐标 （犪，犫）唯一确定．我们知道向量也可

以由它的大小和方向唯一确定，那么能否借助向量的大小和方

向这两个要素来表示复数呢？如何表示？

向量的大小可以用模来刻画，那么向量的方向如何刻画呢？由图７．３１容易想到，可

以借助以狓轴的非负半轴为始边，以向量犗犣
→
所在射线 （射线犗犣）为终边的角θ来刻画

犗犣
→
的方向．

	�

你能用向量犗犣
→
的模和角θ来表示复数狕吗？

记向量的模 犗犣
→
＝犪＋犫ｉ＝狉，由图７．３１可以得到，

犪＝狉ｃｏｓθ，

犫＝狉ｓｉｎθ．
烅
烄

烆

３８

* 标有 *的内容为选学内容，不作考试要求．
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所以

犪＋犫ｉ＝狉ｃｏｓθ＋ｉ狉ｓｉｎθ＝狉（ｃｏｓθ＋ｉｓｉｎθ），

其中

　　当点犣在实轴或虚轴

上时，这个结论成立吗？

狉＝ 犪２＋犫槡 ２，

ｃｏｓθ＝
犪

狉
，

ｓｉｎθ＝
犫

狉
．

这样，我们就用刻画向量大小的模狉和刻画向量方向的

角θ表示了复数狕．

一般地，任何一个复数狕＝犪＋犫ｉ都可以表示成

狉（ｃｏｓθ＋ｉｓｉｎθ）

的形式．其中，狉是复数狕的模；θ是以狓轴的非负半轴为始边，向量犗犣
→
所在射线 （射线

犗犣）为终边的角，叫做复数狕＝犪＋犫ｉ的辐角 （ａｒｇｕｍｅｎｔｏｆａｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒ）．

狉（ｃｏｓθ＋ｉｓｉｎθ）叫做复数狕＝犪＋犫ｉ的三角表示式，简称三角形式．为了与三角形式区分开

来，犪＋犫ｉ叫做复数的代数表示式，简称代数形式．

显然，任何一个不为零的复数的辐角有无限多个值，且这些值相差２π的整数倍．例

如，复数ｉ的辐角是
π

２
＋２犽π，其中犽可以取任何整数．对于复数０，因为它对应着零向量，

而零向量的方向是任意的，所以复数０的辐角也是任意的．我们规定在０≤θ＜２π范围内的

辐角θ的值为辐角的主值．通常记作ａｒｇ狕，即０≤ａｒｇ狕＜２π．例如，ａｒｇ１＝０，ａｒｇｉ＝
π

２
，

ａｒｇ（－１）＝π，ａｒｇ（－ｉ）＝
３π

２
．

复数的代数形式可以转化为三角形式，三角形式也可以转化为代数形式．我们可以根

据运算的需要，将复数的三角形式和代数形式进行互化．

例１　画出下列复数对应的向量，并把这些复数表示成三角形式：

O x

y

2
3+ i1

22
3

1
2

　图７．３２

（１）
１

２
＋
槡３

２
ｉ；　　　　　　 （２）１－ｉ．

分析：只要确定复数的模和一个辐角，就能将复数的代数形

式转化为三角形式．

解：（１）复数
１

２
＋
槡３

２
ｉ对应的向量如图７．３２所示，则

狉＝ （１
２
）２＋（槡３

２
）槡
２

＝１，ｃｏｓθ＝
１

２
．

４８
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因为与
１

２
＋
槡３

２
ｉ对应的点在第一象限，所以ａｒｇ（１

２
＋
槡３

２
ｉ）＝π

３
．

于是
１

２
＋
槡３

２
ｉ＝ｃｏｓ

π

３
＋ｉｓｉｎ

π

３
．

（２）复数１－ｉ对应的向量如图７．３３所示，则

O x

i

y

1-

1

-1

　图７．３３

狉＝ １２＋（－１）槡 ２ 槡＝２，ｃｏｓθ＝
１

槡２
＝
槡２

２
．

因为与１－ｉ对应的点在第四象限，所以ａｒｇ（１－ｉ）＝
７π

４
．

于是 槡１－ｉ＝２（ｃｏｓ７π
４
＋ｉｓｉｎ

７π

４
）．

当然，把 一 个 复 数 表 示 成 三 角 形 式 时，辐 角 θ 不 一 定 取 主 值．例 如

槡２ｃｏｓ（－π
４
）＋ｉｓｉｎ（－π

４
）熿

燀

燄

燅
也是１－ｉ的三角形式．

例２　分别指出下列复数的模和一个辐角，画出它们对应的向量，并把这些复数表示

成代数形式：

1
O x

y

π

图７．３４

（１）ｃｏｓπ＋ｉｓｉｎπ；　　 （２）６（ｃｏｓ１１π
６
＋ｉｓｉｎ

１１π

６
）．

解：（１）复数ｃｏｓπ＋ｉｓｉｎπ的模狉＝１，一个辐角θ＝

π，对应的向量如图７．３４所示．所以

ｃｏｓπ＋ｉｓｉｎπ＝－１＋０ｉ＝－１．

O x

y

6

6
π11

图７．３５

（２）复数６（ｃｏｓ１１π
６
＋ｉｓｉｎ

１１π

６
）的模狉＝６，一个辐角

θ＝
１１π

６
，对应的向量如图７．３５所示．所以

６（ｃｏｓ１１π
６
＋ｉｓｉｎ

１１π

６
）＝６ｃｏｓ１１π

６
＋（６ｓｉｎ１１π

６
）ｉ

＝６×
槡３

２
＋６×（－１

２
）ｉ

＝３槡３－３ｉ．

	�

两个用三角形式表示的复数在什么条件下相等？

５８
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每一个不等于零的复数有唯一的模与辐角的主值，并且由它的模与辐角的主值唯一确

定．因此，两个非零复数相等当且仅当它们的模与辐角的主值分别相等．

��

１．画出下列复数对应的向量，并把这些复数表示成三角形式：

（１）４；　　　　（２）－ｉ；　　　　（３） 槡２３＋２ｉ；　　　　（４）－
１

２
－
槡３

２
ｉ．

２．下列复数是不是三角形式？如果不是，把它们表示成三角形式．

（１）
１

２
ｃｏｓ
π

４
－ｉｓｉｎ

π

４（ ）； （２）－
１

２
ｃｏｓ
π

３
＋ｉｓｉｎ

π

３（ ）；

（３）
１

２
ｓｉｎ
５π

１２
＋ｉｃｏｓ

５π

１２（ ）； （４）ｃｏｓ
７π

５
＋ｉｓｉｎ

７π

５
；

（５）２ｃｏｓ
π

３
＋ｉｓｉｎ

π

６（ ）．
３．把下列复数表示成代数形式：

（１）６ｃｏｓ
３π

２
＋ｉｓｉｎ

３π

２（ ）； （２）２ｃｏｓ
５π

３
＋ｉｓｉｎ

５π

３（ ）．

７３２!w9:I {67$ef./Fz,-xy

前面，我们研究了复数代数形式的乘、除运算，下面我们利用复数的三角表示研究复

数的乘、除运算及其几何意义．

	�

如果把复数狕１，狕２分别写成三角形式狕１＝狉１ｃｏｓθ１＋ｉｓｉｎθ１（ ），狕２＝狉２（ｃｏｓθ２＋

ｉｓｉｎθ２），你能计算狕１狕２并将结果表示成三角形式吗？

根据复数的乘法法则以及两角和的正弦、余弦公式，可以得到

狕１狕２＝狉１（ｃｏｓθ１＋ｉｓｉｎθ１）·狉２（ｃｏｓθ２＋ｉｓｉｎθ２）

＝狉１狉２（ｃｏｓθ１＋ｉｓｉｎθ１）（ｃｏｓθ２＋ｉｓｉｎθ２）

＝狉１狉２［（ｃｏｓθ１ｃｏｓθ２－ｓｉｎθ１ｓｉｎθ２）＋ｉ（ｓｉｎθ１ｃｏｓθ２＋ｃｏｓθ１ｓｉｎθ２）］

＝狉１狉２ ［ｃｏｓ（θ１＋θ２）＋ｉｓｉｎ（θ１＋θ２）］，

即

狉１（ｃｏｓθ１＋ｉｓｉｎθ１）·狉２（ｃｏｓθ２＋ｉｓｉｎθ２）

＝狉１狉２［ｃｏｓ（θ１＋θ２）＋ｉｓｉｎ（θ１＋θ２）］．

６８
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这就是说，两个复数相乘，积的模等于各复数的模的积，积的辐角等于各复数的辐角

的和．

��

由复数乘法运算的三角表示，你能得到复数乘法的几何意义吗？

两个复数狕１，狕２相乘时，可以像图７．３６那样，先分别画出与狕１，狕２对应的向量

犗犣１
→
，犗犣２

→
，然后把向量犗犣１

→
绕点犗按逆时针方向旋转角θ２ （如果θ２＜０，就要把犗犣１

→
绕

点犗按顺时针方向旋转角｜θ２｜），再把它的模变为原来的狉２倍，得到向量犗犣
→
，犗犣
→
表示

的复数就是积狕１狕２．这是复数乘法的几何意义．

　　你能解释ｉ２＝－１和

（－１）２＝１的几何意义吗？Z1

Z

Z2

O x

y

θ1

θ2

θ1 θ2+

图７．３６

　　当不要求把计算结果

化为代数形式时，也可以

用三角形式表示．

例３ 已知狕１＝
３

２
（ｃｏｓπ
６
＋ｉｓｉｎ

π

６
），狕２＝２（ｃｏｓπ

３
＋ｉｓｉｎ

π

３
），

求狕１狕２，请把结果化为代数形式，并作出几何解释．

解：狕１狕２＝
３

２
（ｃｏｓπ

６
＋ｉｓｉｎ

π

６
）×２（ｃｏｓπ

３
＋ｉｓｉｎ

π

３
）

＝
３

２
×２ｃｏｓ（π

６
＋
π

３
）＋ｉｓｉｎ（π

６
＋
π

３
）熿

燀

燄

燅

＝３（ｃｏｓπ
２
＋ｉｓｉｎ

π

２
）

＝３ｉ．

O x

y

Z1

Z

Z2

6
π
3
π

图７．３７

首先作与狕１，狕２对应的向量犗犣１
→
，犗犣２

→
，然后把向

量犗犣１
→
绕点犗 按逆时针方向旋转

π

３
，再将其长度伸长为

原来的２倍，这样得到一个长度为３，辐角为
π

２
的向量

犗犣
→
（图７．３７）．犗犣

→
即为积狕１狕２＝３ｉ所对应的向量．

７８
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O x

y

1

1
Z

Z�

图７．３８

例４　如图７．３８，向量犗犣
→
对应的复数为１＋

ｉ，把犗犣
→
绕点犗按逆时针方向旋转１２０°，得到犗犣′

→
．

求向量犗犣′
→
对应的复数 （用代数形式表示）．

分析：根据复数乘法的几何意义，向量犗犣′
→
对

应的复数是复数１＋ｉ与狕０的积，其中复数狕０的模

是１，辐角的主值是１２０°．

解：向量犗犣′
→
对应的复数为

　 （１＋ｉ）（ｃｏｓ１２０°＋ｉｓｉｎ１２０°）

＝（１＋ｉ）（－１
２
＋
槡３

２
ｉ）　

＝
－１－槡３

２
＋
槡３－１

２
ｉ．

��

复数的除法运算是乘法运算的逆运算．根据复数乘法运算的三角表示，你能得出

复数除法运算的三角表示吗？

设狕１＝狉１（ｃｏｓθ１＋ｉｓｉｎθ１），狕２＝狉２（ｃｏｓθ２＋ｉｓｉｎθ２），且狕２≠０，因为

狉２（ｃｏｓθ２＋ｉｓｉｎθ２）·
狉１

狉２
［ｃｏｓ（θ１－θ２）＋ｉｓｉｎ（θ１－θ２）］＝狉１（ｃｏｓθ１＋ｉｓｉｎθ１），

所以根据复数除法的定义，有

狉１（ｃｏｓθ１＋ｉｓｉｎθ１）

狉２（ｃｏｓθ２＋ｉｓｉｎθ２）
＝
狉１

狉２
［ｃｏｓ（θ１－θ２）＋ｉｓｉｎ（θ１－θ２）］．

这就是说，两个复数相除，商的模等于被除数的模除以除数的模所得的商，商的辐角

等于被除数的辐角减去除数的辐角所得的差．

��

类比复数乘法的几何意义，由复数除法运算的三角表示，你能得出复数除法的几

何意义吗？

例５　计算４（ｃｏｓ４π
３
＋ｉｓｉｎ

４π

３
）÷２（ｃｏｓ５π

６
＋ｉｓｉｎ

５π

６
）熿

燀

燄

燅
，并把结果化为代数形式．

解：原式＝２ｃｏｓ（４π
３
－
５π

６
）＋ｉｓｉｎ（４π

３
－
５π

６
）熿

燀

燄

燅

８８
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＝２（ｃｏｓπ
２
＋ｉｓｉｎ

π

２
）＝２（０＋ｉ）＝２ｉ．

��

１．计算：

（１）８ｃｏｓ
π

６
＋ｉｓｉｎ

π

６（ ）×２ｃｏｓπ４＋ｉｓｉｎ
π

４（ ）；

（２）２ｃｏｓ
４π

３
＋ｉｓｉｎ

４π

３（ ）×４ｃｏｓ５π６＋ｉｓｉｎ
５π

６（ ）；

（３）槡２ｃｏｓ２４０°＋ｉｓｉｎ２４０°（ ）×
槡３

２
ｃｏｓ６０°＋ｉｓｉｎ６０°（ ）；

（４）３ｃｏｓ１８°＋ｉｓｉｎ１８°（ ）×２ｃｏｓ５４°＋ｉｓｉｎ５４°（ ）×５ｃｏｓ１０８°＋ｉｓｉｎ１０８°（ ）．

２．计算：

（１）１２ｃｏｓ
７π

４
＋ｉｓｉｎ

７π

４（ ）÷ ６ｃｏｓ２π３＋ｉｓｉｎ
２π

３（ ）［ ］；
（２）槡３（ｃｏｓ１５０°＋ｉｓｉｎ１５０°）÷ 槡２（ｃｏｓ２２５°＋ｉｓｉｎ２２５°）［ ］；

（３）２÷ｃｏｓ
π

４
＋ｉｓｉｎ

π

４（ ）；
（４）－ｉ÷ ２（ｃｏｓ１２０°＋ｉｓｉｎ１２０°）［ ］．

３．在复平面内，把与复数 槡３－３ｉ对应的向量绕原点犗按顺时针方向旋转６０°，求与所得的向量对应的

复数 （用代数形式表示）．

����

习题７．３

１．画出下列复数对应的向量，并把这些复数表示成三角形式：

（１）６；　　　　　　　　　　　　　（２）１＋ｉ；

（３） 槡１－３ｉ； （４）－
槡３

２
＋
１

２
ｉ．

２．把下列复数表示成代数形式：

（１） 槡３２（ｃｏｓπ
４
＋ｉｓｉｎ

π

４
）； （２）８（ｃｏｓ１１π

６
＋ｉｓｉｎ

１１π

６
）；

（３）９ｃｏｓπ＋ｉｓｉｎπ（ ）； （４）６（ｃｏｓ４π
３
＋ｉｓｉｎ

４π

３
）．

３．计算：

（１）３（ｃｏｓπ
３
＋ｉｓｉｎ

π

３
）×３（ｃｏｓπ

６
＋ｉｓｉｎ

π

６
）；

９８
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（２）槡１０（ｃｏｓπ
２
＋ｉｓｉｎ

π

２
） 槡×２（ｃｏｓπ

４
＋ｉｓｉｎ

π

４
）；

（３）１０（ｃｏｓ２π
３
＋ｉｓｉｎ

２π

３
）÷ ５（ｃｏｓπ

３
＋ｉｓｉｎ

π

３
）［ ］；

（４）１２（ｃｏｓ３π
２
＋ｉｓｉｎ

３π

２
）÷ ６（ｃｏｓπ

６
＋ｉｓｉｎ

π

６
）［ ］．

４．计算下列各式，并作出几何解释：

（１）槡２（ｃｏｓ２π
３
＋ｉｓｉｎ

２π

３
） 槡×２２（ｃｏｓπ

３
＋ｉｓｉｎ

π

３
）；

（２）２ｃｏｓ７５°＋ｉｓｉｎ７５°（ ）×（１
２
－
１

２
ｉ）；

（３）４ｃｏｓ３００°＋ｉｓｉｎ３００°（ ）÷ 槡２（ｃｏｓ３π
４
＋ｉｓｉｎ

３π

４
）［ ］；

（４）（－１
２
＋
槡３

２
ｉ）÷ ２（ｃｏｓπ

３
＋ｉｓｉｎ

π

３
）［ ］．

����

５． （１）求证
１

ｃｏｓθ＋ｉｓｉｎθ
＝ｃｏｓθ－ｉｓｉｎθ；

（２）写出下列复数狕的倒数
１

狕
的模与辐角：

狕＝４（ｃｏｓπ
１２
＋ｉｓｉｎ

π

１２
），　狕＝ｃｏｓπ

６
－ｉｓｉｎ

π

６
，　狕＝

槡２

２
（１－ｉ）．

６．求证：

（１）（ｃｏｓ７５°＋ｉｓｉｎ７５°）（ｃｏｓ１５°＋ｉｓｉｎ１５°）＝ｉ；

（２）（ｃｏｓ３θ－ｉｓｉｎ３θ）（ｃｏｓ２θ－ｉｓｉｎ２θ）＝ｃｏｓ５θ－ｉｓｉｎ５θ．

７．化简：

（１）
（ｃｏｓ７θ＋ｉｓｉｎ７θ）（ｃｏｓ２θ＋ｉｓｉｎ２θ）
（ｃｏｓ５θ＋ｉｓｉｎ５θ）（ｃｏｓ３θ＋ｉｓｉｎ３θ）

；

（２）
ｃｏｓφ－ｉｓｉｎφ
ｃｏｓφ＋ｉｓｉｎφ

．

８．设狕 槡＝３－ｉ对应的向量为犗犣
→ ，将犗犣

→ 绕点犗按逆时针方向和顺时针方向分别旋转４５°和６０°，

求所得向量对应的复数 （用代数形式表示）．


���

９．如下页图，复平面内的△犃犅犆 是等边三角形，它的两个顶点犃，犅 的坐标分别为 （１，０），

（２，１），求点犆的坐标．

１０．如下页图，已知平面内并列的三个全等的正方形，利用复数证明

∠１＋∠２＋∠３＝
π

２
．

０９
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A

B

C
x

y

O

（第９题）

　　　　　
O x

y

1 2 3

321
1

（第１０题）

�����

１的狀次方根

初中我们学过，１的平方根为±１，它们互为相反数．如何求１的３次方根，

４次方根……狀次方根？它们有什么性质呢？

我们知道开方是乘方的逆运算，为了探求１的狀次方根，需要先研究复数的

乘方．

由复数乘法运算的三角表示知，若狕１＝狉１（ｃｏｓθ１＋ｉｓｉｎθ１），狕２＝狉２·（ｃｏｓθ２＋

ｉｓｉｎθ２），则狕１狕２＝狉１狉２ ｃｏｓ（θ１＋θ２）＋ｉｓｉｎ（θ１＋θ２）［ ］．这个结论可以推广到

狀（狀≥２，狀∈犖）个复数相乘的情况，即若狕１＝狉１（ｃｏｓθ１＋ｉｓｉｎθ１），狕２＝狉２（ｃｏｓθ２＋

ｉｓｉｎθ２），…，狕狀＝狉狀（ｃｏｓθ狀＋ｉｓｉｎθ狀），则

狕１狕２…狕狀＝狉１狉２…狉狀［ｃｏｓ（θ１＋θ２＋…＋θ狀）＋ｉｓｉｎ（θ１＋θ２＋…＋θ狀）］．

特别地，如果狕１＝狕２＝…＝狕狀＝狉（ｃｏｓθ＋ｉｓｉｎθ），那么

　　类比复数乘法的几何意

义，你能给出复数乘方的几

何意义吗？

［狉（ｃｏｓθ＋ｉｓｉｎθ）］狀＝狉狀（ｃｏｓ狀θ＋ｉｓｉｎ狀θ）．

这就是说，复数的狀 （狀∈犖）次幂的模等于这

个复数的模的狀次幂，它的辐角等于这个复数的辐角

的狀倍，这个结论叫做棣莫弗定理．

下面我们利用棣莫弗定理，探求１的３次方根，

给出它们的几何解释，并探求它们的性质．

设狕＝ρ（ｃｏｓφ＋ｉｓｉｎφ）（ρ＞０）是１的３次方根，则狕
３＝１＝ｃｏｓ０＋ｉｓｉｎ０，从而

［ρ（ｃｏｓφ＋ｉｓｉｎφ）］
３＝ρ

３（ｃｏｓ３φ＋ｉｓｉｎ３φ）＝ｃｏｓ０＋ｉｓｉｎ０．

因为相等的复数的模相等，辐角可以相差２π的整数倍，所以

ρ
３＝１，

３φ＝０＋２犽π（犽∈犣），
烅
烄

烆

１９
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即
ρ＝１，

φ＝
２犽π

３
（犽∈犣）．

烅

烄

烆

因此１的３次方根是ｃｏｓ
２犽π

３
＋ｉｓｉｎ

２犽π

３
（犽∈犣）．

根据三角函数的周期性可得，１的３次方根为ω犽＝ｃｏｓ
２犽π

３
＋ｉｓｉｎ

２犽π

３
（犽＝０，

１，２），即ω０＝ｃｏｓ０＋ｉｓｉｎ０＝１，ω１＝ｃｏｓ
２π

３
＋ｉｓｉｎ

２π

３
＝－
１

２
＋
槡３

２
ｉ，ω２＝ｃｏｓ

４π

３
＋

ｉｓｉｎ
４π

３
＝－
１

２
－
槡３

２
ｉ．

１的３次方根的几何意义是什么呢？

x

y

O

Z1

-1 1

Z2
-1

1

Z0

图１

如图１，在复平面内，设ω０，ω１，ω２对应的点分别

为犣０，犣１，犣２，对应的向量分别为犗犣０
→
，犗犣１

→
，犗犣２

→
．因

为ω０ ＝ω１ ＝ ω２ ＝１，所以ω０，ω１，ω２所对应的点

犣０，犣１，犣２都在以原点犗 为圆心的单位圆上．因为ω０，

ω１，ω２的辐角依次相差
２π

３
，所以犣０，犣１，犣２是单位圆

的三等分点 （也可以看成单位圆的内接正三角形的顶点），

且分点犣０恰为单位圆与实轴的正半轴的交点．

从ω０，ω１，ω２对应的向量犗犣０
→
，犗犣１

→
，犗犣２

→
来看，容易发现：将犗犣０

→
绕原点

犗按逆时针方向旋转
２π

３
得到犗犣１

→
，再按逆时针方向旋转

２π

３
得到犗犣２

→
，继续按逆时

针方向旋转
２π

３
得到犗犣０

→
．

我们还可以得到１的３次方根的一些性质：

（１）（ω犽）３＝１，ω犽 ＝１，其中犽＝０，１，２；

（２）ω１和ω２互为共轭复数；

（３）１＋ω犽＋ω２犽＝０（犽＝１，２）．

你能证明这些性质吗？

类比上述研究方法，请你自己探求１的４次方根，５次方根……狀次方根．你

能解释它们的几何意义，并探求它们的性质吗？

２９
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ZI [\)]^
本章我们通过解方程引入了复数，进而研究了复数的表示和运算，以及它

们的几何意义，将实数系扩充成复数系．

在数学史上，从古希腊丢番图时代人们求一元二次方程的解时发现复数问

题开始，到意大利数学家卡尔达诺在他１５４５年出版的 《大术》中，在求解一元

三次方程过程中无法回避虚数问题，再到１８世纪末韦塞尔给出复数的几何表

示，人们才开始接受复数，这是一个漫长而曲折的过程，其中充满着数学家的

想象力、创造力，表现了数学家不屈不挠、精益求精的精神．我们看到，人们是

在解决纯粹的数学问题的过程中发现复数的，但它现在在流体力学、信号分析

等学科中得到了广泛的应用．１８４３年，英国数学家哈密顿在复数基础上构造了

四元数，从而导致了物理学中著名的麦克斯韦方程的建立，显示了人类理性思

维的强大作用．

复数本质上是一对有序实数，因此复数与复平面内的点是一一对应的，与

复平面内以原点为起点的向量也是一一对应的，由复数的向量表示可以进一步

得到复数的三角形式．因此，复数的代数形式、三角形式都具有明显的几何意

义．从复数的运算看，复数代数形式的加、减运算的几何意义，就是相应平面向

量的加减运算；复数的乘、除运算的几何意义，就是平面向量的旋转、伸缩．本

章强调数与形的结合，学习时应注意把握数形结合的思想方法．

学习本章时，应注意复数与实数、有理数的联系，复数及其代数形式的加

法、减法、乘法运算与多项式及其加法、减法、乘法运算的联系，应注意复数

及其代数形式的加、减运算与平面向量及其加、减运算的联系，还应关注复数

的三角表示以及复数的乘、除运算与平面向量、三角函数的联系．这些联系可以

用以下框图表示：

３９
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请你带着下面的问题，复习一下全章内容吧！

１．收集一些从实数系扩充到复数系的数学史料，并对 “整数—有理数—实

数—复数”的数系扩充过程进行整理．

２．学习复数应联系实数，注意到复数事实上是一对有序实数，请比较实数、

虚数、纯虚数、复数之间的区别和联系，比较实数和复数的几何意义的区别．

３．你对复数四则运算法则规定的合理性，以及复数代数形式的加、减运算

与向量的加、减运算的一致性有什么体会？

４．什么是复数的三角形式？它与复数的几何意义之间有什么联系？复数的

代数形式与三角形式之间有什么关系？

５．复数乘、除运算的几何意义是什么？

６．比较复数乘、除运算的代数表示与三角表示，体会复数的三角表示给乘、

除运算带来的便利．

����

复习参考题７

１．选择题

（１）复数犪＋犫ｉ与犮＋犱ｉ的积是实数的充要条件是 （　　）．

（Ａ）犪犱＋犫犮＝０　　　（Ｂ）犪犮＋犫犱＝０　　　（Ｃ）犪犮＝犫犱　　　（Ｄ）犪犱＝犫犮

（２）复数
５

ｉ－２
的共轭复数是 （　　）．

（Ａ）ｉ＋２ （Ｂ）ｉ－２ （Ｃ）－２－ｉ （Ｄ）２－ｉ

４９
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（３）当
２

３
＜犿＜１时，复数犿３＋ｉ（ ）－２＋ｉ（ ）在复平面内对应的点位于 （　　）．

（Ａ）第一象限 （Ｂ）第二象限 （Ｃ）第三象限 （Ｄ）第四象限

　（４）复数ｓｉｎ４０°－ｉｃｏｓ４０°的辐角主值是 （　　）．

（Ａ）４０° （Ｂ）１４０° （Ｃ）２２０° （Ｄ）３１０°

２．填空题

（１）若复数狕的模为５，虚部为－４，则复数狕＝ ．

（２）已知复数狕＝１－２ｉ，那么
１

狕－
＝ ．

（３）复数－１＋ｉ与３－４ｉ对应的向量分别为犗犃
→ 与犗犅

→ ，则向量犅犃
→ 对应的复数为 ．

　（４）如果向量犗犣
→ 对应复数４ｉ，犗犣

→ 绕点犗按逆时针方向旋转４５°后再把模变为原来的槡２倍得到

向量犗犣１
→ ，那么与犗犣１

→ 对应的复数是 （用代数形式表示）．

３．求证：狕·狕－＝ 狕 ２＝ 狕－ ２．

４．已知复数狕与狕＋２（ ）２－８ｉ都是纯虚数，求狕．

５．在复数集犆中解下列方程：

（１）４狓２＋９＝０；　　　　　　　 （２）（狓－３）（狓－５）＋２＝０．

����

６．已知狕１＝５＋１０ｉ，狕２＝３－４ｉ，
１

狕
＝
１

狕１
＋
１

狕２
，求狕．

７．已知１＋２ｉ（ ）狕－＝４＋３ｉ，求狕及
狕
狕－
．

８． （１）求ｉ１，ｉ２，ｉ３，ｉ４，ｉ５，ｉ６，ｉ７，ｉ８的值；

（２）由 （１）推测ｉ狀 （狀∈犖）的值有什么变化规律，并把这个规律用式子表示出来．


���

９．已知复数狕１＝犿＋４－犿
２（ ）ｉ（犿∈犚），狕２＝２ｃｏｓθ＋λ＋３ｓｉｎθ（ ）ｉ（λ，θ∈犚），并且狕１＝狕２，

求λ的取值范围．

　　１０．在复平面的上半平面内有一个菱形犗犃犅犆，∠犃犗犆＝１２０°，点犃所对应的复数是２＋ｉ，求另

外两个顶点犅，犆所对应的复数．

５９
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立体几何初步

立体几何是研究现实世界中物体的形状、大小与位置关系的

数学分支，在解决实际问题中有着广泛的应用．在小学和初中，

我们已经认识了一些从现实物体中抽象出来的立体图形，你能在

下图中找到它们吗？

立体图形各式各样、千姿百态，如何认识和把握它们呢？本

章我们将从对空间几何体的整体观察入手，研究它们的结构特

征，学习它们的表示方法，了解它们的表面积和体积的计算方

法；借助长方体，从构成立体图形的基本元素———点、直线、平

面入手，研究它们的性质以及相互之间的位置关系，特别是对直

线、平面的平行与垂直的关系展开研究，从而进一步认识空间几

何体的性质．

立体图形是由现实物体抽象而成的．直观感知、操作确认、

推理论证、度量计算，是认识立体图形的基本方法．由整体到局

部，由局部再到整体，是认识立体图形的有效途径．学习本章内

容要注意观察，并善于想象．
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８１　基本立体图形

在我们周围存在着各种各样的物体，它们都占据着空间

的一部分．如果只考虑这些物体的形状和大小，而不考虑其

他因素，那么由这些物体抽象出来的空间图形就叫做空间几

何体．本节我们主要从几何体的组成元素及其相互关系的角

度，认识几种最基本的空间几何体．

��

如图８．１１，这些图片中的物体具有怎样的形状？在日常生活中，我们把这些物

体的形状叫做什么？如何描述它们的形状？

�� �� �� ��� ���

��� ��� ����� ��� ��

图８．１１

观察一个物体，将它抽象成空间几何体，并描述它的结构特征，应先从整体入手，想

象围成物体的每个面的形状、面与面之间的关系，并注意利用平面图形的知识．

在图８．１１中，可以发现纸箱、金字塔、茶叶盒、金刚石、储物箱等物体有相同的特

点：围成它们的每个面都是平面图形，并且都是平面多边形；纸杯、腰鼓、奶粉罐、篮球

和足球、铅锤等物体也有相同的特点：围成它们的面不全是

　　在空间几何体中说某

个面是多边形，一般也包

括这个多边形内部的平面

部分．

平面图形，有些面是曲面．

一般地，由若干个平面多边形围成的几何体叫做多面体

（ｐｏｌｙｈｅｄｒｏｎ）（图８．１２）．围成多面体的各个多边形叫做多

面体的面，如面犃犅犈，面犅犃犉；两个面的公共边叫做多面

７９
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体的棱，如棱犃犈，棱犈犆；棱与棱的公共点叫做多面体的顶点，如顶点犈，顶点犆．图

８．１１中的纸箱、金字塔、茶叶盒、储物箱等物体都具有多面体的形状．

A

B

E

F

C

D

�

�

��

图８．１２

　　　　　　

A O

A� O�

B�

B

�

图８．１３

一条平面曲线 （包括直线）绕它所在平面内的一条定直线旋转所形成的曲面叫做旋转

面，封闭的旋转面围成的几何体叫做旋转体 （ｓｏｌｉｄｏｆｒｏｔａｔｉｏｎ）．这条定直线叫做旋转体的

轴．图８．１３中的旋转体就是由平面曲线犗犃犃′犗′绕轴犗犗′旋转形成的．图８．１１中的纸

杯、奶粉罐、篮球和足球、铅锤等物体都具有旋转体的形状．

下面，我们从多面体和旋转体组成元素的形状、位置关系入手，进一步认识一些特殊

的多面体和旋转体．

１棱柱

��

观察图８．１４中的长方体，它的每个面是什么样的多边形？不同的面之间有什么

位置关系？

A B

CD

A� B�
C�D�

图８．１４

可以发现，长方体的每个面都是平行四边形 （矩形），并且相对的两个面，如面

犃犅犆犇和面犃′犅′犆′犇′，给我们以平行的形象，如同教室的地面和天花板一样．

如图８．１５，一般地，有两个面互相平行，其余各面都是四边形，并且相邻两个四边

形的公共边都互相平行，由这些面所围成的多面体叫做棱柱 （ｐｒｉｓｍ）．图８．１１中的茶叶

盒所表示的多面体就是棱柱．在棱柱中，两个互相平行的面叫做棱柱的底面，它们是全等

的多边形；其余各面叫做棱柱的侧面，它们都是平行四边形；相邻侧面的公共边叫做棱柱

的侧棱；侧面与底面的公共顶点叫做棱柱的顶点．

８９
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	�
��

��

��A B
CF

E D

A� B� C�
D�E�

F�

图８．１５

棱柱用表示底面各顶点的字母来表示，如图８．１５中的棱柱记作棱柱犃犅犆犇犈犉

犃′犅′犆′犇′犈′犉′．棱柱的底面可以是三角形、四边形、五边形……，我们把这样的棱柱分

别叫做三棱柱、四棱柱、五棱柱……

在图８．１４中的长方体中，侧棱和底面给我们以垂直的形象，如同教室里相邻墙面的

交线和地面的关系一样．一般地，我们把侧棱垂直于底面的棱柱叫做直棱柱 （图

８．１６（１）（３）），侧棱不垂直于底面的棱柱叫做斜棱柱 （图８．１６（２）（４））．底面是正多边

形的直棱柱叫做正棱柱 （图８．１６（３））．底面是平行四边形的四棱柱也叫做平行六面体

（图８．１６（４））．

（１）　　　　　　　 （２）　　　　　　　 （３）　　　　　　　 （４）

图８．１６

２棱锥

像图８．１１中金字塔这样的多面体，均由平面图形围成，其中一个面是多边形，其余

各面都是三角形，并且这些三角形有一个公共顶点．

如图８．１７，一般地，有一个面是多边形，其余各面都是有一个公共顶点的三角形，

由这些面所围成的多面体叫做棱锥 （ｐｙｒａｍｉｄ）．这个多边形面叫做棱锥的底面；有公共顶

点的各个三角形面叫做棱锥的侧面；相邻侧面的公共边叫做棱锥的侧棱；各侧面的公共顶

点叫做棱锥的顶点．

D

A B

C
	�

��

��S

��

图８．１７
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棱锥用表示顶点和底面各顶点的字母来表示，如图８．１７中的棱锥记作棱锥

犛犃犅犆犇．棱锥的底面可以是三角形、四边形、五边形……，我们把这样的棱锥分别叫做

三棱锥、四棱锥、五棱锥……，其中三棱锥又叫四面体．底面是正多边形，并且顶点与底

面中心的连线垂直于底面的棱锥叫做正棱锥．

　　请你仿照棱锥中侧

面、侧棱、顶点的定义，

给出棱台侧面、侧棱、顶

点的定义，并在图８．１８

中标出它们．

３棱台

如图８．１８，用一个平行于棱锥底面的平面去截棱锥，

我们把底面和截面之间那部分多面体叫做棱台 （ｆｒｕｓｔｕｍｏｆ

ａｐｙｒａｍｉｄ）．图８．１１中的储物箱就给我们以棱台的形象．

在棱台中，原棱锥的底面和截面分别叫做棱台的下底面和上

底面．类似于棱柱、棱锥，棱台也有侧面、侧棱、顶点．

A B

O

�	�

D C
�	�

A� B�

C�D�

图８．１８

棱台用表示底面各顶点的字母来表示，如图８．１８中的棱台记作棱台犃犅犆犇

犃′犅′犆′犇′．由三棱锥、四棱锥、五棱锥……截得的棱台分别叫做三棱台、四棱台、五棱

台……

例１　将下列各类几何体之间的关系用Ｖｅｎｎ图表示出来：

多面体，长方体，棱柱，棱锥，棱台，直棱柱，四面体，平行六面体．

解：如图８．１９所示．

���

�� ���

��

��� ������ ��

图８．１９
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��

１．观察图中的物体，说出它们的主要结构特征．

　　　 （１）　　　　　　 （２）　　　　　　　　　　 （３）　　　　　　　　　 （４）

（第１题）

２．判断下列命题是否正确，正确的在括号内画 “√”，错误的画 “×”．

（１）长方体是四棱柱，直四棱柱是长方体． （　　）

（２）四棱柱、四棱台、五棱锥都是六面体． （　　）

３．填空题

（１）一个几何体由７个面围成，其中两个面是互相平行且全等的五边形，其他各面都是全等的矩形，

则这个几何体是　　　　．

（２）一个多面体最少有　　　个面，此时这个多面体是　　　　　．

４．设计一个平面图形，使它能折成一个直三棱柱．

４圆柱

如图８．１１０，以矩形的一边所在直线为旋转轴，其余三边旋转一周形成的面所围成

的旋转体叫做圆柱 （ｃｉｒｃｕｌａｒｃｙｌｉｎｄｅｒ）．旋转轴叫做圆柱的轴；垂直于轴的边旋转而成的

圆面叫做圆柱的底面；平行于轴的边旋转而成的曲面叫做圆柱的侧面；无论旋转到什么位

置，平行于轴的边都叫做圆柱侧面的母线．

A

B
O

	� ��

�


�

A� O�
B�

图８．１１０

在生活中，许多物体和容器都是圆柱形的，如图８．１１中的奶粉罐．圆柱用表示它的

轴的字母表示，如图８．１１０中的圆柱记作圆柱犗′犗．
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５圆锥

与圆柱一样，圆锥也可以看作由平面图形旋转而成的．如图８．１１１，以直角三角形

的一条直角边所在直线为旋转轴，其余两边旋转一周形成的面所围成的旋转体叫做圆锥

（ｃｉｒｃｕｌａｒｃｏｎｅ）．图８．１１中的铅锤就是圆锥形物体．圆锥也有轴、底面、侧面和母线．

　　请你仿照圆柱中轴、

底面、侧面、母线的定义，

给出圆锥的轴、底面、侧

面、母线的定义，并在图

８．１１１中标出它们．O
A

B

S

图８．１１１

圆锥也用表示它的轴的字母表示，如图８．１１１中的圆锥记作圆锥犛犗．

６圆台

如图８．１１２，与棱台类似，用平行于圆锥底面的平面去截圆锥，底面与截面之间的

部分叫做圆台 （ｃｉｒｃｕｌａｒｔｒｕｎｃａｔｅｄｃｏｎｅ）．图８．１１中的纸杯就是具有圆台结构特征的物体．

O�

O

S

图８．１１２

与圆柱和圆锥一样，圆台也有轴、底面、侧面、母线 （请你在图８．１１２中标出它

们）．圆台也用表示它的轴的字母表示，如图８．１１２中的圆台记作圆台犗′犗．

��

圆柱可以由矩形旋转得到，圆锥可以由直角三角形旋转得到．圆台是否也可以由

平面图形旋转得到？如果可以，由什么平面图形旋转得到？如何旋转？

７球

如图８．１１３，半圆以它的直径所在直线为旋转轴，旋转一周形成的曲面叫做球面，

球面所围成的旋转体叫做球体 （ｓｐｈｅｒｏｉｄ），简称球．半圆的圆心叫做球的球心；连接球心

和球面上任意一点的线段叫做球的半径；连接球面上两点并且经过球心的线段叫做球的直
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径．球常用表示球心的字母来表示，如图８．１１３中的球记作球犗．

O

�	

�	

�	

图８．１１３

棱柱、棱锥、棱台、圆柱、圆锥、圆台和球是常见的简单几何体．其中棱柱与圆柱统

称为柱体，棱锥与圆锥统称为锥体，棱台与圆台统称为台体．

��

棱柱、棱锥与棱台都是多面体，它们在结构上有哪些相同点和不同点？当底面发

生变化时，它们能否互相转化？圆柱、圆锥与圆台呢？

８简单组合体

现实世界中的物体表示的几何体，除柱体、锥体、台体和球等简单几何体外，还有大

量的几何体是由简单几何体组合而成的，这些几何体称作简单组合体．

（１）　　 　　　 （２）　　　　　　　 （３）　　　　　　　　　 （４）

图８．１１４

　　请你说一说图８．１１４

中各几何体是由哪些简单

几何体组合而成的．

简单组合体的构成有两种基本形式：一种是由简单几何

体拼接而成，如图８．１１４ （１）（２）中物体表示的几何体；

一种是由简单几何体截去或挖去一部分而成，如图８．１１４

（３）（４）中的几何体．现实世界中的物体大多是由具有柱体、

锥体、台体、球等结构特征的物体组合而成．

例２　如图８．１１５（１），以直角梯形犃犅犆犇的下底犃犅

所在直线为轴，其余三边旋转一周形成的面围成一个几何

体．说出这个几何体的结构特征．
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解：几何体如图８．１１５（２）所示，其中犇犈⊥犃犅，垂足为犈．

A

B C

D

A

D

CB

E

　 （１）　　　　　　　　　 （２）

图８．１１５

这个几何体是由圆柱犅犈和圆锥犃犈组合而成的．其中圆柱犅犈的底面分别是⊙犅和

⊙犈，侧面是由梯形的上底犆犇 绕轴犃犅旋转形成的；圆锥犃犈的底面是⊙犈，侧面是由

梯形的边犃犇绕轴犃犅旋转而成的．

��

１．观察图中的物体，说出它们的主要结构特征．

　 （１）　　 　　 （２）　　　　　　 （３）　　　　　 （４）

（第１题）

２．说出图中物体的主要结构特征．

（１）　　　 　　　　 （２）

（第２题）

　　　　　　

A

B

C

（第３题）

３．如图，以三角形犃犅犆的一边犃犅所在直线为轴，其余两边旋转一周形成的面围成一个几何体．说出

这个几何体的结构特征．

４．观察我们周围的物体，说出这些物体所表示的几何体的主要结构特征．

４０１



第八章　立体几何初步

����

习题８．１

A B

CD

A1 B1

C1D1

（第１题）

１．如图，在长方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，指出经过顶点犇的棱和面．

２．如图，下列几何体中为棱柱的是　　　　　　　　　　　　　　

（填写序号）．

　　　　　　　　 （１）　　　　　　　 （２）　　　　　　 （３）　　

　　　 （４）　　　　　 （５）　　　　　　 （６）　　　　　　 （７）

（第２题）

３．如图，汽车内胎可以由下面某个图形绕轴旋转而成，这个图形是 （　　）．

（Ａ）　　　　　 （Ｂ）　　 　　 （Ｃ）　　 　 （Ｄ）

（第３题）

４．如图，判断下列几何体是不是台体，并说明为什么．

　　　　 （１）　　　　　 （２）　　　　　 （３）

（第４题）

　　　　 （１）　　　　　 （２）

（第５题）

５．如图，说出图中两个几何体的结构特征．
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����

６．判断下列命题是否正确，正确的在括号内画 “√”，错误的画 “×”．

（１）一个棱柱至少有５个面． （　　）

（２）平行六面体中相对的两个面是全等的平行四边形． （　　）

（３）有一个面是平行四边形的棱锥一定是四棱锥． （　　）

（４）正棱锥的侧面是全等的等腰三角形． （　　）

７．如图，右边长方体中由左边的平面图形围成的是 （　　）．

�A� �B�

�C� �D�

（第７题）

８．如图，长方体犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′被一个平面截成两个几何体，其中犈犎∥犅′犆′∥犉犌．请说出这

两个几何体的名称．

A B

E

H

G

F
CD

A� B�

C�D�

（第８题）

　　　　　　

A

B

C

D

（第９题）

９．如图，以犃犅犆犇的一边犃犅所在直线为轴，其他三边旋转一周形成的面围成一个几何体．画

出这个几何体的图形，并说出其中的简单几何体及有关的结构特征．


���

１０．下列命题是否正确？若正确，请说明理由；若错误，请举出反例．

（１）有两个面平行，其他各个面都是平行四边形的多面体是棱柱；

（２）有两个面平行且相似，其他各个面都是梯形的多面体是棱台．
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８２　立体图形的直观图

前面我们认识了柱体、锥体、台体、球以及简单组合体

的结构特征．为了将这些空间几何体画在纸上，用平面图形

表示出来，使我们能够根据平面图形想象空间几何体的形状

和结构，这就需要学习直观图的有关知识．

直观图是观察者站在某一点观察一个空间几何体获得的

图形．画立体图形的直观图，实际上是把不完全在同一平面

内的点的集合，用同一平面内的点表示．因此，直观图往往

与立体图形的真实形状不完全相同．在立体几何中，立体图

形的直观图通常是在平行投影下得到的平面图形．

要画立体图形的直观图，首先要学会画水平放置的平面

图形．

��

如图８．２１，矩形窗户在阳光照射下留在地面上的影子是什么形状？眺望远处成

块的农田，矩形的农田在我们眼里又是什么形状？

图８．２１

　图８．２２

在初中，我们已经学习过投影．一个物体的投影，不仅与

这个物体的形状有关，而且还与投影的方式和物体与投影面的

位置关系有关．如果一个矩形垂直于投影面，投影线不垂直于

投影面，则矩形的平行投影是一个平行四边形 （图８．２２）．

利用平行投影，人们获得了画直观图的斜二测画法．利用

这种画法画水平放置的平面图形的直观图，其步骤是：

（１）在已知图形中取互相垂直的狓轴和狔轴，两轴相交于

点犗．画直观图时，把它们画成对应的狓′轴与狔′轴，两轴相交
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于点犗′，且使∠狓′犗′狔′＝４５°（或１３５°），它们确定的平面表示水平面．

（２）已知图形中平行于狓轴或狔轴的线段，在直观图中分别画成平行于狓′轴或狔′轴

的线段．

（３）已知图形中平行于狓轴的线段，在直观图中保持原长度不变，平行于狔轴的线

段，在直观图中长度为原来的一半．

对于平面多边形，我们常用斜二测画法画它们的直观图．如图８．２３，犃′犅′犆′犇′就

是利用斜二测画法画出的水平放置的正方形犃犅犆犇 的直观图．其中横向线段犃′犅′＝犃犅，

犆′犇′＝犆犇；纵向线段犃′犇′＝
１

２
犃犇，犅′犆′＝

１

２
犅犆；∠犇′犃′犅′＝４５°．这与我们的直观观

察是一致的．

A B

CD

A� B�

C�D�

图８．２３

例１　用斜二测画法画水平放置的正六边形的直观图．

画法：（１）如图８．２４（１），在正六边形犃犅犆犇犈犉中，取犃犇 所在直线为狓轴，犃犇

的垂直平分线犕犖 为狔轴，两轴相交于点犗．在图８．２４（２）中，画相应的狓′轴与狔′

轴，两轴相交于点犗′，使∠狓′犗′狔′＝４５°．

B C

D
A

y

xO

N

F M E

A�

B� C�
D�

E�F�M�

N�
O� x�

y�

A�

B� C�
D�

E�F�

（１）　　　　　　　　　　 （２）　　　　　　　　　 （３）　

图８．２４

　　在利用斜二测画法画

直观图的过程中，狓轴和

狔轴起到了什么作用？

（２）在图８．２４（２）中，以犗′为中点，在狓′轴上取

犃′犇′＝犃犇，在狔′轴上取犕′犖′＝
１

２
犕犖．以点犖′为中点，

画犅′犆′平行于狓′轴，并且等于犅犆；再以犕′为中点，画

犉′犈′平行于狓′轴，并且等于犉犈．

（３）连接犃′犅′，犆′犇′，犇′犈′，犉′犃′，并擦去辅助线

狓′轴和狔′轴，便获得正六边形犃犅犆犇犈犉水平放置的直观图

犃′犅′犆′犇′犈′犉′ （图８．２４（３））．
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画直观图时，除多边形外，还经常会遇到画圆的直观图的问题．生活的经验告诉我

们，水平放置的圆看起来非常像椭圆，因此我们一般用椭圆作为圆的直观图．实际画图时

常用如图８．２５所示的椭圆模板．

　　在立体几何中，常用

正等测画法画水平放置

的圆．

图８．２５

��

１．用斜二测画法画水平放置的平面图形的直观图时，下列结论是否正确？正确的在括号内画 “√”，错

误的画 “×”．

（１）相等的线段在直观图中仍然相等． （ ）

（２）平行的线段在直观图中仍然平行． （ ）

（３）一个角的直观图仍是一个角． （ ）

（４）相等的角在直观图中仍然相等． （ ）

２．用斜二测画法画出下列水平放置的平面图形的直观图 （尺寸自定）．

（１）矩形；　　　　　　　　（２）平行四边形；

（３）正三角形； （４）正五边形．

画几何体的直观图时，与画平面图形的直观图相比，只是多画一个与狓轴、狔轴都

垂直的狕轴，并且使平行于狕轴的线段的平行性和长度都不变．下面介绍几种简单几何体

的直观图的画法．

例２　已知长方体的长、宽、高分别是３ｃｍ，２ｃｍ，１．５ｃｍ，用斜二测画法画出它的

直观图．

分析：画棱柱的直观图，通常将其底面水平放置．利用斜二测画法画出底面，再画出

侧棱，就可以得到棱柱的直观图．长方体是一种特殊的棱柱，为画图简便，可取经过长方

体的一个顶点的三条棱所在直线作为狓轴、狔轴、狕轴．

画法： （１）画轴．如图８．２６，画狓 轴、狔轴、狕轴，三轴相交于点犗（犃），使

∠狓犗狔＝４５°，∠狓犗狕＝９０°．

（２）画底面．在狓轴正半轴上取线段犃犅，使犃犅＝３ｃｍ；在狔轴正半轴上取线段

犃犇，使犃犇＝１ｃｍ．过点犅作狔轴的平行线，过点犇作狓轴的平行线，设它们的交点为

犆，则犃犅犆犇就是长方体的底面犃犅犆犇的直观图．
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　　画几何体的直观图

时，如果不作严格要求，

图形尺寸可以适当选取．

用斜二测画法画图的角度

也可以自定，但要求图形

具有一定的立体感．

A B

C

A� B�

C�D�

D

B

C

A� B�

C�D�

D

O(A)

z

y

x

图８．２６

（３）画侧棱．在狕轴正半轴上取线段犃犃′，使犃犃′＝１．５ｃｍ，过犅，犆，犇各点分别

作狕轴的平行线，在这些平行线上分别截取１．５ｃｍ长的线段犅犅′，犆犆′，犇犇′．

（４）成图．顺次连接犃′，犅′，犆′，犇′，并加以整理 （去掉辅助线，将被遮挡的部分

改为虚线），就得到长方体的直观图了．

例３　已知圆柱的底面半径为１ｃｍ，侧面母线长３ｃｍ，画出它的直观图．

画法：（１）画轴．如图８．２７，画狓轴、狕轴，使∠狓犗狕＝９０°．

O O�

O

A�

A B x

B� x�

z

�

O

图８．２７

（２）画下底面．以犗为中点，在狓轴上取线段犃犅，使犗犃＝犗犅＝１ｃｍ．利用椭圆模

板画椭圆，使其经过犃，犅两点．这个椭圆就是圆柱的下底面．

（３）画上底面．在犗狕上截取点犗′，使犗犗′＝３ｃｍ，过点犗′作平行于轴犗狓 的

轴犗′狓′．类似下底面的作法作出圆柱的上底面．

（４）成图．连接犃犃′，犅犅′，整理得到圆柱的直观图．

对于圆锥的直观图，一般先画圆锥的底面，再借助于圆锥的轴确定圆锥的顶点，最后

画出两侧的两条母线 （图８．２８）．

O

S

图８．２８

　　　　　　

OO

图８．２９
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画球的直观图，一般需要画出球的轮廓线，它是一个圆．同时还经常画出经过球心的

截面圆，它们的直观图是椭圆，用以衬托球的立体性 （图８．２９）．

例４　某简单组合体由上下两部分组成，下部是一个圆柱，上部是一个圆锥，圆锥的

底面与圆柱的上底面重合．画出这个组合体的直观图．

分析：画组合体的直观图，先要分析它的结构特征，知道其中有哪些简单几何体以及

它们的组合方式，然后再画直观图．本题中没有尺寸要求，画图时只需选择合适的大小，

表达出该几何体的结构特征就可以了．

画法：如图８．２１０，先画出圆柱的上下底面，再在圆柱和圆锥共同的轴线上确定圆

锥的顶点，最后画出圆柱和圆锥的母线，并标注相关字母，就得到组合体的直观图．

O

A�

A B

B�O�

z

x�

x O

PP

A�

A B

B�O�

图８．２１０

��

１．用斜二测画法画一个棱长为３ｃｍ的正方体的直观图．

２．用斜二测画法画一个正六棱柱的直观图．

３．一个简单组合体由上下两部分组成，下部是一个圆柱，上部是一个半球，并且半球的球心就是圆柱

的上底面圆心．画出这个组合体的直观图．

����

习题８．２

１．用斜二测画法画水平放置的平面图形的直观图时，下列结论是否正确？正确的在括号内画

“√”，错误的画 “×”．

（１）三角形的直观图是三角形． （ ）

（２）平行四边形的直观图是平行四边形． （ ）

（３）正方形的直观图是正方形． （ ）

（４）菱形的直观图是菱形． （ ）
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���

２．用斜二测画法画出下列水平放置的等腰直角三角形的直观图：

（１）直角边横向；

（２）斜边横向．

３．用斜二测画法画出底面边长为２ｃｍ，侧棱长为３ｃｍ的正三棱柱的直观图．

４．画底面半径为１ｃｍ，母线长为３ｃｍ的圆柱的直观图．

����


�� ���

���

（第７题）

５．一个菱形的边长为４ｃｍ，一内角为６０°，将菱形水平放置并且

使较长的对角线成横向，试用斜二测画法画出这个菱形的直

观图．

６．已知一个圆锥由等腰直角三角形旋转形成，画出这个圆锥的直

观图．

７．一个几何体的三视图如图所示，画出这个几何体的直观图．

８．画出你所在学校的一些建筑物的直观图 （尺寸自定）．

���	�

画法几何与蒙日

画法几何就是在平面上绘制空间图形，并在平面图上表达出空间原物体各部分的

大小、位置以及相互关系的一门学科．它在绘画、建筑等方面有着广泛的应用．

画法几何起源于欧洲文艺复兴时期的绘画和建筑技术．意大利艺术家莱奥纳

多·达·芬奇 （ＬｅｏｎａｒｄｏｄａＶｉｎｃｉ，１４５２—１５１９）在他的绘画作品中已经广泛地

运用了透视理论，主要是中心投影．法国数学家德萨格 （ＧéｒａｒｄＤｅｓａｒｇｕｅｓ，

１５９３—１６６２）在他的 “透视法”中给出了空间几何体

透视像的画法，以及如何从平面图中正确地计算出

几何体的尺寸大小的方法，主要是运用正投影．后

来法国数学家蒙日经过深入研究，在１７９９年出版了

《画法几何学》一书．在该书中，蒙日第一次详细

阐述了怎样把空间 （三维）物体投影到两个互相垂

直的平面上，并根据投影原理 （这种原理后来发展

蒙日 （ＧａｓｐａｒｄＭｏｎｇｅ，１７４６—１８１８）
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成射影几何学）推断出该空间物体的几何性质．蒙日的 《画法几何学》不论是在

概念上，还是在方法上都有深远的影响．这种方法对于建筑学、军事学、机械制

图等方面都有极大的实用价值，从此画法几何就成为一门独立的几何分支学科．

蒙日成为画法几何的创始人．

蒙日生长在法国大革命时代，他出生于法国东部博衲的一个小商人家庭．１６

岁时，因为熟练地以比例尺绘出家乡的地图，他被梅济耶尔军事学院聘为绘图员．

１７６８年，蒙日开始在梅济耶尔军事学院教授物理和数学，那时他只有２２岁．

１７８０年，他被选为巴黎科学院通讯院士．１７８３年，他迁居巴黎后，积极投身巴黎

的公共事务，曾任度量衡委员会的委员、海军与殖民部长，并参与创办了巴黎综

合工科学校和法兰西国家研究院．为了从数据中求出要塞中炮兵阵地的位置，蒙

日用几何方法避开了麻烦的计算．他用二维平面上的适当投影来表达三维物体的

方法，在实际中有着广泛的应用，并导致画法几何的产生．法国大革命前后，由

于军事建筑上的迫切需要，蒙日的画法几何方法被列为军事秘密，所以很久未能

公之于世．直到当时的军事约束解除后，蒙日才公布了他的研究成果，这已是他

建立画法几何之后３０年的事了．
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８３　简单几何体的表面积与体积

前面我们分别认识了基本立体图形的结构特征和平面表

示，本节进一步认识简单几何体的表面积和体积．表面积是

几何体表面的面积，它表示几何体表面的大小，体积是几何

体所占空间的大小．

８３１!|}I |~I |�$.=;v�;

１棱柱、棱锥、棱台的表面积

多面体的表面积就是围成多面体各个面的面积的和．棱柱、棱锥、棱台的表面积就是

围成它们的各个面的面积的和．

A

P

B C

　图８．３１

例１　如图８．３１，四面体犘犃犅犆的各棱长均为犪，求它的表面积．

分析：因为四面体犘犃犅犆的四个面是全等的等边三角形，所以

四面体的表面积等于其中任何一个面的面积的４倍．

解：因为△犘犅犆是正三角形，其边长为犪，所以犛△犘犅犆＝
槡３

４
犪２．

因此，四面体犘犃犅犆的表面积

犛犘犃犅犆＝４×
槡３

４
犪２＝槡３犪２．　　　　　　　

　　棱柱的高是指两底面

之间的距离，即从一底面上

任意一点向另一个底面作垂

线，这点与垂足 （垂线与底

面的交点）之间的距离．

２棱柱、棱锥、棱台的体积

我们以前已经学习了特殊的棱柱———正方体、长方体的

体积公式，它们分别是

犞正方体＝犪３ （犪是正方体的棱长），

犞长方体＝犪犫犮 （犪，犫，犮分别是长方体的长、宽、高）．

　　棱锥的高是指从顶点

向底面作垂线，顶点与垂

足之间的距离．

一般地，如果棱柱的底面积是犛，高是犺，那么这个棱

柱的体积

犞棱柱＝犛犺．

如果一个棱柱和一个棱锥的底面积相等，高也相等，那

么，棱柱的体积是棱锥的体积的３倍．因此，一般地，如果

棱锥的底面面积为犛，高为犺，那么该棱锥的体积
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　　棱台的高是指两底面

之间的距离，即从上底面

上任意一点向下底面作垂

线，这点与垂足之间的

距离．

犞棱锥＝
１

３
犛犺．

由于棱台是由棱锥截成的，因此可以利用两个棱锥的体

积差，得到棱台的体积公式

犞棱台＝
１

３
犺（犛′＋槡犛′犛＋犛），

其中犛′，犛分别为棱台的上、下底面面积，犺为棱台的高．

	�

观察棱柱、棱锥、棱台的体积公式

犞棱柱＝犛犺，　犞棱锥＝
１

３
犛犺，　犞棱台＝

１

３
犺（犛′＋槡犛′犛＋犛），

它们之间有什么关系？你能用棱柱、棱锥、棱台的结构特征来解释这种关系吗？

例２　如图８．３２，一个漏斗的上面部分是一个长方体，下面部分是一个四棱锥，两

部分的高都是０．５ｍ，公共面犃犅犆犇是边长为１ｍ的正方形，那么这个漏斗的容积是多

少立方米 （精确到０．０１ｍ３）？（计算漏斗的容积时不考虑漏斗的厚度）

A�

A B

CD
B�

C�D�

P

图８．３２

分析：漏斗由两个多面体组成，其容积就是两个多面体的体积和．

解：由题意知

犞长方体犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′＝１×１×０．５

＝０．５（ｍ３），

犞棱锥犘犃犅犆犇＝
１

３
×１×１×０．５

＝
１

６
（ｍ３）．

所以这个漏斗的容积

犞＝
１

２
＋
１

６
＝
２

３

≈０．６７（ｍ３）．
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��

１．正六棱台的上、下底面边长分别是２ｃｍ和６ｃｍ，侧棱长是５ｃｍ，求它的表面积．

２．如图是一个表面被涂上红色的棱长是４ｃｍ的立方体，将其适当分割成棱长为１ｃｍ的小立方体．

（１）共得到多少个棱长是１ｃｍ的小立方体？

（２）三面是红色的小立方体有多少个？它们的表面积之和是多少？

（３）两面是红色的小立方体有多少个？它们的表面积之和是多少？

（４）一面是红色的小立方体有多少个？它们的表面积之和是多少？

（５）六个面均没有颜色的小立方体有多少个？它们的表面积之和是多少？它们占有多少立方厘米的

空间？

（第２题）

　　　　　　

（第３题）

３．某广场设置了一些石凳供大家休息，这些石凳是由正方体截去八个一样的四面体得到的．如果被截

正方体的棱长是５０ｃｍ，那么石凳的体积是多少？

４．求证：直三棱柱的任意两个侧面的面积和大于第三个侧面的面积．

８３２! -./ -0/ -1/ 2(345675

１圆柱、圆锥、圆台的表面积和体积

与多面体的表面积一样，圆柱、圆锥、圆台的表面积也是围成它的各个面的面积和．

利用圆柱、圆锥、圆台的展开图 （图８．３３），可以得到它们的表面积公式：

犛圆柱＝２π狉（狉＋犾）（狉是底面半径，犾是母线长），

犛圆锥＝π狉（狉＋犾）（狉是底面半径，犾是母线长），

犛圆台＝π（狉′２＋狉２＋狉′犾＋狉犾）（狉′，狉分别是上、下底面半径，犾是母线长）．

Or
2pr

O�

l

2p
r

Or

S

l

Or
2p
r

2p
r�

O�

l

r�

图８．３３
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	�

圆柱、圆锥、圆台的表面积公式之间有什么关系？你能用圆柱、圆锥、圆台的结

构特征来解释这种关系吗？

我们以前学习过圆柱、圆锥的体积公式，即

犞圆柱＝π狉２犺（狉是底面半径，犺是高），

犞圆锥＝
１

３
π狉２犺（狉是底面半径，犺是高）．

由于圆台是由圆锥截成的，因此可以利用圆锥的体积公式推导出圆台的体积公式

犞圆台＝
１

３
π犺（狉′２＋狉′狉＋狉２）（狉′，狉分别是上、下底面半径，犺是高）．

	�

圆柱、圆锥、圆台的体积公式之间有什么关系？结合棱柱、棱锥、棱台的体积公

式，你能将它们统一成柱体、锥体、台体的体积公式吗？柱体、锥体、台体的体积公

式之间又有怎样的关系？

	�

犞柱体＝犛犺 （犛为底面积，犺为柱体高）；

犞锥体＝
１

３
犛犺 （犛为底面积，犺为锥体高）；

犞台体＝
１

３
（犛′＋槡犛′犛＋犛）犺 （犛′，犛分别为上、下底面面积，犺为台体高）．

当犛′＝犛时，台体变为柱体，台体的体积公式也就是柱体的体积公式；当犛′＝０

时，台体变为锥体，台体的体积公式也就是锥体的体积公式．

２球的表面积和体积

设球的半径为犚，它的表面积只与半径犚有关，是以犚为自变量的函数．

事实上，如果球的半径为犚，那么它的表面积是

犛球＝４π犚２．
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图８．３４

例３　如图８．３４，某种浮标由两个半球和一个圆柱黏合而成，

半球的直径是０．３ｍ，圆柱高０．６ｍ．如果在浮标表面涂一层防水

漆，每平方米需要０．５ｋｇ涂料，那么给１０００个这样的浮标涂防水

漆需要多少涂料？（π取３．１４）

解：一个浮标的表面积为

２π×０．１５×０．６＋４π×０．１５２＝０．８４７８（ｍ２），

所以给１０００个这样的浮标涂防水漆约需涂料

０．８４７８×０．５×１０００＝４２３．９（ｋｇ）．

	�

在小学，我们学习了圆的面积公式，你还记得是如何求得的吗？类比这种方法，

你能由球的表面积公式推导出球的体积公式吗？

类比利用圆周长求圆面积的方法，我们可以利用球的表面积求球的体积．如图８．３５，

把球犗的表面分成狀个小网格，连接球心犗和每个小网格的顶点，整个球体就被分割成

狀个 “小锥体”．

O

A

B
C

D

O

A

B C

D

图８．３５

当狀越大，每个小网格越小时，每个 “小锥体”的底面就越平，“小锥体”就越近似

于棱锥，其高越近似于球半径犚．设犗犃犅犆犇是其中一个 “小锥体”，它的体积

犞犗犃犅犆犇≈
１

３
犛犃犅犆犇犚．

由于球的体积就是这狀个 “小锥体”的体积之和，而这狀个 “小锥体”的底面积之

和就是球的表面积．因此，球的体积

犞球＝
１

３
犛球犚＝

１

３
×４π犚２·犚＝

４

３
π犚３．

由此，我们得到球的体积公式

犞球＝
４

３
π犚３．

８１１



第八章　立体几何初步

OR

　图８．３６

例４　如图８．３６，圆柱的底面直径和高都等于球的直径，求球与圆

柱的体积之比．

解：设球的半径为犚，则圆柱的底面半径为犚，高为２犚．

∵　犞球＝
４

３
π犚３，犞圆柱＝π犚２·２犚＝２π犚３，

∴　犞球∶犞圆柱＝
４

３
π犚３∶２π犚３＝

２

３
．

本节我们学习了柱体、锥体、台体、球的表面积与体积的计算方法．

在生产、生活中遇到的物体，往往形状比较复杂，但很多物体都可以看

作由这些简单几何体组合而成的，它们的表面积与体积可以利用这些简

单几何体的表面积与体积来计算．

��

１．已知圆锥的表面积为犪ｍ２，且它的侧面展开图是一个半圆，求这个圆锥的底面直径．

２．当一个球的半径满足什么条件时，其体积和表面积的数值相等？

３．将一个棱长为６ｃｍ的正方体铁块磨制成一个球体零件，求可能制作的最大零件的体积．

４．一个长、宽、高分别是８０ｃｍ，６０ｃｍ，５５ｃｍ的长方体水槽中装有２０００００ｃｍ３的水，现放入一个

直径为５０ｃｍ的木球．如果木球的三分之二在水中，三分之一在水上，那么水是否会从水槽中溢出？

����

习题８．３

１．如图，八面体的每一个面都是正三角形，并且４个顶点犃，犅，犆，犇 在同一个平面内．如果

四边形犃犅犆犇是边长为３０ｃｍ的正方形，那么这个八面体的表面积是多少？

A

B

E

F

C

D

（第１题）

　　　　　　

（第２题）

２．如图，将一个长方体沿相邻三个面的对角线截出一个棱锥，求棱锥的体积与剩下的几何体体积

的比．
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３．如图，一个直三棱柱形容器中盛有水，侧棱犃犃１＝８．若侧面犃犃１犅１犅水平放置时，水面恰好

过犃犆，犅犆，犃１犆１，犅１犆１的中点．那么当底面犃犅犆水平放置时，水面高为多少？

A

B

C

A1

B1

C1

（第３题）

　　　　　　　

O�

O

P

（第４题）

４．如图，圆锥犘犗的底面直径和高均是犪，过犘犗的中点犗′作平行于底面的截面，以该截面为底

面挖去一个圆柱，求剩下几何体的表面积和体积．

５．一个正方体的顶点都在球面上，它的棱长是犪ｃｍ，求球的体积．

����

６．如图是一个烟筒的直观图 （图中数据的单位为厘米），它的下部是一个正四棱台形物体，上部

是一个正四棱柱形物体 （底面与四棱台形物体的上底面重合）．为防止雨水的侵蚀，同时使烟

筒更美观，现要在烟筒外部粘贴瓷砖，请你计算需要多少平方厘米的瓷砖？ （结果精确到

１ｃｍ２，可用计算工具）

80

40

10

50

（第６题）

　　　　　　　

（第７题）

７．一堆规格相同的铁制 （铁的密度是７．９×１０３ｋｇ／ｍ３）六角螺母的质量为５．８ｋｇ．如图，每一个

螺母的底面是正六边形，边长为１２ｍｍ，内孔直径为１０ｍｍ，高为１０ｍｍ，这堆螺母大约有

多少个？（可用计算工具，π取３．１４）

８．分别以一个直角三角形的斜边、两条直角边所在直线为轴，其余各边旋转一周形成的曲面围成

３个几何体．这３个几何体的体积之间有什么关系？


���

９．如下页图是一个奖杯的三视图，试根据奖杯的三视图计算它的表面积和体积．（可用计算工具，

尺寸如图，单位：ｃｍ，π取３．１４，结果取整数．）
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20
10

16 8
20

4
2

48


�� ���

���

（第９题）

�����

祖!原理与柱体、锥体的体积

一、祖!原理

祖! （犵è狀犵）（５世纪—６世纪），字景烁，祖冲之之子，范阳郡遒县 （今河

北省涞水县）人，南北朝时期的伟大科学家．祖!在数学上做出了突出贡献，他

在实践的基础上，于５世纪末提出了下面的体积计算原理：“幂势既同，则积不

容异”．这就是 “祖!原理”．“势”即是高，“幂”是面积，祖!原理用现代语言

可以描述为：

夹在两个平行平面之间的两个几何体，被平行于这两个平面的任意平面所

截，如果截得的两个截面的面积总相等，那么这两个几何体的体积相等．

如图１，夹在平行平面间的两个几何体 （它们的形状可以不同），被平行于这

两个平面的任何一个平面所截，如果截面 （阴影部分）的面积都相等，那么这两

个几何体的体积一定相等．
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图１

　　　　　　

图２　　

这个原理是非常浅显易懂的．例如，取一摞纸堆放在桌面上组成一个几何体

（图２），使它倾斜一个角度，这时几何体的形状发生了改变，得到了另一个几何

体，但两个几何体的高度没有改变，每页纸的面积也没有改变，因而两个几何体

的体积相等．利用这个原理和长方体体积公式，我们能够求出柱体、锥体、台体

和球体的体积．

祖!给出上面的原理，要比其他国家的数学家早一千多年．在欧洲直到１７世纪，

意大利数学家卡瓦列里 （ＢｏｎａｖｅｎｔｕｒａＣａｖａｌｉｅｒｉ，１５９８—１６４７）才给出上述结论．

二、柱体、锥体的体积

下面我们用祖!原理推导柱体和锥体的体积公式．

α

图３

设有底面积都等于犛，高都等于犺

的任意一个棱柱、一个圆柱和一个长方

体，使它们的下底面在同一平面内 （图

３）．根据祖!原理，可知它们的体积相

等．由于长方体的体积等于它的底面积

乘高，于是我们得到柱体的体积公式

犞柱体＝犛犺．

其中犛是柱体的底面积，犺是柱体的高．

设有底面积都等于犛，高都等于犺的两个锥体 （例如一个棱锥和一个圆锥），

使它们的底面在同一平面内 （图４）．根据祖!原理，可推导出它们的体积相等．
这就是说，等底面积等高的两个锥体的体积相等．

S S

hh

S1 S1
h1 h1

α

图４

　

C

B

A

A�

1
C

B

A�

B�

2

C

A�

B�
C�

3

C

B

A

A�

B�
C�

图５
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如图５，设三棱柱犃犅犆犃′犅′犆′的底面积 （即△犃犅犆的面积）为犛，高 （即

点犃′到平面犃犅犆的距离）为犺，则它的体积为犛犺．沿平面犃′犅犆和平面犃′犅′犆，

将这个三棱柱分割为３个三棱锥．其中三棱锥１，２的底面积相等 （犛△犃′犃犅＝

犛△犃′犅′犅），高也相等 （点犆到平面犃犅犅′犃′的距离），三棱锥２，３也有相等的底

面积 （犛△犅′犅犆＝犛△犅′犆′犆）和相等的高 （点犃′到平面犅犆犆′犅′的距离）．因此，这３

个三棱锥的体积相等，每个三棱锥的体积是
１

３
犛犺．

如果三棱锥犃′犃犅犆 （即三棱锥１）以△犃犅犆为底，那么它的底面积是犛，

高是犺，而它的体积是
１

３
犛犺．这说明三棱锥的体积等于它的底面积乘高的积的三

分之一．

事实上，对于一个任意的锥体，设它的底面积为犛，高为犺，那么它的体积

应等于一个底面积为犛，高为犺的三棱锥的体积，即这个锥体的体积为

犞锥体＝
１

３
犛犺．

这就是锥体的体积公式．

柱体和锥体是两种基本几何体，它们的体积公式有着广泛的应用．
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８４　空间点、直线、平面之间的位置关系

前面我们初步认识了简单几何体的组成元素，知道了顶

点、棱 （直线段）、平面多边形是构成棱柱、棱锥等多面体

的基本元素．我们以直观感知的方式认识了这些基本元素之

间的相互关系，从而得到了多面体的一些结构特征．为了进

一步认识立体图形的结构特征，需要对点、直线、平面之间

的位置关系进行研究．本节我们先研究平面及其基本性质，

在此基础上，研究空间点、直线、平面之间的位置关系．

８４１!<=

在初中，我们已经对点和直线有了一定的认识，知道它们都是由现实事物抽象得到

的．生活中也有一些物体给我们以平面的直观感觉，如课桌面、黑板面、平静的水面等．

几何里所说的 “平面 （ｐｌａｎｅ）”就是从这样的一些物体中抽象出来的．类似于直线向两

端无限延伸，平面是向四周无限延展的．

与画出直线的一部分来表示直线一样，我们也可以画出平面的一部分来表示平面．我

们常用矩形的直观图，即平行四边形表示平面．如图８．４１，当平面水平放置时，常把平

行四边形的一边画成横向；当平面竖直放置时，常把平行四边形的一边画成竖向．

βαA B

CD

　图８．４１

我们常用希腊字母α，β，γ等表示平面，如平面α、平面β、平面γ等，并将它写在

代表平面的平行四边形的一个角内；也可以用代表平面的平行四边形的四个顶点，或者相

对的两个顶点的大写英文字母作为这个平面的名称．如图８．４１中的平面α，也可以表示

为平面犃犅犆犇、平面犃犆或者平面犅犇．

下面，我们来研究平面的基本性质．

	�

我们知道，两点可以确定一条直线，那么几点可以确定一个平面？
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图８．４２

　　在日常生活中，我们常常可以看到这样的现象：自行车用一个脚架和两个车轮着地就

可以 “站稳”，三脚架的三脚着地就可以支撑照相机 （图８．４２）．由这些事实和类似经

验，可以得到下面的基本事实：

α

B

A C

图８．４３

基本事实１　过不在一条直线上的三个点，有且只有一个平

面 （图８．４３）．

基本事实１给出了确定一个平面的依据．它也可以简单说成

“不共线的三点确定一个平面”．不在一条直线上的三个点犃，犅，

犆所确定的平面，可以记成平面犃犅犆．

直线上有无数个点，平面内有无数个点，直线、平面都可以看作点的集合．点犃 在

直线犾上，记作犃∈犾；点犅在直线犾外，记作犅∈／犾；点犃在平面α内，记作犃∈α；点

犘在平面α外，记作犘∈／α．

	�

如果直线犾与平面α有一个公共点犘，直线犾是否在平面α内？如果直线犾与平

面α有两个公共点呢？

在实际生活中，我们有这样的经验：如果一根直尺边缘上的任意两点在桌面上，那么

直尺的整个边缘就落在了桌面上．上述经验和类似的事实可以归纳为以下基本事实：

α B
A

l

图８．４４

基本事实２　如果一条直线上的两个点在一个平面内，那么

这条直线在这个平面内 （图８．４４）．

利用基本事实２，可以判断直线是否在平面内．

平面内有无数条直线，平面可以看作直线的集合．如果直

线犾上所有点都在平面α内，就说直线犾在平面α内，记作

犾α；否则，就说直线犾不在平面α内，记作犾α．

基本事实２也可以用符号表示为

犃∈犾，犅∈犾，且犃∈α，犅∈α犾α．

基本事实２表明，可以用直线的 “直”刻画平面的 “平”，用
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直线的 “无限延伸”刻画平面的 “无限延展”．如图８．４５，由基本事实１，给定不共线三

点犃，犅，犆，它们可以确定一个平面犃犅犆；连接犃犅，犅犆，犆犃，由基本事实２，这三

条直线都在平面犃犅犆内，进而连接这三条直线上任意两点所得直线也都在平面犃犅犆内，

所有这些直线可以编织成一个 “直线网”，这个 “直线网”可以铺满平面犃犅犆．组成这个

“直线网”的直线的 “直”和向各个方向无限延伸，说明了平面的 “平”和 “无限延展”．

　　利用信息技术工具，

可以方便地作出这个图

形，观察 “直线网”的形

成和编织成平面的过程，

想象直线和平面的关系．

A

B C

图８．４５

	�

Bα

图８．４６

如图８．４６，把三角尺的一个角立在课桌面上，

三角尺所在平面与课桌面所在平面是否只相交于一点

犅？为什么？

想象三角尺所在的无限延展的平面，用它去 “穿透”课桌面．可以想象，两个平面相

交于一条直线．教室里相邻的墙面在地面的墙角处有一个公共点，这两个墙面相交于过这

个点的一条直线．由此我们又得到一个基本事实：

基本事实３　如果两个不重合的平面有一个公共点，那么它们有且只有一条过该点的

公共直线 （图８．４７）．

　　如无特殊说明，本章

中的两个平面均指两个不

重合的平面．

α

β

P l

图８．４７

基本事实３告诉我们，如果两个平面有一个公共点，那么这两个平面一定相交于过这

个公共点的一条直线．两个平面相交成一条直线的事实，使我们进一步认识了平面的

“平”和 “无限延展”．
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平面α与β相交于直线犾，记作α∩β＝犾．基本事实３可以用符号表示为

犘∈α，且犘∈βα∩β＝犾，且犘∈犾．

在画两个相交平面时，如果其中一个平面的一部分被另一个平面挡住，通常把被挡住

的部分画成虚线或不画，这样可使画出的图形立体感更强一些 （图８．４８）．

α

B

A

β

α

B

A

β

图８．４８

上述三个关于平面的基本事实是人们经过长期观察与实践总结出来的，是几何推理的

基本依据，也是我们进一步研究立体图形的基础．

利用基本事实１和基本事实２，再结合 “两点确定一条直线”，可以得到下面三个推

论 （图８．４９）：

推论１　经过一条直线和这条直线外一点，有且只有一个平面．

推论２　经过两条相交直线，有且只有一个平面．

推论３　经过两条平行直线，有且只有一个平面．

α
B

A
a C

α
P

a
b

α a

b

（１）　　　　　　　　　 （２）　　　　　　　　　 （３）

图８．４９

　　用类似的方法，你能说

明推论２和推论３成立吗？

事实上，如图８．４９（１），设点犃是直线犪外一点，在

直线犪上任取两点犅 和犆，则由基本事实１，经过犃，犅，

犆三点确定一个平面α．再由基本事实２，直线犪也在平面α

内，因此平面α经过直线犪和点犃，即一条直线和这条直线

外一点确定一个平面．

推论１～３给我们提供了确定一个平面的另外几种方法．

如图８．４１０，用两根细绳沿桌子四条腿的对角拉直，如果

这两根细绳相交，说明桌子四条腿的底端在同一个平面内，

否则就不在同一个平面内，其依据就是推论２．

　　不共线的三点，一条

直线和这条直线外一点，两

条相交直线，两条平行直

线，都能唯一确定一个平

面．这些结论在后续研究直

线和平面之间平行、垂直关

系时，也会经常用到．

图８．４１０
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��

１．判断下列命题是否正确，正确的在括号内画 “√”，错误的画 “×”．

（１）书桌面是平面． （ ）

（２）平面α与平面β相交，它们只有有限个公共点． （ ）

（３）如果两个平面有三个不共线的公共点，那么这两个平面重合． （ ）

２．下列命题正确的是 （ ）．

（Ａ）三点确定一个平面

（Ｂ）一条直线和一个点确定一个平面

（Ｃ）圆心和圆上两点可确定一个平面

（Ｄ）梯形可确定一个平面

３．不共面的四点可以确定几个平面？请画出图形说明你的结论．

４．用符号表示下列语句，并画出相应的图形：

（１）点犃在平面α内，点犅在平面α外；

（２）直线犪既在平面α内，又在平面β内．

８４２!���I �3I <=��$���s

前面我们认识了空间中点、直线、平面之间的一些位置关系，如点在平面内，直线在

平面内，两个平面相交，等等．空间中点、直线、平面之间还有其他位置关系吗？

长方体是我们熟悉的空间几何图形，下面我们借助长方体进一步研究空间中点、直

线、平面之间的位置关系．

��

A B

C

A� B�

D

CD ��

图８．４１１

我们知道，长方体有８个顶点，１２条棱，６个面．１２条

棱对应１２条棱所在的直线，６个面对应６个面所在的平面．

观察如图８．４１１所示的长方体犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′，你能发现

这些顶点、直线、平面之间的位置关系吗？

观察你所在的教室，你能找到上述位置关系的一些实例

吗？你能再举出一些表示这些位置关系的其他实例吗？

空间中点与直线的位置关系有两种：点在直线上和点在直线外．如图８．４１１中，点

犃在直线犃犅上，在直线犃′犅′外．空间中点与平面的位置关系也有两种：点在平面内和

点在平面外．如图８．４１１中，点犃在平面犃犅犆犇内，在平面犃′犅′犆′犇′外．
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下面我们研究空间中直线、平面之间的位置关系．

１空间中直线与直线的位置关系

在图８．４１１中，直线犃犅与犇犆在同一个平面犃犅犆犇 内，它们没有公共点，它们是

平行直线；直线犃犅与犅犆也在同一个平面犃犅犆犇内，它们只有一个公共点犅，它们是相

交直线；直线犃犅与犆犆′不同在任何一个平面内．

我们把不同在任何一个平面内的两条直线叫做异面直线．于是，空间两条直线的位置

关系有三种：

共面直线
相交直线：在同一平面内，有且只有一个公共点；

平行直线：在同一平面内，没有公共点；
烅
烄

烆

异面直线：不同在任何一个平面内，没有公共点．

烅

烄

烆

这样，空间中两条直线平行和我们学过的平面上两条直线平行的意义是一致的，即首

先这两条直线在同一平面内，其次是它们不相交．如果直线犪，犫为异面直线，为了表示

它们不共面的特点，作图时，通常用一个或两个平面衬托，如图８．４１２所示．

α

a

bβ

α a

b

图８．４１２

２空间中直线与平面的位置关系

在图８．４１１中，直线犃犅 与平面犃犅犆犇 有无数个公共点；直线犃犃′与平面犃犅犆犇

只有一个公共点犃；直线犃′犅′与平面犃犅犆犇 没有公共点．再结合生活实例，我们可以看

出，直线与平面的位置关系有且只有三种：

（１）直线在平面内———有无数个公共点；

　　一般地，直线犪在平

面α内，应把直线犪画在

表示平面α的平行四边形

内；直线犪 在平面α外，

应把直线犪或它的一部分

画在表示平面α的平行四

边形外．

（２）直线与平面相交———有且只有一个公共点；

（３）直线与平面平行———没有公共点．

当直线与平面相交或平行时，直线不在平面内，也称为

直线在平面外．

图８．４１３表示了直线与平面的三种位置关系．

α
a

α

a

A
α

a

图８．４１３

直线犪与平面α相交于点犃，记作犪∩α＝犃；直线犪与平面α平行，记作犪∥α．
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３空间中平面与平面的位置关系

α

β

图８．４１４

在图８．４１１中，平面犃犅犆犇与平面犃′犅′犆′犇′没有公共点；平

面犃犅犆犇与平面犅犆犆′犅′有一条公共直线犅犆．再结合生活实例，我

们可以看出，两个平面之间的位置关系有且只有以下两种：

（１）两个平面平行———没有公共点；

（２）两个平面相交———有一条公共直线．

画两个互相平行的平面时，要注意使表示平面的两个平行四边

形的对应边平行 （图８．４１４）．

平面α与平面β平行，记作α∥β．

��

A B

C

A� B�

CD

D

��

图８．４１５

如图８．４１５，在长方体犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′中，连接犃′犅，

犇′犆，请你再举出一些图中表示空间直线、平面之间位置关

系的例子，并用符号表示这些位置关系．

与其他同学交流一下你的结果．

例１　如图８．４１６，用符号表示下列图形中直线、平面之间的位置关系．

α

β
l

b

a

P

α
β

A
B

l

a

（１）　　　　　　　　　　　 （２）　

图８．４１６

分析：根据图形，先判断直线、平面之间的位置关系，然后用符号表示出来．

解：在 （１）中，α∩β＝犾，犪∩α＝犃，犪∩β＝犅．

在 （２）中，α∩β＝犾，犪α，犫β，犪∩犾＝犘，犫∩犾＝犘，犪∩犫＝犘．

例２　如图８．４１７，犃犅∩α＝犅，犃∈／α，犪α，犅∈／犪．直线犃犅与犪具有怎样的位置

关系？为什么？

α
a

A

B

图８．４１７
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　　例２告诉我们一种判

断异面直线的方法：与一

个平面相交的直线和这个

平面内不经过交点的直线

是异面直线．

解：直线犃犅与犪是异面直线．理由如下．

若直线犃犅 与直线犪不是异面直线，则它们相交或平

行．设它们确定的平面为β，则犅∈β，犪β．由于经过点犅

与直线犪有且仅有一个平面α，因此平面α与β重合，从而

犃犅α，进而犃∈α，这与犃∈／α矛盾．所以直线犃犅与犪是

异面直线．

��

１．选择题

（１）如果两条直线犪与犫没有公共点，那么犪与犫 （ ）．

（Ａ）共面　　　　　　　（Ｂ）平行

（Ｃ）是异面直线 （Ｄ）可能平行，也可能是异面直线

A B

CD

A� B�

C�D�

（第２题）

（２）设直线犪，犫分别是长方体的相邻两个面的对角线所在的直线，

则犪与犫 （ ）．

（Ａ）平行 （Ｂ）相交

（Ｃ）是异面直线 （Ｄ）可能相交，也可能是异面直线

２．如图，在长方体犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′中，判定直线犃犅与犃犆，直线

犃犆与犃′犆′，直线犃′犅与犃犆，直线犃′犅与犆′犇的位置关系．

３．判断下列命题是否正确，正确的在括号内画 “√”，错误的画 “×”．

（１）若直线犾上有无数个点不在平面α内，则犾∥α． （ ）

（２）若直线犾与平面α平行，则犾与平面α内的任意一条直线都平行． （ ）

（３）如果两条平行直线中的一条与一个平面平行，那么另一条也与这个平面平行． （ ）

（４）若直线犾与平面α平行，则犾与平面α内的任意一条直线都没有公共点． （ ）

４．已知直线犪，犫，平面α，β，且犪α，犫β，α∥β．判断直线犪，犫的位置关系，并说明理由．

����

习题８．４

１．画出满足下列条件的图形：

（１）犪α，犫α，犪∩犫＝犃，犮∩α＝犃；

（２）α∩β＝犾，犃犅α，犆犇β，犃犅∥犾，犆犇∥犾．

２．选择题

（１）经过同一直线上的３个点的平面 （ ）．

（Ａ）有且仅有１个　　　　　　　　　　（Ｂ）有且仅有３个

（Ｃ）有无数个 （Ｄ）不存在
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（２）若直线犪不平行于平面α，且犪α，则下列结论成立的是 （ ）．

（Ａ）α内的所有直线与犪是异面直线 （Ｂ）α内不存在与犪平行的直线

（Ｃ）α内存在唯一一条直线与犪平行 （Ｄ）α内的所有直线与犪都相交

３．判断下列命题是否正确，正确的在括号内画 “√”，错误的画 “×”．

（１）两两相交且不共点的三条直线确定一个平面． （ ）

（２）四边形可以确定一个平面． （ ）

（３）若犪，犫是两条直线，α，β是两个平面，且犪α，犫β，则犪，犫是异面直线． （ ）

４．填空题

（１）如果犪，犫是异面直线，直线犮与犪，犫都相交，那么这三条直线中的两条所确定的平面共

有　　个；

（２）若一条直线与两个平行平面中的一个平面平行，则这条直线与另一个平面的位置关系是　

　　　　　；

（３）已知两条相交直线犪，犫，且犪∥平面α，则犫与α的位置关系是　　　　　　．

５．正方体各面所在平面将空间分成几部分？

����

６．如果一条直线与两条平行直线都相交，那么这三条直线共面吗？请说说你的理由．

７．如图，三条直线两两平行且不共面，每两条直线确定一个平面，一共可以确定几个平面？如果

三条直线相交于一点，它们最多可以确定几个平面？

（第７题）

　　　　　　 α
R

C

B
A

P

（第８题）

８．如图，△犃犅犆在平面α外，犃犅∩α＝犘，犅犆∩α＝犙，犃犆∩α＝犚，求证：犘，犙，犚 三点

共线．


��� A

B

E

F

C

D
G

H

（第９题）

９．如图是一个正方体的展开图，如果将它还原为正方体，那么在犃犅，

犆犇，犈犉，犌犎 这四条线段中，哪些线段所在直线是异面直线？

１０．在本节，我们学习了平面，了解了它的基本特征以及一些利用点、

直线、平面等组成立体图形的基本元素刻画这些特征的方法．类似

地，直线有什么基本特征？如何刻画直线的这些基本特征？
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８５　空间直线、平面的平行

在平面几何的学习中，我们研究过两条直线的位置关

系，重点研究了两条直线平行，得到了这种特殊位置关系的

性质，以及判定两条直线平行的定理．类似地，空间中直

线、平面间的平行关系在生产和生活中有着广泛的应用，也

是我们要重点研究的内容．本节我们研究空间中直线、平面

的平行关系，重点研究这些平行关系的判定和性质．

８５１! -./-.'0

我们知道，在同一平面内，不相交的两条直线是平行直线，并且当两条直线都与第三

条直线平行时，这两条直线互相平行．在空间中，是否也有类似的结论？

��

A B

CD

A� B�

C�D�

图８．５１

如图８．５１，在长方体犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′中，犇犆∥犃犅，

犃′犅′∥犃犅．犇犆与犃′犅′平行吗？

观察你所在的教室，你能找到类似的实例吗？

A

B C

�B �C
�A

　图８．５２

可以发现，犇犆∥犃′犅′．再观察我们所在的教室

（图８．５２），黑板边所在直线犃犃′和门框所在直线犆犆′

都平行于墙与墙的交线犅犅′，那么犆犆′∥犃犃′．这说明

空间中的平行直线具有与平面内的平行直线类似的性

质．我们把它作为基本事实．

基本事实４　平行于同一条直线的两条直线平行．

基本事实４表明，空间中平行于同一条直线的所

有直线都互相平行．它给出了判断空间两条直线平行

的依据．基本事实４表述的性质通常叫做平行线的传

递性．
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A

B
C

E
H

F

G
D

图８．５３

例１　如图８．５３，空间四边形犃犅犆犇 中，犈，犉，犌，犎

分别是边犃犅，犅犆，犆犇，犇犃的中点．求证：四边形犈犉犌犎 是

平行四边形．

分析：要证明四边形犈犉犌犎 是平行四边形，只需证明它的

一组对边平行且相等．而犈犎，犉犌分别是△犃犅犇 和△犆犅犇 的

中位线，从而它们都与犅犇平行且等于犅犇的一半．应用基本事

实４，即可证明犈犎瓚犉犌．

证明：连接犅犇．

∵　犈犎 是△犃犅犇的中位线，

　　在本例中，如果再加

上条件犃犆＝犅犇，那么四

边形犈犉犌犎 是什么图形？

∴　犈犎∥犅犇，且犈犎＝
１

２
犅犇．

同理　犉犌∥犅犇，且犉犌＝
１

２
犅犇．

∴　犈犎瓚犉犌．

∴　四边形犈犉犌犎 为平行四边形．

	�

在平面内，如果一个角的两边与另一个角的两边分别对应平行，那么这两个角相

等或互补．在空间中，这一结论是否仍然成立呢？

与平面中的情况类似，当空间中两个角的两条边分别对应平行时，这两个角有如图

８．５４所示的两种位置．

C�

A� B�

A� B�

C�

A B

C

A B

C

（１）　　　　　　　　　　　　　　 （２）

图８．５４

对于图８．５４（１），我们可以构造两个全等三角形，使∠犅犃犆和∠犅′犃′犆′是它们的对

应角，从而证明∠犅犃犆＝∠犅′犃′犆′．

如图８．５５，分别在∠犅犃犆和∠犅′犃′犆′的两边上截取犃犇，犃犈和犃′犇′，犃′犈′，使

得犃犇＝犃′犇′，犃犈＝犃′犈′．连接犃犃′，犇犇′，犈犈′，犇犈，犇′犈′．

∵　犃犇瓚犃′犇′，
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A�

A B

E
C

D

B�

C�

D�

E�

　图８．５５

∴　四边形犃犇犇′犃′是平行四边形．

∴　犃犃′瓚犇犇′．

同理可证　犃犃′瓚犈犈′．

∴　犇犇′瓚犈犈′．

∴　四边形犇犇′犈′犈是平行四边形．

∴　犇犈＝犇′犈′．

∴　△犃犇犈≌△犃′犇′犈′．

∴　∠犅犃犆＝∠犅′犃′犆′．

对于图８．５４（２）的情形，请同学们自己给出证明．

这样，我们就得到了下面的定理：

定理　如果空间中两个角的两条边分别对应平行，那么这两个角相等或互补．

��

１．如图，把一张矩形纸片对折几次，然后打开，得到的折痕互相平行吗？为什么？

（第１题）

　　　　　　 A B

CD

A� B�

C�D�

（第２题）

２．如图，在长方体犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′中，与棱犃犃′平行的棱共有几条？分别是什么？

３．如图，犃犃′，犅犅′，犆犆′不共面，且犃犃′瓚犅犅′，犅犅′瓚犆犆′．求证：△犃犅犆≌△犃′犅′犆′．

C

A

B

A�

B�

C�

（第３题）

　　　　　　

A

B

E

F

C

D

G

（第４题）

４．如图，在四面体犃犅犆犇中，犈，犉，犌分别为犃犅，犃犆，犃犇 上的点．若犈犉∥犅犆，犉犌∥犆犇，则

△犈犉犌和△犅犆犇有什么关系？为什么？

８５２!�3)<=<�

在直线与平面的位置关系中，平行是一种非常重要的关系．它不仅应用广泛，而且是
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学习平面与平面平行的基础．

怎样判定直线与平面平行呢？根据定义，判定直线与平面是否平行，只需判定直线与

平面有没有公共点．但是，直线是无限延伸的，平面是无限延展的，如何保证直线与平面

没有公共点呢？

��

如图８．５６（１），门扇的两边是平行的．当门扇绕着一边转动时，另一边与墙面

有公共点吗？此时门扇转动的一边与墙面平行吗？

A

D

C

B

A

B

（１）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （２）　　　　

图８．５６

如图８．５６（２），将一块矩形硬纸板犃犅犆犇 平放在桌面上，把这块纸板绕边犇犆

转动．在转动的过程中 （犃犅离开桌面），犇犆的对边犃犅与桌面有公共点吗？边犃犅

与桌面平行吗？

可以发现，无论门扇转动到什么位置，因为转动的一边与固定的一边总是平行的，所

以它与墙面是平行的；硬纸板的边犃犅与犇犆平行，只要边犇犆紧贴着桌面，边犃犅转动

时就不可能与桌面有公共点，所以它与桌面平行．

　　定理告诉我们，可以

通过直线间的平行，得到

直线与平面平行．这是处

理空间位置关系的一种常

用方法，即将直线与平面

的平行关系 （空间问题）

转化为直线间的平行关系

（平面问题）．

一般地，我们有直线与平面平行的判定定理：

定理　如果平面外一条直线与此平面内的一条直线平

行，那么该直线与此平面平行．

它可以用符号表示：

犪α，犫α，且犪∥犫犪∥α．

这一定理在现实生活中有许多应用．例如，安装矩形镜

子时，为了使镜子的上边框与天花板平行，只需镜子的上边

框与天花板和墙面的交线平行，就是应用了这个判定定理．

你还能举出其他一些应用实例吗？
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A

B C
D

FE

图８．５７

例２　求证：空间四边形相邻两边中点的连线平行于经过

另外两边的平面．

已知：如图８．５７，空间四边形犃犅犆犇 中，犈，犉分别是

犃犅，犃犇的中点．

　　今后要证明一条直线

与一个平面平行，只要在

这个平面内找出一条与此

直线平行的直线就可以了．

求证：犈犉∥平面犅犆犇．

证明：连接犅犇．

∵　犃犈＝犈犅，犃犉＝犉犇，

∴　犈犉∥犅犇．

又　犈犉平面犅犆犇，犅犇平面犅犆犇，

∴　犈犉∥平面犅犆犇．

前面，我们利用平面内的直线与平面外的直线平行，得到了判定平面外的直线与此平

面平行的方法，即得到了一条直线与平面平行的充分条件．反过来，如果一条直线与一个

平面平行，能推出哪些结论呢？这就是要研究直线与平面平行的性质，也就是研究直线与

平面平行的必要条件．

下面我们研究在直线犪平行于平面α的条件下，直线犪与平面α内的直线的位置关系．

a

α

图８．５８

如图８．５８，由定义，如果直线犪∥平面α，那么犪与α

无公共点，即犪与α内的任何直线都无公共点．这样，平面

α内的直线与平面α外的直线犪只能是异面或者平行的关系．

那么，在什么条件下，平面α内的直线与直线犪平行呢？下

面我们来分析一下：

假设犪与α内的直线犫平行，那么由基本事实的推论３，

过直线犪，犫有唯一的平面β．这样，我们可以把直线犫看作

过直线犪的平面β与平面α的交线．于是可得如下结论：过

直线犪的平面β与平面α相交于犫，则犪∥犫．

下面，我们来证明这一结论．

a

b
α

β

图８．５９

如图８．５９，已知犪∥α，犪β，α∩β＝犫．

求证：犪∥犫．

证明：∵　α∩β＝犫，

∴　犫α．

又　犪∥α，

∴　犪与犫无公共点．

又　犪β，犫β，

∴　犪∥犫．

这样，我们就得到了直线与平面平行的性质定理：
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定理　一条直线与一个平面平行，如果过该直线的平面与此平面相交，那么该直线与

交线平行．

直线与平面平行的性质定理揭示了直线与平面平行中蕴含着直线与直线平行，这也给

出了一种作平行线的方法．

例３　如图８．５１０（１）所示的一块木料中，棱犅犆平行于面犃′犆′．

（１）要经过面犃′犆′内的一点犘和棱犅犆将木料锯开，在木料表面应该怎样画线？

（２）所画的线与平面犃犆是什么位置关系？

分析：要经过面犃′犆′内的一点犘和棱犅犆将木料锯开，实际上是经过犅犆及犅犆外一

点犘作截面，也就需要找出所作的截面与相关平面的交线．我们可以依据直线与平面平行

的性质定理、基本事实４和推论１画出所需要的线段．

E

F

CD

A

P

B

A�
B�

C�

D�

αC�

CD

A

P

B

A�
B�

D�

（１）　　　　　　　　　　　　 （２）　　　

图８．５１０

解：（１）如图８．５１０（２），在平面犃′犆′内，过点犘作直线犈犉，使犈犉∥犅′犆′，并分

别交棱犃′犅′，犇′犆′于点犈，犉．连接犅犈，犆犉，则犈犉，犅犈，犆犉就是应画的线．

（２）因为棱犅犆平行于平面犃′犆′，平面犅犆′与平面犃′犆′相交于犅′犆′，所以犅犆∥

犅′犆′．由 （１）知，犈犉∥犅′犆′，所以犈犉∥犅犆．而犅犆在平面犃犆内，犈犉在平面犃犆外，

所以犈犉∥平面犃犆．

显然，犅犈，犆犉都与平面犃犆相交．

��

１．如图，在长方体犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′中，

（１）与犃犅平行的平面是　　　　　　；

（２）与犃犃′平行的平面是　　　　　　；

（３）与犃犇平行的平面是　　　　　　．

A B

CD

A� B�
C�D�

（第１题）

　　　　　　
A B

CD

A1
B1

C1D1

E

（第２题）
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２．如上页图，在正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１ 中，犈 为犇犇１ 的中点，判断犅犇１ 与平面犃犈犆 的位置关

系，并说明理由．

α β

ab c

　 （第４题）

３．判断下列命题是否正确，正确的在括号内画 “√”，错误的画 “×”．

（１）如果直线犪∥犫，那么犪平行于经过犫的任何平面． （ ）

（２）如果直线犪和平面α满足犪∥α，那么犪与α内的任何直线平行．（ ）

（３）如果直线犪，犫和平面α满足犪∥α，犫∥α，那么犪∥犫． （ ）

（４）如果直线犪，犫和平面α满足犪∥犫，犪∥α，犫α，那么犫∥α． （ ）

４．如图，α∩β＝犪，犫α，犮β，犫∥犮，求证犪∥犫∥犮．

８５３!<=)<=<�

我们首先讨论平面与平面平行的判定问题．

类似于研究直线与平面平行的判定，我们自然想到要把平面与平面平行的问题转化为

直线与平面平行的问题．根据平面与平面平行的定义，可以发现，因为两个平行平面没有

公共点，所以一个平面内的任意一条直线都与另一个平面没有公共点．也就是说，如果两

个平面平行，那么一个平面内的任意一条直线都与另一个平面平行．因为这个定义给出了

两个平面平行的充要条件，所以可以想到，如果一个平面内的任意一条直线都与另一个平

面平行，那么这两个平面一定平行．

如何判定一个平面内的任意一条直线都平行于另一个平面呢？有没有更简便的方法？

��

根据基本事实的推论２，３，过两条平行直线或两条相交直线，有且只有一个平

面．由此可以想到，如果一个平面内有两条平行或相交的直线都与另一个平面平行，

是否就能使这两个平面平行？

我们可以借助以下两个实例进行观察．如图８．５１１（１），犪和犫分别是矩形硬纸

片的两条对边所在直线，它们都和桌面平行，那么硬纸片和桌面平行吗？如图

８．５１１（２），犮和犱分别是三角尺相邻两边所在直线，它们都和桌面平行，那么三角

尺和桌面平行吗？

a

b c

d

（１）　　　　　　　　　　　　 （２）

图８．５１１
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如果一个平面内有两条平行直线与另一个平面平行，这两个平面不一定平行．我们借

助长方体模型来说明．如图８．５１２，在平面犃′犃犇犇′内画一条与犃′犃平行的直线犈犉，显

然犃′犃 与犈犉 都平行于平面犇′犇犆犆′，但这两条平行直线所在的平面犃′犃犇犇′与平面

犇′犇犆犆′相交．

　　两条相交直线和两条

平行直线都可以确定一个

平面．为什么可以利用两

条相交直线判定两个平面

平行，而不能利用两条平

行直线呢？你能从向量的

角度解释吗？

A B

CD

A� B�

C�D�
E

F

图８．５１２

　　　 A B

CD

A� B�

C�D�

图８．５１３

如果一个平面内有两条相交直线与另一个平面平行，这

两个平面是平行的．如图８．５１３的长方体模型中，平面

犃犅犆犇内两条相交直线犃犆，犅犇分别与平面犃′犅′犆′犇′内两

条相交直线犃′犆′，犅′犇′平行．由直线与平面平行的判定定

理可知，这两条相交直线犃犆，犅犇 都与平面犃′犅′犆′犇′平

行．此时，平面犃犅犆犇平行于平面犃′犅′犆′犇′．

一般地，我们有如下平面与平面平行的判定定理 （图８．５１４）：

定理　如果一个平面内的两条相交直线与另一个平面平行，那么这两个平面平行．

它可以用符号表示为

犪β，犫β，犪∩犫＝犘，犪∥α，犫∥αβ∥α．

α

β

ab

P

图８．５１４

　　　　　　

图８．５１５

这个定理告诉我们，可以由直线与平面平行判定平面与平面平行．如图８．５１５，工

人师傅将水平仪在桌面上交叉放置两次，如果水平仪的气泡两次都在中央，就能判断桌面

是水平的，就是应用了这个判定定理．

A B

CD

A1
B1

C1D1

D

　图８．５１６

例４　已知正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１ （图８．５１６），求证：

平面犃犅１犇１∥平面犅犆１犇．

证明：∵　犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１为正方体，
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∴　犇１犆１瓚犃１犅１，犃犅瓚犃１犅１．

∴　犇１犆１瓚犃犅．

∴　四边形犇１犆１犅犃为平行四边形．

∴　犇１犃∥犆１犅．

又　犇１犃平面犅犆１犇，犆１犅平面犅犆１犇，

∴　犇１犃∥平面犅犆１犇．

同理　犇１犅１∥平面犅犆１犇．

又　犇１犃∩犇１犅１＝犇１，

∴　平面犃犅１犇１∥平面犅犆１犇．

下面我们研究平面与平面平行的性质，也就是以平面与平面平行为条件，探究可以推

出哪些结论．

A B

CD

A� B�

C�D�

图８．５１７

根据已有的研究经验，我们先探究两个平行平面内的直线具

有什么位置关系．

如图８．５１７，借助长方体模型，我们看到，犅′犇′所在的平

面犃′犆′与平面犃犆平行，所以犅′犇′与平面犃犆没有公共点．也就

是说，犅′犇′与平面犃犆 内的所有直线没有公共点．因此，直线

犅′犇′与平面犃犆 内的所有直线要么是异面直线，要么是平行

直线．

分别位于两个平行平面内的两条直线什么时候平行呢？我们

仍然依据基本事实的推论进行分析：如果α∥β，犪α，犫β，

且犪∥犫，那么过犪，犫有且只有一个平面γ．这样，我们可以把

直线犪，犫看作平面γ与平面α，β的交线．于是可以猜想：两个

平行平面同时与第三个平面相交，所得的两条交线平行．

下面，我们来证明这个结论．

b

a
α

β

γ

　图８．５１８

如图８．５１８，平面α∥β，平面γ分别与平面α，β相交于直

线犪，犫．

∵　α∩γ＝犪，β∩γ＝犫，

∴　犪α，犫β．

又　α∥β，

∴　犪，犫没有公共点．

又　犪，犫同在平面γ内，

∴　犪∥犫．

我们把这个结论作为两个平面平行的性质定理．

定理　两个平面平行，如果另一个平面与这两个平面相交，那么两条交线平行．
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这个定理告诉我们，可以由平面与平面平行得出直线与直线平行．

如果直线不在两个平行平面内，或者第三个平面不与这两个平面相交，以两个平面平

行为条件，你还能得出哪些结论？

A

B

C

D

α

β
γ

　图８．５１９

例５　求证：夹在两个平行平面间的平行线段相等．

如图８．５１９，α∥β，犃犅∥犆犇，且犃∈α，犆∈α，犅∈β，

犇∈β，求证犃犅＝犆犇．

证明：过平行线犃犅，犆犇作平面γ，与平面α和β分别相交于

犃犆和犅犇．

∵　α∥β，

∴　犅犇∥犃犆．

又　犃犅∥犆犇，

∴　四边形犃犅犇犆是平行四边形．

∴　犃犅＝犆犇．

从本节的讨论可以看到，由直线与直线平行可以判定直线与平面平行；由直线与平面

平行的性质可以得到直线与直线平行；由直线与平面平行可以判定平面与平面平行；由平

面与平面平行的定义及性质可以得到直线与平面平行、直线与直线平行．这种直线、平面

之间位置关系的相互转化是立体几何中的重要思想方法．

������� ������� �������

	�

	�

�� ��

��

１．判断下列命题是否正确．若正确，则说明理由；若错误，则举出反例．

（１）已知平面α，β和直线犿，狀，若犿α，狀α，犿∥β，狀∥β，则α∥β．

（２）若一个平面α内两条不平行的直线都平行于另一平面β，则α∥β．

（３）平行于同一条直线的两个平面平行．

（４）平行于同一个平面的两个平面平行．

（５）一条直线与两个平行平面中的一个相交，则必与另一个相交．

２．平面α与平面β平行的充分条件可以是 （　　）．

（Ａ）α内有无穷多条直线都与β平行

（Ｂ）直线犪∥α，犪∥β，且直线犪不在α内，也不在β内

（Ｃ）直线犪α，直线犫β，且犪∥β，犫∥α

（Ｄ）α内的任何一条直线都与β平行
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３．如图，在正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，犕，犖，犈，犉分别是棱犃１犅１，犃１犇１，犅１犆１，犆１犇１的中

点．求证：平面犃犕犖∥平面犇犅犈犉．

M
N

A B

CD

A1
B1

C1D1 F

E

（第３题）

　　　　　　

b

α

β
γ

a

c

（第４题）

４．如图，平面α∥β，γ∩α＝犪，γ∩β＝犫，犮β，犮∥犫．判断犮与犪，犮与α的位置关系，并说明理由．

����

习题８．５

１．选择题

（１）若直线犪不平行于平面α，则下列结论成立的是 （ ）．

（Ａ）α内的所有直线都与犪异面　　　（Ｂ）α内不存在与犪平行的直线

（Ｃ）α内的直线都与犪相交 （Ｄ）直线犪与平面α有公共点

（２）如果直线犪∥平面α，犘∈α，那么过点犘且平行于直线犪的直线 （ ）．

（Ａ）只有一条，不在平面α内 （Ｂ）有无数条，不一定在α内

（Ｃ）只有一条，且在平面α内 （Ｄ）有无数条，一定在α内

２．已知平面α，β和直线犪，犫，犮，且犪∥犫∥犮，犪α，犫β，犮β，则α与β的位置关系

是　　　．

３．如图，在长方体木块犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，面犃１犆１上有一点犘，怎样过点犘画一条直线与

棱犆犇平行？

A B

CD

A1 B1

C1D1

P

（第３题）

　　　　　　 A B

CD

A� B�

C�D�

E
F

（第４题）

４．如图，在长方体犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′中，犈，犉分别是犃犅，犅犆的中点，求证犈犉∥犃′犆′．

５．如下页图，在四面体犇犃犅犆中，犈，犉，犌分别是犃犅，犅犆，犆犇的中点，求证：

（１）犅犇∥平面犈犉犌；
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（２）犃犆∥平面犈犉犌．

B

A

D

G

C

FE

（第５题）

　　　　　　 a

b

（第６题）

６．如图，犪，犫是异面直线，画出平面α，使犪α，且犫∥α，并说明理由．

７．如图，α∩β＝犆犇，α∩γ＝犈犉，β∩γ＝犃犅，犃犅∥α，求证犆犇∥犈犉．

B

A
D

C E

F

a
b g

（第７题）

　　　　　　

A

C

B

O

A�

C�
B�

（第８题）

８．如图，直线犃犃′，犅犅′，犆犆′相交于点犗，犃犗＝犃′犗，犅犗＝犅′犗，犆犗＝犆′犗，求证：平面

犃犅犆∥平面犃′犅′犆′．

����

９．如图，犈，犈′分别为长方体犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′的棱犃犇，犃′犇′的中点，求证∠犅犈犆＝

∠犅′犈′犆′．

A B

C
D

A�
B�

C�D�

E

E�

（第９题）

　　　　　　

A B

C D
α

（第１０题）

１０．如图，犃犅∥α，犃犆∥犅犇，犆∈α，犇∈α，求证犃犆＝犅犇．

１１．已知平面外的两条平行直线中的一条平行于这个平面，求证：另一条也平行于这个平面．

１２．一木块如下页图所示，点犘在平面犞犃犆内，过点犘将木块锯开，使截面平行于直线犞犅和

犃犆，在木块表面应该怎样画线？
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V

B
C

A

P

（第１２题）

　　　　　　

a b

A

B

C

D

E

F

α

β

γ

（第１３题）

１３．如图，α∥β∥γ，直线犪与犫分别交α，β，γ于点犃，犅，犆和点犇，犈，犉，求证
犃犅

犅犆
＝
犇犈

犈犉
．


���

b

aα

β

　 （第１４题）

１４．如图，犪，犫是异面直线，犪α，犪∥β，犫β，犫∥α，求证α∥β．

１５．如图，透明塑料制成的长方体容器犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１内灌进一些

水，固定容器底面一边犅犆于地面上，再将容器倾斜．随着倾斜度

的不同，有下面五个命题：

（１）有水的部分始终呈棱柱形；

（２）没有水的部分始终呈棱柱形；

（３）水面犈犉犌犎 所在四边形的面积为定值；

（４）棱犃１犇１始终与水面所在平面平行；

（５）当容器倾斜如图 （３）所示时，犅犈·犅犉是定值．

其中所有正确命题的序号是　　　　　　，为什么？

A

B

E
F

C

D

H
H

H

A1

B1 C1

D1

G

A1

B1
C1

D1

D

CB
A

F
E

G

A1 D1

B1
C1

GF

E

A D

CB

　　 （１）　　　　　　　　　　　 （２）　　　　　　　　　　　 （３）　　

（第１５题）
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８６　空间直线、平面的垂直

与平行关系类似，垂直也是空间直线、平面之间的一种

特殊位置关系，它在研究空间图形问题中具有重要的作用．

类比平行关系的研究过程，本节将研究空间直线、平面之间

的垂直关系，重点研究这些垂直关系的判定和性质．

８６１!�3)�3��

空间两条直线的位置关系有三种：平行直线、相交直线和异面直线．在初中我们已经

研究了平行直线和相交直线．本节我们主要研究异面直线，首先研究如何刻画两条异面直

线的位置关系．

��

A B

CD

A� B�

C�D�

图８．６１

如图８．６１，在正方体犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′中，直线犃′犆′

与直线犃犅，直线犃′犇′与直线犃犅都是异面直线，直线犃′犆′

与犃′犇′相对于直线犃犅的位置相同吗？如果不同，如何表示

这种差异呢？

　　研究异面直线所成的

角，就是通过平移把异面

直线转化为相交直线．这

是研究空间图形的一种基

本思路，即把空间图形问

题转化为平面图形问题．

我们知道，平面内两条直线相交形成４个角，其中不大

于９０°的角称为这两条直线所成的角 （或夹角），它刻画了一

条直线相对于另一条直线倾斜的程度．类似地，我们也可以

用 “异面直线所成的角”来刻画两条异面直线的位置关系．

如图８．６２，已知两条异面直线犪，犫，经过空间任一点

�

�

α

b
b

a
a O

　　　　　图８．６２
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　　直线犪，犫所成角的

大小与点 犗 的 位 置 有

关吗？

犗分别作直线犪′∥犪，犫′∥犫，我们把直线犪′与犫′所成的角

叫做异面直线犪与犫所成的角 （或夹角）．

如果两条异面直线所成的角是直角，那么我们就说这两

条异面直线互相垂直．直线犪与直线犫垂直，记作犪⊥犫．

当两条直线犪，犫相互平行时，我们规定它们所成的角

为０°．所以空间两条直线所成角α的取值范围是０°≤α≤９０°．

A B

CD

A� B�

C�D�

　图８．６３

例１　如图８．６３，已知正方体犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′．

（１）哪些棱所在的直线与直线犃犃′垂直？

（２）求直线犅犃′与犆犆′所成的角的大小．

（３）求直线犅犃′与犃犆所成的角的大小．

解：（１）棱犃犅，犅犆，犆犇，犇犃，犃′犅′，犅′犆′，犆′犇′，犇′犃′

所在直线分别与直线犃犃′垂直．

A B

CD

A� B�

C�D�

　图８．６４

（２）因为犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′是正方体，所以犅犅′∥犆犆′，因此

∠犃′犅犅′为直线犅犃′与犆犆′所成的角．又因为∠犃′犅犅′＝４５°，所以

直线犅犃′与犆犆′所成的角等于４５°．

（３）如图８．６４，连接犃′犆′．因为犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′是正方

体，所以犃犃′瓚犆犆′．从而四边形犃犃′犆′犆 是平行四边形，所以

犃犆∥犃′犆′．于是∠犅犃′犆′为异面直线犅犃′与犃犆所成的角．

连接犅犆′，易知△犃′犅犆′是等边三角形，所以∠犅犃′犆′＝６０°．

从而异面直线犅犃′与犃犆所成的角等于６０°．

例２　如图８．６５（１），在正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，犗１为底面犃１犅１犆１犇１的中

心．求证犃犗１⊥犅犇．

分析：要证明犃犗１⊥犅犇，应先构造直线犃犗１与犅犇 所成的角，若能证明这个角是

直角，即得犃犗１⊥犅犇．

A B

CD

OA1 B1

C1D1

1

A B

C
D

A1 B1

C1D1
O1

（１）　　　　　　　　　　　　　　 （２）

图８．６５

证明：如图８．６５（２），连接犅１犇１．

∵　犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１是正方体，
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∴　犅犅１瓚犇犇１．

∴　四边形犅犅１犇１犇是平行四边形．

∴　犅１犇１∥犅犇．

∴　直线犃犗１与犅１犇１所成的角即为直线犃犗１与犅犇所成的角．

连接犃犅１，犃犇１，易证犃犅１＝犃犇１．

又　犗１为底面犃１犅１犆１犇１的中心，

∴　犗１为犅１犇１的中点，

∴　犃犗１⊥犅１犇１．

a
�

b

a

O
a

　图８．６６

∴　犃犗１⊥犅犇．

从例１与例２的解答可以看到，为了简便，求异面直线犪，犫

所成的角时，点犗常取在两条异面直线中的一条上．例如取在直

线犫上，然后经过点犗作直线犪′∥犪，那么犪′与犫所成的角就是

异面直线犪与犫所成的角 （图８．６６）．

��

１．判断下列命题是否正确，正确的在括号内画 “√”，错误的画 “×”．

（１）如果两条平行直线中的一条与已知直线垂直，那么另一条也与已知直线垂直． （ ）

（２）垂直于同一条直线的两条直线平行． （ ）

２．如图，在长方体犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′的各条棱所在直线中，

（１）与直线犃犅垂直的直线有　　　条；

（２）与直线犃犅异面且垂直的直线有　　　条；

（３）与直线犃犅和犃′犇′都垂直的直线有　　　条；

（４）与直线犃犅和犃′犇′都垂直且相交的直线是直线　　　．

A B

CD

A� B�

C�D�

（第２题）

　　　　　　A B

CD
A� B�

C�D�

（第３题） A�

A
B C

D

B� C�

　 （第４题）

３．如图，在长方体犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′中，犃犅＝犃犇 槡＝２３，犃犃′＝２，求：

（１）直线犅犆和犃′犆′所成的角的大小；

（２）直线犃犃′和犅犆′所成的角的大小．

４．如图，在正三棱柱犃犅犆犃′犅′犆′中，犇 为棱犃犆的中点，犃犅＝犅犅′＝２，求

证犅犇⊥犃犆′．
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　图８．６７

８６２!�3)<=��

在日常生活中，我们对直线与平面垂直有很多

感性认识．比如，旗杆与地面的位置关系 （图

８．６７），教室里相邻墙面的交线与地面的位置关系

等，都给我们以直线与平面垂直的形象．

��

A

B

CC�

B�

　图８．６８

如图８．６８，在阳光下观察直立于地面的旗杆犃犅及

它在地面的影子犅犆．随着时间的变化，影子犅犆的位置

在不断地变化，旗杆所在直线犃犅 与其影子犅犆所在直

线是否保持垂直？

事实上，随着时间的变化，尽管影子犅犆的位置在不断地变

化，但是旗杆犃犅所在直线始终与影子犅犆所在直线垂直．也就

是说，旗杆犃犅所在直线与地面上任意一条过点犅的直线垂直．

对于地面上不过点犅的任意一条直线犅′犆′，总能在地面上找到

过点犅的一条直线与之平行，根据异面直线垂直的定义，可知

旗杆犃犅所在直线与直线犅′犆′也垂直．因此，旗杆犃犅所在直线

与地面上任意一条直线都垂直．

α

l

P

　图８．６９

一般地，如果直线犾与平面α内的任意一条直线都垂直，我

们就说直线犾与平面α互相垂直，记作犾⊥α．直线犾叫做平面α

的垂线，平面α叫做直线犾的垂面．直线与平面垂直时，它们唯

一的公共点犘叫做垂足．

画直线与平面垂直时，通常把直线画成与表示平面的平行四

边形的一边垂直，如图８．６９所示．

	�

在同一平面内，过一点有且只有一条直线与已知直线垂直．将这一结论推广到空

间，过一点垂直于已知平面的直线有几条？为什么？
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可以发现，过一点垂直于已知平面的直线有且只有一条．

　　在棱锥的体积公式

中，棱锥的高就是棱锥的

顶点到底面的距离．

过一点作垂直于已知平面的直线，则该点与垂足间的线

段，叫做这个点到该平面的垂线段，垂线段的长度叫做这个

点到该平面的距离．

下面我们来研究直线与平面垂直的判定，即探究直线与

平面垂直的充分条件．

根据定义可以进行判断，但无法验证一条直线与一个平

面内的所有直线都垂直．那么，有没有可行的方法？

��

B D C

A

图８．６１０

如图８．６１０，准备一块三角形的纸片犃犅犆，过△犃犅犆

的顶点犃翻折纸片，得到折痕犃犇，将翻折后的纸片竖起放

置在桌面上 （犅犇，犇犆与桌面接触）．

（１）折痕犃犇与桌面垂直吗？

（２）如何翻折才能使折痕犃犇与桌面垂直？为什么？

容易发现，犃犇所在直线与桌面所在平面α垂直 （图８．６１１）的充要条件是折痕犃犇

是犅犆边上的高．这时，由于翻折之后垂直关系不变，所以直线犃犇 与平面α内的两条相

交直线犅犇，犇犆都垂直．

B D C

A
A

B D
Cα

图８．６１１

事实上，由基本事实的推论２，平面α可以看作由两条相交直线犅犇，犇犆所唯一确

定的，所以当直线犃犇垂直于这两条相交直线时，就能保证直线犃犇 与α内所有直线都

垂直．

　　定理体现了 “直线与

平面垂直”和 “直线与直

线垂直”的互相转化．

一般地，我们有如下判定直线与平面垂直的定理．

定理　如果一条直线与一个平面内的两条相交直线垂

直，那么该直线与此平面垂直．

它可以用符号表示为：

犿α，狀α，犿∩狀＝犘，犾⊥犿，犾⊥狀犾⊥α．

０５１



第八章　立体几何初步

	�

两条相交直线可以确定一个平面，两条平行直线也可以确定一个平面，那么定理

中的 “两条相交直线”可以改为 “两条平行直线”吗？你能从向量的角度解释原因

吗？如果改为 “无数条直线”呢？

例３　求证：如果两条平行直线中的一条直线垂直于一个平面，那么另一条直线也垂

直于这个平面．

已知：如图８．６１２，犪∥犫，犪⊥α，求证犫⊥α．

分析：要证明直线犫⊥α，根据直线与平面垂直的判定定理可知，只需证明直线犫垂

直于平面α内的两条相交直线即可．

a b

α

图８．６１２

　　　　　　

a

n

m

b

α

图８．６１３

证明：如图８．６１３，在平面α内取两条相交直线犿，狀．

　　你能用直线与平面垂

直 的 定 义 证 明 这 个 结

论吗？

∵　直线犪⊥α，

∴　犪⊥犿，犪⊥狀．

∵　犫∥犪，

∴　犫⊥犿，犫⊥狀．

又　犿α，狀α，犿，狀是两条相交直线，

∴　犫⊥α．

如图８．６１４，一条直线犾与一个平面α相交，但不与这个平面垂直，这条直线叫做这

个平面的斜线，斜线和平面的交点犃叫做斜足．过斜线上斜足以外的一点犘向平面α引

　　如果犃犅 是平面α内

的任意一条不与直线犃犗

重合的直线，那么直线

犘犃与直线犃犅所成的角和

直线犘犃 与这个平面所成

的角的大小关系是什么？

垂线犘犗，过垂足犗和斜足犃的直线犃犗叫做斜线在这个平

面上的射影．平面的一条斜线和它在平面上的射影所成的

角，叫做这条直线和这个平面所成的角．

A
O

P
l

α
θ

图８．６１４
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一条直线垂直于平面，我们说它们所成的角是９０°；一条直线和平面平行，或在平面

内，我们说它们所成的角是０°．直线与平面所成的角θ的取值范围是０°≤θ≤９０°．

A1
B1

C1D1

A B

CD

O

　图８．６１５

例４　如图８．６１５，在正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，求直线

犃１犅和平面犃１犇犆犅１所成的角．

分析：关键是找出直线犃１犅在平面犃１犇犆犅１上的射影．

解：连接犅犆１，犅犆１与犅１犆相交于点犗，连接犃１犗．设正方

体的棱长为犪．

∵　犃１犅１⊥犅１犆１，犃１犅１⊥犅１犅，犅１犆１∩犅１犅＝犅１，

∴　犃１犅１⊥平面犅犆犆１犅１．

∴　犃１犅１⊥犅犆１．

又　犅犆１⊥犅１犆，

∴　犅犆１⊥平面犃１犇犆犅１．

∴　犃１犗为斜线犃１犅在平面犃１犇犆犅１上的射影，∠犅犃１犗为犃１犅 和平面犃１犇犆犅１

所成的角．

在Ｒｔ△犃１犅犗中，犃１犅＝槡２犪，犅犗＝
槡２

２
犪，

∴　犅犗＝
１

２
犃１犅．

∴　∠犅犃１犗＝３０°．

∴　直线犃１犅和平面犃１犇犆犅１所成的角为３０°．

��

１．如果两条直线和一个平面所成的角相等，那么这两条直线一定平行吗？

２．如图，四棱锥犛犃犅犆犇的底面是正方形，犛犇⊥平面犃犅犆犇，求证：犃犆⊥平面犛犇犅．

A B

CD

S

（第２题）
　　　　　　

A

B

C

D

A�

B�
C�

D�

（第３题）

３．如图，在直四棱柱犃′犅′犆′犇′犃犅犆犇中，当底面四边形犃犅犆犇满足什么条件时，犃′犆⊥犅′犇′？

４．过△犃犅犆所在平面α外一点犘，作犘犗⊥α，垂足为犗，连接犘犃，犘犅，犘犆．

（１）若犘犃＝犘犅＝犘犆，则点犗是△犃犅犆的　　　心．

（２）若犘犃＝犘犅＝犘犆，∠犃犆犅＝９０°，则点犗是犃犅边的　　　点．
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（３）若犘犃⊥犘犅，犘犅⊥犘犆，犘犆⊥犘犃，垂足都为犘，则点犗是△犃犅犆的　　　心．

　　下面我们研究直线与平面垂直的性质，即探究在直线犪与平面α垂直的条件下能推出

哪些结论．

根据已有经验，我们可以探究直线犪与平面α内的直线的关系．但由定义，犪与α内

的所有直线都垂直．所以，可以探究犪，α与其他直线或平面的关系．

我们知道，在平面内，垂直于同一条直线的两条直线平行．在空间中是否有类似的性

质呢？

��

（１）如图８．６１６，在长方体犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′中，棱犃犃′，犅犅′，犆犆′，犇犇′所

在直线都垂直于平面犃犅犆犇，它们之间具有什么位置关系？

A B

CD

A� B�

C�D�

图８．６１６

　　　　　　

α

a b

图８．６１７

（２）如图８．６１７，已知直线犪，犫和平面α．如果犪⊥α，犫⊥α，那么直线犪，犫

一定平行吗？

可以发现，这些直线相互平行．不失一般性，我们以 （２）为例加以证明．如图

８．６１８，假设犫与犪不平行，且犫∩α＝犗．显然点犗不在直线犪上，所以点犗与直线犪

可确定一个平面，在该平面内过点犗作直线犫′∥犪，则直线犫与犫′是相交于点犗的两条不

同直线，所以直线犫与犫′可确定平面β，设α∩β＝犮，则犗∈犮．因为犪⊥α，犫⊥α，所以

犪⊥犮，犫⊥犮．又因为犫′∥犪，所以犫′⊥犮．这样在平面β内，经过直线犮上同一点犗就有两

条直线犫，犫′与犮垂直，显然不可能．因此犫∥犪．

　　由于无法把两条直线

犪，犫归入到一个平面内，

所以在定理的证明中，无

法应用平行直线的判定知

识，也无法应用基本事实

４．在这种情况下我们采用

了 “反证法”．

α

b

c

O

a
b�

β

图８．６１８
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这样，我们得到了直线与平面垂直的一条性质定理：

定理　垂直于同一个平面的两条直线平行．

直线与平面垂直的性质定理告诉我们，可以由两条直线与一个平面垂直判定这两条直

线互相平行．直线与平面垂直的性质定理揭示了 “平行”与 “垂直”之间的内在联系．

在犪⊥α的条件下，如果平面α外的直线犫与直线犪垂直，你能得到什么结论？如果

平面β与平面α平行，你又能得到什么结论？

你还能自己提出更多的问题，发现更多的结论吗？

β

α

A B

A1 B1

l

　图８．６１９

例５　如图８．６１９，直线犾平行于平面α，求证：直线犾

上各点到平面α的距离相等．

证明：过直线犾上任意两点犃，犅 分别作平面α的垂线

犃犃１，犅犅１，垂足分别为犃１，犅１．

∵　犃犃１⊥α，犅犅１⊥α，

∴　犃犃１∥犅犅１．

设直线犃犃１，犅犅１确定的平面为β，β∩α＝犃１犅１．

∵　犾∥α，

∴　犾∥犃１犅１．

∴　四边形犃犃１犅１犅是矩形．

∴　犃犃１＝犅犅１．

由犃，犅是直线犾上任取的两点，可知直线犾上各点到平面α的距离相等．

　　在棱柱、棱台的体积

公式中，它们的高就是它

们的底面间的距离．

一条直线与一个平面平行时，这条直线上任意一点到这

个平面的距离，叫做这条直线到这个平面的距离．由例５我

们还可以进一步得出，如果两个平面平行，那么其中一个平

面内的任意一点到另一个平面的距离都相等，我们把它叫做

这两个平行平面间的距离．

例６　推导棱台的体积公式

犞棱台＝
１

３
犺（犛′＋槡犛′犛＋犛），

其中犛′，犛分别是棱台的上、下底面面积，犺是高．
O�

O

P

　图８．６２０

解：如图８．６２０，延长棱台各侧棱交于点犘，得到截得棱台的棱

锥．过点犘作棱台的下底面的垂线，分别与棱台的上、下底面交于点

犗′，犗，则犘犗 垂直于棱台的上底面 （想一想，为什么？），从

而犗′犗＝犺．
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设截得棱台的棱锥的体积为犞，去掉的棱锥的体积为犞′、高为犺′，则犘犗′＝犺′．

于是

犞′＝
１

３
犛′犺′，犞＝

１

３
犛（犺′＋犺）．

所以棱台的体积

犞棱台＝犞－犞′＝
１

３
犛（犺′＋犺）－

１

３
犛′犺′＝

１

３
［犛犺＋（犛－犛′）犺′］． ①

由棱台的上、下底面平行，可以证明棱台的上、下底面相似?，并且

　　?请你自己证明这个

结论．

犛′

犛
＝

犺′２

（犺′＋犺）２
，

所以 犺′＝
槡犛′犺

槡犛－槡犛′
．

代入①，得

　　　　犞棱台＝
１

３
犺［犛＋（犛－犛′）

槡犛′

槡犛－槡犛′
］

＝
１

３
犺（犛′＋槡犛′犛＋犛）．

��

A

B

E

F

C

D

（第３题）

１．已知直线犪，犫和平面α，且犪⊥犫，犪⊥α，则犫与α的位置关系是

　　　　．

２．已知犃，犅两点在平面α的同侧，且它们与α的距离相等，求证：

直线犃犅∥α．

３．如图，犈犃和犇犆都垂直于平面犃犅犆，且犈犃＝２犇犆，犉是犈犅的

中点，求证：犇犉∥平面犃犅犆．

４．求证：垂直于同一条直线的两个平面互相平行．（提示：过这条直

线作平面与这两个平面相交，则它们的交线平行．）

８６３!<=)<=��

像研究直线与平面垂直一样，我们首先应给出平面与平面垂直的定义．那么，该如何

定义呢？不妨回顾一下直线与平面垂直、直线与直线垂直的定义过程．

在定义直线与平面垂直时，我们利用了直线与直线的垂直．所以，直线与直线垂直是

研究直线、平面垂直问题的基础．

在平面几何中，我们先定义了角的概念，利用角刻画两条相交直线的位置关系，进而

研究直线与直线互相垂直这种特殊情况．类似地，我们需要先引进二面角的概念，用以刻
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画两个相交平面的位置关系，进而研究两个平面互相垂直．

如图８．６２１，从一条直线出发的两个半平面所组成的图形叫做二面角 （ｄｉｈｅｄｒａｌａｎ

ｇｌｅ）．这条直线叫做二面角的棱，这两个半平面叫做二面角的面．棱为犃犅，面分别为α，

β的二面角记作二面角α犃犅β．有时为了方便，也可在α，β内 （棱以外的半平面部分）

分别取点犘，犙，将这个二面角记作二面角犘犃犅犙．如果棱记作犾，那么这个二面角记

作二面角α犾β或二面角犘犾犙．

　　平面内的一条直线把

平面分成两部分，这两部

分通常称为半平面．

A

B

P
α

β

l

图８．６２１

	�

图８．６２２

如图８．６２２，在日常生活中，我们常说 “把门开大一些”，

是指哪个角大一些？受此启发，你认为应该怎样刻画二面角的

大小呢？

如图８．６２３，在二面角α犾β的棱犾上任取一点犗，以点犗为垂足，在半平面α和β

内分别作垂直于棱犾的射线犗犃和犗犅，则射线犗犃和犗犅构成的∠犃犗犅叫做二面角的平

面角．

　　∠犃犗犅的大小与点犗

在犾上的位置有关吗？为

什么？

A

B

l
O

β

α

图８．６２３

二面角的大小可以用它的平面角来度量，二面角的平面角是多少度，就说这个二面角

是多少度．平面角是直角的二面角叫做直二面角．二面角的平面角α的取值范围是０°≤

α≤１８０°．
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��

教室相邻的两个墙面与地面可以构成几个二面角？分别指出构成这些二面角的

面、棱、平面角及其度数．

教室里的墙面所在平面与地面所在平面相交，它们所成的二面角是直二面角，我们常

说墙面直立于地面上．

一般地，两个平面相交，如果它们所成的二面角是直二面角，就说这两个平面互相垂

直．平面α与β垂直，记作α⊥β．

如图８．６２４，画两个互相垂直的平面时，通常把表示平面的两个平行四边形的一组

边画成垂直．

a a

b b

图８．６２４

在明确了两个平面互相垂直的定义的基础上，我们研究两个平面垂直的判定和性质．

先研究平面与平面垂直的判定．

��

图８．６２５

如图８．６２５，建筑工人在砌墙时，常用铅锤来检测所砌的墙

面与地面是否垂直．如果系有铅锤的细线紧贴墙面，工人师傅就

认为墙面垂直于地面，否则他就认为墙面不垂直于地面．这种方

法说明了什么道理？

A B

CD

A� B�

C�D�

图８．６２６

这种方法告诉我们，如果墙面经过地面的垂线，那么墙面

与地面垂直．类似的结论也可以在长方体中发现．如图８．６２６，

在长方体犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′中，平面犃犅犅′犃′经过平面犃犅犆犇

的一条垂线犃犃′，此时，平面犃犅犅′犃′垂直于平面犃犅犆犇．

一般地，我们有下面判定两个平面互相垂直的定理：

定理　如果一个平面过另一个平面的垂线，那么这两个平

面垂直．

它可以用符号表示为：
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犪α，犪⊥βα⊥β．

这个定理说明，可以由直线与平面垂直证明平面与平面垂直．

A B

CD

A� B�

C�D�

图８．６２７

例７　如图８．６２７所示，在正方体犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′中，

求证：平面犃′犅犇⊥平面犃犆犆′犃′．

分析：要证平面犃′犅犇⊥平面犃犆犆′犃′，根据两个平面垂直的

判定定理，只需证明平面犃′犅犇经过平面犃犆犆′犃′的一条垂线即

可．这需要利用犃犆，犅犇是正方形犃犅犆犇的对角线．

证明：∵　犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′是正方体，

∴　犃犃′⊥平面犃犅犆犇，

∴　犃犃′⊥犅犇．

又　犅犇⊥犃犆，犃犃′∩犃犆＝犃，

∴　犅犇⊥平面犃犆犆′犃′．

又　犅犇平面犃′犅犇，

∴　平面犃′犅犇⊥平面犃犆犆′犃′．

A

P

C

B
O

图８．６２８

例８　如图８．６２８，犃犅 是⊙犗的直径，犘犃 垂直于⊙犗

所在的平面，犆是圆周上不同于犃，犅的任意一点．求证：平

面犘犃犆⊥平面犘犅犆．

分析：要证明两个平面垂直，根据两个平面垂直的判定定

理，只需证明其中一个平面内的一条直线垂直于另一个平面．

而由直线和平面垂直的判定定理，还需证明这条直线和另一个

平面内的两条相交直线垂直．在本题中，由题意可知犅犆⊥犃犆，

犅犆⊥犘犃，犃犆∩犘犃＝犃，从而犅犆⊥平面犘犃犆，进而平面

犘犃犆⊥平面犘犅犆．

证明：∵　犘犃⊥平面犃犅犆，

犅犆平面犃犅犆，

∴　犘犃⊥犅犆．

∵　点犆是圆周上不同于犃，犅的任意一点，犃犅是⊙犗

的直径，

∴　∠犅犆犃＝９０°，即犅犆⊥犃犆．

又　犘犃∩犃犆＝犃，犘犃平面犘犃犆，犃犆平面犘犃犆，

∴　犅犆⊥平面犘犃犆．

又　犅犆平面犘犅犆，

∴　平面犘犃犆⊥平面犘犅犆．
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��

（第１题）

１．如图，检查工件的相邻两个 （平）面是否垂直时，只要用曲尺的一边

紧靠在工件的一个面上，另一边在工件的另一个面上转动，观察尺边

和这个面是否密合就可以了．这是为什么？

２．已知直线犪，犫与平面α，β，γ，能使α⊥β的充分条件是 （ ）．

（Ａ）α⊥γ，β⊥γ　　　　　　（Ｂ）α∩β＝犪，犫⊥犪，犫β

（Ｃ）犪∥β，犪∥α （Ｄ）犪∥α，犪⊥β

３．如图，犃犅⊥平面犅犆犇，犅犆⊥犆犇，你能发现哪些平面互相垂直？为什么？

A

B

C

D

（第３题）

　　　　　　

A�

A
B C

D

B� C�

（第４题）

４．如图，在正三棱柱犃犅犆犃′犅′犆′中，犇为棱犃犆的中点．求证：平面犅犇犆′⊥平面犃犆犆′犃′．

下面我们研究平面与平面垂直的性质，也就是在两个平面互相垂直的条件下，能推出

哪些结论．

如果两个平面互相垂直，根据已有的研究经验，我们可以先研究其中一个平面内的直

线与另一个平面具有什么位置关系．

��

β b

a
α

图８．６２９

如图８．６２９，设α⊥β，α∩β＝犪．则β内任意一条

直线犫与犪有什么位置关系？相应地，犫与α有什么位置

关系？为什么？

显然，犫与犪平行或相交．当犫∥犪时，犫∥α；当犫与犪相交时，犫与α也相交．

特别地，当犫⊥犪时，如图８．６３０，设犫与犪的交点为犃，过点犃在α内作直线犮⊥犪，

则直线犫，犮所成的角就是二面角α犪β的平面角．由α⊥β知，犫⊥犮．又因为犫⊥犪，犪和犮

是α内的两条相交直线，所以犫⊥α．
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A

β b

c

aα

　图８．６３０

由此我们得到平面与平面垂直的性质定理：

定理　两个平面垂直，如果一个平面内有一直线垂直于这两个平面的交线，那么这条

直线与另一个平面垂直．

这个定理说明，由平面与平面垂直可以得到直线与平面垂直．

这个性质定理可以用于解决现实生活中的问题．例如，装修房子时，要在墙壁上画出

与地面垂直的直线，只需在墙面上画出地面与墙面的交线的垂线即可．

��

设平面α⊥平面β，点犘在平面α内，过点犘作平面β的垂线犪，直线犪与平面

α具有什么位置关系？

我们知道，过一点只能作一条直线与已知平面垂直．因此，如果过一点有两条直线与

平面垂直，那么这两条直线重合．

如图８．６３１，设α∩β＝犮，过点犘在平面α内作直线犫⊥犮，根据平面与平面垂直的

性质定理，犫⊥β．因为过一点有且只有一条直线与平面β垂直，所以直线犪与直线犫重

合，因此犪α．

P
a

b c

α

β

a
b

P
c

α

β

图８．６３１

对于两个平面互相垂直的性质，我们探究了一个平面内的直线与另一个平面的特殊位

置关系．如果直线不在两个平面内，或者把直线换成平面，你又能得到哪些结论？

下面的例子就是其中的一些结果．

b a

α

β

　图８．６３２

例９　如图８．６３２，已知平面α⊥平面β，直线犪⊥β，犪α，

判断犪与α的位置关系．

解：在α内作垂直于α与β交线的直线犫．

∵　α⊥β，

∴　犫⊥β．
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又　犪⊥β，

∴　犪∥犫．

又　犪α，

∴　犪∥α．

即直线犪与平面α平行．

例１０　如图８．６３３，已知犘犃⊥平面犃犅犆，平面犘犃犅⊥平面犘犅犆，求证：犅犆⊥

平面犘犃犅．

分析：要证明犅犆⊥平面犘犃犅，需证明犅犆垂直于平面犘犃犅内的两条相交直线．由

已知条件易得犅犆⊥犘犃．再利用平面犘犃犅⊥平面犘犅犆，过点犃作犘犅的垂线犃犈，由两

个平面垂直的性质可得犅犆⊥犃犈．

A

B

C

P

图８．６３３

　　　　　　

A

B

C

P

E

图８．６３４

证明：如图８．６３４，过点犃作犃犈⊥犘犅，垂足为犈．

∵　平面犘犃犅⊥平面犘犅犆，平面犘犃犅∩平面犘犅犆＝犘犅，

∴　犃犈⊥平面犘犅犆．

∵　犅犆平面犘犅犆，

∴　犃犈⊥犅犆．

∵　犘犃⊥平面犃犅犆，犅犆平面犃犅犆，

∴　犘犃⊥犅犆．

又　犘犃∩犃犈＝犃，

∴　犅犆⊥平面犘犃犅．

从本节的讨论可以看到，由直线与直线垂直可以判定直线与平面垂直；由直线与平面

垂直的定义可以得到直线与直线垂直；由直线与平面垂直可以判定平面与平面垂直；而由

平面与平面垂直的性质可以得到直线与平面垂直．这进一步揭示了直线、平面之间的位置

关系可以相互转化．

������� ������� �������
�� ��

	�
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��

１．判断下列命题是否正确，正确的在括号内画 “√”，错误的画 “×”．

（１）如果平面α⊥平面β，那么平面α内所有直线都垂直于平面β． （ ）

（２）如果平面α⊥平面β，那么平面α内一定存在直线平行于平面β． （ ）

（３）如果平面α不垂直于平面β，那么平面α内一定不存在直线垂直于平面β． （ ）

２．若平面α⊥平面β，且α∩β＝犾，则下列命题中正确的个数是 （ ）．

（１）平面α内的直线必垂直于平面β内的任意一条直线．

（２）平面α内的已知直线必垂直于平面β内的无数条直线．

（３）平面α内的任一条直线必垂直于平面β．

（４）过平面α内任意一点作交线犾的垂线，则此垂线必垂直于平面β．

（Ａ）３　　　　 （Ｂ）２　　　　 （Ｃ）１　　　　 （Ｄ）０

３．已知α，β是两个不同的平面，犿为平面α内的一条直线，则 “α⊥β”是 “犿⊥β”的 （ ）．

（Ａ）充分不必要条件　　　　　（Ｂ）必要不充分条件

（Ｃ）充要条件 （Ｄ）既不充分也不必要条件

４．已知平面α，β，直线犪，且α⊥β，α∩β＝犃犅，犪∥α，犪⊥犃犅，判断直线犪与平面β的位置关系，

并说明理由．

����

习题８．６

１．选择题

（１）若空间中四条不同的直线犾１，犾２，犾３，犾４满足犾１⊥犾２，犾２⊥犾３，犾３⊥犾４，则下面结论正确的

是 （ ）．

（Ａ）犾１⊥犾４　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｂ）犾１∥犾４

（Ｃ）犾１，犾４既不垂直也不平行 （Ｄ）犾１，犾４的位置关系不确定

（２）设犾，犿，狀均为直线，其中犿，狀在平面α内，则 “犾⊥α”是 “犾⊥犿 且犾⊥狀”的

（ ）．

（Ａ）充分不必要条件 （Ｂ）必要不充分条件

（Ｃ）充要条件 （Ｄ）既不充分也不必要条件

（３）直线犾１，犾２互相平行的一个充分条件是 （ ）．

（Ａ）犾１，犾２都平行于同一个平面 （Ｂ）犾１，犾２与同一个平面所成的角相等

（Ｃ）犾１，犾２都垂直于同一个平面 （Ｄ）犾１平行于犾２所在的平面

２．判断下列命题是否正确，正确的在括号内画 “√”，错误的画 “×”．

（１）过平面外一点，有且只有一条直线与这个平面垂直． （ ）

（２）过平面外一点，有且只有一条直线与这个平面平行． （ ）
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（３）过直线外一点，有且只有一个平面与这条直线垂直． （ ）

（４）过直线外一点，有且只有一个平面与这条直线平行． （ ）

（５）过直线外一点，有且只有一条直线与这条直线平行． （ ）

A

B

C

A1

B1

C1

P

（第４题）

３．判断下列命题是否正确，正确的说明理由，错误的举例说明．

（１）一条直线平行于一个平面，另一条直线与这个平面垂直，则这两

条直线互相垂直；

（２）如果平面α∥平面α１，平面β∥平面β１，那么平面α与平面β所成

的二面角和平面α１与平面β１所成的二面角相等或互补；

（３）如果平面α⊥平面β，平面β⊥平面γ，那么平面α⊥平面γ．

４．如图，在直三棱柱犃犅犆犃１犅１犆１中，犆犃＝犆犅，犘为犃１犅的中点，犙

为棱犆１犆的中点．求证：

（１）犘犙⊥犃犅；　　 （２）犘犙⊥犆１犆；　　 （３）犘犙⊥犃１犅．

５．如图，在三棱锥犘犃犅犆中，犆犇⊥犃犅，垂足为犇，犘犗⊥底面犃犅犆，垂足为犗，且犗在犆犇

上，求证犃犅⊥犘犆．

A

B

C

D

P

O

（第５题）

　　　　　　　　 A B

CD

A� B�

C�D�

（第６题）

６．如图，在正方体犃犅犆犇犃′犅′犆′犇′中，平面犃犅犆′犇′与正方体的各个面所在的平面所成的二面

角的大小分别是多少？

B

C A

V

（第７题）

７．如图，在三棱锥犞犃犅犆中，已知∠犞犃犅＝∠犞犃犆＝∠犃犅犆＝

９０°，判断平面犞犃犅与平面犞犅犆的位置关系，并说明理由．

８．求证：如果共点的三条直线两两垂直，那么它们中每两条直线

确定的平面也两两垂直．

９．已知平面α，β，γ，且α⊥γ，β∥α，求证β⊥γ．

１０．已知平面α，β，γ，且α⊥γ，β⊥γ，α∩β＝犾，求证犾⊥γ．

����

１１．如下页图，在正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，点犘，犙分别为棱犃犇，犆犆１ 的中点．求证犃１犘

⊥犅犙．
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A B

CD

A1 B1

C1D1

P

（第１１题）
　　　　　　

O

m

n

l

l l

1
2

1 2

（第１２题）

１２．如图，犿，狀是两条相交直线，犾１，犾２是与犿，狀都垂直的两条直线，且直线犾与犾１，犾２都相

交，求证∠１＝∠２．

１３．求证：两条平行直线与同一个平面所成的角相等．

１４．如图，在棱锥犞犃犅犆中，犞犗⊥平面犃犅犆，犗∈犆犇，犞犃＝犞犅，犃犇＝犅犇，你能判定犆犇⊥

犃犅，以及犃犆＝犅犆吗？

A

B

V

O

C

D

（第１４题）
　　　　　　

D
F

E

G

GG

S

1 2

3

（第１５题）

１５．如图，在正方形犛犌１犌２犌３中，犈，犉 分别是犌１犌２，犌２犌３的中点，犇 是犈犉 的中点．若沿

犛犈，犛犉及犈犉把这个正方形折成一个四面体，使犌１，犌２，犌３三点重合，重合后的点记为

V

A C

B

（第１８题）

犌，则在四面体犛犈犉犌中，哪些棱与面互相垂直？

１６．求证：垂直于两个平行平面中的一个平面的直线也垂直于另一个

平面．

１７．求证：三个两两垂直的平面的交线也两两垂直．

１８．如图，在三棱锥犞犃犅犆中，犞犃＝犞犅＝犃犅＝犃犆＝犅犆＝２，犞犆＝１，

作出二面角犞犃犅犆的平面角，并求出它的余弦值．


���

１９．如图，在直三棱柱犃犅犆犃１犅１犆１中，∠犃犅犆＝９０°，犃犃１＝犃犅，求证犃１犆⊥犃犅１．

A

B

C

A1

B1

C1

（第１９题）
　　　　　　

B A

C

O

E
D

V

（第２０题）
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A B

E

F

C
D

P

（第２１题）

２０．如上页图，犃犅是⊙犗的直径，点犆是⊙犗上的动点，过动点

犆的直线犞犆垂直于⊙犗所在平面，犇，犈分别是犞犃，犞犆的

中点．判断直线犇犈与平面犞犅犆的位置关系，并说明理由．

２１．如图，在四棱锥犘犃犅犆犇 中，底面犃犅犆犇 为正方形，犘犃⊥

底面犃犅犆犇，犘犃＝犃犅，犈为线段犘犅 的中点，犉为线段犅犆

上的动点．平面犃犈犉与平面犘犅犆是否互相垂直？如果垂直，

请证明；如果不垂直，请说明理由．

���	�

欧几里得 《原本》与公理化方法

古希腊最为重要的数学著作 《原本》是由古希腊数学

家欧几里得编著，大约是在公元前３００年左右完成的．欧

几里得将公元前７世纪以来希腊几何学家积累起来的丰富

成果收集、整理起来，并且加以系统化．他从少数已被经

验反复验证的公理出发，运用逻辑推理以及数学运算方法

演绎出一系列定理与推论，写成了十三卷数学巨著 《原

本》，使几何学成为一门独立的、演绎的科学．

欧几里得 《原本》在人类数学史中第一次给出了公理 　欧几里得 （Ｅｕｃｌｉｄ，约

化的数学体系．过去所积累下来的数学知识是零碎的、片 公元前３３０—约前２７５）

断的，欧几里得借助逻辑方法，把这些知识组织起来，加

以分类、比较，揭示彼此间的内在联系，把它们组织在一个严密的系统之中．《原

本》体现的理性精神对数学的发展产生了深远影响，它跨越地域、民族、语言、

时间的障碍传播到了整个世界，其中公理化方法作为一种理论形式为人们普遍接

受．按照数学的定义、公理与三段论的逻辑论证来组织数学理论已成为人们的共

识．《原本》为数学发展树起一面旗帜，并成为理性思维的象征．

什么是公理化方法呢？

公理化方法就是从尽可能少的原始概念 （基本概念）和尽可能少的一组不加

证明的原始命题 （公理、公设）出发，通过严格的逻辑推理，推导出其余的命

题，使某一数学分支成为演绎系统的一种方法．

基本概念是不加定义的，它们必须是真正基本的，无法用更原始、更基本的

概念定义．如中学数学中的点、直线、平面、集合等概念都是基本概念．
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公理是对基本概念间的相互关系和基本性质所作的一种阐述和规定．如 “两

点确定一条直线”“过不在同一条直线上的三个点，有且只有一个平面”等都是

作为公理的命题．

公理化方法主要有以下三个作用：

１．概括整理数学知识．《原本》就是欧几里得用公理化的方法把零散的几何

知识归为一体，树立了以公理化方法研究数学的典范．

２．促进新理论的创立．由于公理化方法把数学分支的基础分析得十分清楚，

结构严谨有序，这就有利于比较数学各分支实质上的异同，从而推动和促进数学

新理论的产生，促进数学基础的研究与探索．例如，非欧几何就是在研究和应用

公理化的过程中产生的．

３．对其他学科有示范作用．由于数学公理化方法表述数学理论的简捷性、条

理性，以及结构的和谐性，为其他科学理论的表述起了示范作用．其他科学纷纷

效法，建立了自己的公理化系统．例如，牛顿仿效欧氏几何，把哥白尼到开普勒

时期所积累的力学知识用公理化方法组成一个逻辑体系，使人们能够从万有引力

定律 （公理）和牛顿三定律 （公理）出发，依逻辑方法把力学定律逐条推出．杰

弗逊的 《独立宣言》、马克思的 《资本论》、马尔萨斯的 《人口论》也都借鉴了公

理化的思想方法．

《原本》是一部影响人类文明进程的不朽之作．两千多年来，它一直是几何学

的标准教材，哥白尼、伽利略、笛卡儿、牛顿等伟大的科学家都对它做过深入钻

研，深刻体会了其中的公理化方法，并借鉴到自己的科学工作中，从而对人类文

明作出了伟大贡献．

���������*

几何学的发展

目的：了解欧氏几何的发展以及对数学和人类文明的贡献．

要求：题目自拟，主题突出，论述清楚．

过程：阅读书籍、请教老师、专家或者上网收集欧氏几何发展的历史资料，

如发展过程、重要结果、主要人物、关键事件以及对数学和人类文明的贡献等．

交流：将论文发至班级在线交流群，或者制作板报等，供大家学习、交流，

进一步了解欧氏几何对数学以及人类文明的贡献．
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ZI [\)]^
立体几何是研究现实世界中物体的形状、大小与位置关系的数学分支．在

本章，我们从对空间几何体的整体观察入手，通过认识柱、锥、台、球等基本

立体图形的组成元素及其相互关系，认识了这些图形的几何结构特征，学习了

它们在平面上的直观图表示以及它们的表面积和体积的计算．然后以组成立体

图形的基本元素———点、直线、平面为对象，在研究平面基本性质的基础上，

认识了空间点、直线、平面的位置关系，重点研究了直线、平面的平行和垂直

这两种特殊的位置关系．

直观感知、操作确认、推理论证、度量计算是我们认识和探索空间图形、

研究它们性质的重要手段．通过对实物模型的直观感知和操作，我们认识了空

间几何体的结构特征，进一步掌握了在平面上表示空间图形的方法，了解了它
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们的表面积和体积的计算．通过对图形的直观想象，我们认识了刻画平面性质

的三个基本事实．在给出直线、平面平行 （垂直）的定义 （即给出了这种位置

关系的一个充要条件）后，通过探究直线、平面平行 （垂直）的充分条件，我

们得到了相应位置关系的判定定理；通过探究直线、平面平行 （垂直）的必要

条件，我们得到了相应位置关系的性质定理，并进行了证明．在这一过程中，

我们可以充分感受到，通过直观想象、类比、归纳等发现数学命题，再通过逻

辑推理证明命题，进而获得数学定理，这是研究数学对象的 “基本之道”．其中，

我们应特别注意学习，在明确研究对象或问题的基础上，如何通过归纳、类比

等发现数学规律、提出数学猜想的方法，这对提升我们的创新思维水平是非常

重要的．

空间图形问题经常转化为平面图形问题，这是解决空间图形问题的重要思

想方法．简单地说，就是要把相关的点、直线 （段）转化到同一个平面上，而

转化的基本依据就是四个基本事实．例如，探究直线与平面平行的性质，就是

在直线犪平行于平面α的条件下，探究直线犪、平面α与空间中其他直线、平面

的位置关系，利用基本事实可以发现，过犪的平面β与α的交线与犪平行，而

且这些交线相互平行．

在研究直线、平面的位置关系时，由简单到复杂、由易到难是研究的一般

思路．我们利用直线与直线的位置关系，研究直线与平面的位置关系，利用直

线与平面的位置关系研究平面与平面的位置关系．反过来，由平面与平面的位

置关系可进一步掌握直线与平面的位置关系，由直线与平面、平面与平面的位

置关系又可进一步确定直线与直线的位置关系．这种方法，是我们研究与解决

空间直线、平面位置关系的重要方法．

请你带着下面的问题，复习一下全章的内容吧！

１．我们是从哪些角度入手研究基本几何体的结构特征的？你能用基本几何

体的结构特征解释身边物体的结构吗？请举例说明．

２．对于空间几何体，可以有不同的分类．你能选择不同的分类标准对柱、

锥、台、球等空间几何体进行分类吗？请举例说明．

３．利用斜二测画法可以画出空间几何体的直观图．你能结合实例说出用斜

二测画法画空间几何体的直观图的基本步骤吗？

４．如何计算柱、锥、台、球的表面积和体积？你能说出柱、锥、台的体积

公式之间的联系吗？
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５．刻画平面的三个基本事实是立体几何公理体系的基石，是研究空间图形、

进行逻辑推理的基础．实际上，三个基本事实刻画了平面的 “平”、平面的 “无

限延展”．你能归纳一下刻画的方法吗？

６．在直线、平面的位置关系中，“平行”和 “垂直”是最重要的．

（１）在研究这些位置关系的判定时，我们采用了哪些思想方法？以直线与

平面垂直为例，总结一下研究判定的内容、过程和方法．

（２）研究这些位置关系的性质，实际上就是要研究什么问题？以两个平面

相互垂直为例，总结一下研究性质的内容、过程和方法．

����

复习参考题８

１．从多面体角度去考察棱柱、棱锥、棱台，填写下列表格：

多面体 顶点数犞 棱数犈 面数犉 犞＋犉－犈

狀棱柱

狀棱锥

狀棱台

２．在直四棱柱犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１ 中，犃犅∥犆犇，∠犇犃犅＝９０°，犃犅＝２，犆犇＝１，犃犇＝３，

犃犃１＝４．

（１）画出四棱柱犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１的直观图；

（２）将四棱柱犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１补成一个长方体，并说出补上的几何体的名称．

３．填空题

（１）正方体的棱长扩大到原来的狀倍，则其表面积扩大到原来的　　　　　倍，体积扩大到原

来的　　　　　倍；

10

x

5

（第４题）

（２）球的半径扩大到原来的狀倍，则其表面积扩大到原来的　　　　

倍，体积扩大到原来的　　　　　倍．

４．如图，一块边长为１０ｃｍ的正方形铁片上有四块阴影部分．将这些阴

影部分裁下来，然后用余下的四个全等的等腰三角形加工成一个正四

棱锥形容器，把容器的容积犞（单位：ｃｍ３）表示为狓（单位：ｃｍ）的

函数．

５．三个平面可将空间分成几部分？请分情况说明．
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６．已知α，β，γ是三个平面，且α∩β＝犪，α∩γ＝犫，β∩γ＝犮．

（１）若犪∩犫＝犗，求证：犪，犫，犮三线共点．

（２）若犪∥犫，则犪与犮，犫与犮有什么关系？为什么？

７．如图，四边形犃′犅′犆′犇′是犃犅犆犇在平面α上的投影 （犃犃′∥犅犅′∥犆犆′∥犇犇′），求证：四

边形犃′犅′犆′犇′是平行四边形．

α
A�

A C

D

B�

C�D�

B

（第７题）

　　　　　　
A B

CD

A1
B1

C1D1

E

（第８题）

A

B

E

P

C

D

（第９题）

８．如图，一块正方体形木料的上底面有一点犈．若经过点犈 在上底面上画

一条直线与犆犈垂直，则应该怎样画？

９．如图，在三棱锥犘犃犅犆中，犘犆⊥底面犃犅犆，犃犅⊥犅犆，犇，犈 分别是

犃犅，犘犅的中点．求证：

（１）犇犈∥平面犘犃犆；

（２）犃犅⊥犘犅．

����

１０．如图，在边长为２的正方形犃犅犆犇中，点犈是犃犅的中点，点犉是犅犆的中点，将△犃犈犇，

△犅犈犉，△犇犆犉分别沿犇犈，犈犉，犇犉折起，使犃，犅，犆三点重合于点犃′．

（１）求证犃′犇⊥犈犉；

（２）求三棱锥犃′犈犉犇的体积．

A

B

E

F C

D

E

F

D

A�

（第１０题）

１１．如下页图，在四面体犃犅犆犇 中，犕 是犃犇 的中点，犘 是犅犕 的中点，点犙在线段犃犆上，

且犃犙＝３犙犆．求证：犘犙∥平面犅犆犇．
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A

B

C

D

M
P

（第１１题）

　　　　　　
A B

CD

A1
B1

C1D1

H

（第１２题）

１２．如图，在正方体犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１中，求证：

（１）犅１犇⊥平面犃１犅犆１；

（２）犅１犇与平面犃１犅犆１的交点犎 是△犃１犆１犅的重心．

１３．如图，在三棱锥犘犃犅犆中，∠犃犆犅＝９０°，犘犃⊥底面犃犅犆．

（１）求证：平面犘犃犆⊥平面犘犅犆；

（２）若犃犆＝犅犆＝犘犃，犕 是犘犅的中点，求犃犕 与平面犘犅犆所成角的正切值．

A B

M

P

C

（第１３题）

　　　　　　

M

A

B C

D

P

（第１４题）

１４．如图，在四棱锥犘犃犅犆犇中，底面犃犅犆犇为正方形，侧面犘犃犇 是正三角形，侧面犘犃犇⊥

底面犃犅犆犇，犕 是犘犇的中点．

（１）求证：犃犕⊥平面犘犆犇；

（２）求侧面犘犅犆与底面犃犅犆犇所成二面角的余弦值．


���

１５．从直线犪，犫和平面ω这三个空间元素中任取两个，若已知它们与第三个元素有平行或垂直

关系，则所取的两个元素是否也有平行或垂直关系？你能得到哪些结论？写出一些你认为重

要的．如果三个元素分别是直线犿、平面α和β，你能得到哪些结论？

１６．已知犿，狀为异面直线，犿⊥平面α，狀⊥平面β．若直线犾满足犾⊥犿，犾⊥狀，犾α，犾β，

则 （ ）．

（Ａ）α∥β，犾∥α　　　　　（Ｂ）α与β相交，且交线平行于犾

（Ｃ）α⊥β，犾⊥β （Ｄ）α与β相交，且交线垂直于犾
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第九章

统计

在现实生活中，我们经常会接触到各种统计数据，例如，人

口总量、经济增长率、就业状况、物价指数、产品的合格率、商

品的销售额、农作物的产量、人均水资源、居民人均年收入、电

视台节目的收视率、学生的平均身高等．要正确阅读并理解这些

数据，需要具备一些统计学的知识．

统计学是通过收集数据和分析数据来认识未知现象的一门科

学．面对一个统计问题，首先要根据实际需求，通过适当的方法

获取数据，并选择适当的统计图表对数据进行整理和描述，在此

基础上用各种统计方法对数据进行分析，从样本数据中提取需要

的信息，推断总体的情况，进而解决相应的实际问题．

那么，对于具体的统计问题，应如何收集数据？如何从所收

集的数据中提取信息来认识未知现象？这种认识一定正确吗？应

如何正确解释统计的结果？本章我们将在初中学过的统计与概率

知识的基础上，通过进一步学习，加深对这些问题的认识，并通

过解决问题的实践，进一步学习数据分析的方法．
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９１　随机抽样

统计的研究对象是数据，核心是通过数据分析研究和解

决问题．因此，首先要设法获取与问题有关的数据，从而为

解决问题奠定基础．

例如，准确掌握全国的人口数据，可以为科学制定国民

经济和社会发展规划及其他方针政策提供依据．２０２０年我

国进行了第七次人口普查，对全国人口普遍地、逐户逐人地

进行一次性调查登记．调查内容包括每位居民的姓名、性

别、年龄、民族、受教育程度等．这里，居民为调查对象，

而居民的性别、年龄、民族、受教育程度等是要调查的指

标．由于不同调查对象的指标值往往不同，它是一个变化的

量，所以常把指标称为变量．像人口普查这样，对每一个调

查对象都进行调查的方法，称为全面调查，又称普查．在一

个调查中，我们把调查对象的全体称为总体 （ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ），

组成总体的每一个调查对象称为个体 （ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌ）．为了强

调调查目的，也可以把调查对象的某些指标的全体作为总

体，每一个调查对象的相应指标作为个体．

由于人口普查需要花费巨大的财力、物力，因而不宜经

常进行．为了及时掌握全国人口变动状况，我国每年还会进

行一次人口变动情况的调查．这种调查是抽取一部分居民进

行调查，根据抽取的居民情况来推断总体的人口变动情况．

像这样，根据一定目的，从总体中抽取一部分个体进行调

查，并以此为依据对总体的情况作出估计和推断的调查方

法，称为抽样调查 （ｓａｍｐｌｉｎｇｓｕｒｖｅｙ）．我们把从总体中抽

取的那部分个体称为样本 （ｓａｍｐｌｅ），样本中包含的个体数

称为样本容量，简称样本量．调查样本获得的变量值称为样

本的观测数据，简称样本数据．

相对全面调查而言，抽样调查由于只抽取一部分个体进

行调查，因此具有花费少、效率高的特点．在总体规模比较

大的调查中，如果经费、时间上受限，那么抽样调查是比较

合适的调查方法．在有些调查中，抽样调查则具有不可替代
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的作用．例如，检测一批灯泡的寿命，或一批种子的发芽

率，或一批待售袋装牛奶的细菌数是否超标，这些检测具有

毁损性，此时只能用抽样调查．

随着社会的发展，抽样调查的应用范围越来越广泛．下

面我们研究两种基本的抽样方法———简单随机抽样和分层随

机抽样．

９１１! "#$%&'

抽样调查的目的是了解总体的情况．例如，抽样调查一批待售袋装牛奶的细菌数是否

超标，其目的是要了解整批牛奶的细菌含量超标情况，而不只是局限在抽查到的那几袋牛

奶的情况．因此，通过抽样调查了解总体的情况，自然希望抽取的样本数据能很好地反映

总体的情况，即样本含有和总体基本相同的信息．

��

假设口袋中有红色和白色共１０００个小球，除颜色外，小球的大小、质地完全相

同．你能通过抽样调查的方法估计袋中红球所占的比例吗？

这里袋中所有小球是调查的总体，每一个小球是个体，小球的颜色是所关心的变量．

我们可以从袋中随机地摸出一个球，记录颜色后放回，摇匀后再摸出一个球，如此重复狀

次．根据初中的概率知识可知，随着摸球次数的增加，摸到红球的频率会逐渐稳定于摸到

红球的概率，即口袋中红球所占的比例．因此，我们可以通过放回摸球，用频率估计出红

球的比例．

在有放回地摸球中，同一个小球有可能被摸中多次，极端情况是每次摸到同一个小

球，而被重复摸中的小球只能提供同一个小球的颜色信息．如果我们采用不放回摸球，即

从袋中摸出一个球后不再放回袋中，每次摸球都在余下的球中随机摸取，这样就可以避免

同一个小球被重复摸中．特别地，当样本量狀＝１０００时，不放回摸球已经把袋中的所有

球取出，这就完全了解了袋中红球的比例，而有放回摸球一般还不能对袋中红球的比例作

出准确的判断．

　　从总体中，逐个不放

回地随机抽取狀个个体作

为样本，一次性批量随机

抽取狀个个体作为样本，

两种方法是等价的．

一般地，设一个总体含有犖 （犖 为正整数）个个体，从

中逐个抽取狀 （１≤狀＜犖）个个体作为样本，如果抽取是放

回的，且每次抽取时总体内的各个个体被抽到的概率都相

等，我们把这样的抽样方法叫做放回简单随机抽样；如果抽

取是不放回的，且每次抽取时总体内未进入样本的各个个体

被抽到的概率都相等，我们把这样的抽样方法叫做不放回简
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单随机抽样．放回简单随机抽样和不放回简单随机抽样统称为简单随机抽样 （ｓｉｍｐｌｅｒａｎ

ｄｏｍｓａｍｐｌｉｎｇ）．通过简单随机抽样获得的样本称为简单随机样本．

与放回简单随机抽样比较，不放回简单随机抽样的效率更高，因此实践中人们更多采

用不放回简单随机抽样．除非特殊声明，本章所称的简单随机抽样指不放回简单随机抽样．

问题１　一家家具厂要为树人中学高一年级制作课桌椅，他们事先想了解全体高一年级

学生的平均身高，以便设定可调节课桌椅的标准高度．已知树人中学高一年级有７１２名学

生，如果要通过简单随机抽样的方法调查高一年级学生的平均身高，应该怎样抽取样本？

在这个问题中，树人中学全部高一年级的学生构成调查的总体，每一位学生是个体，

学生的身高是调查的变量．与 “探究”栏目中估计红球的比例类似，我们可以对高一年级

进行简单随机抽样，用抽出的样本的平均身高估计高一年级学生的平均身高．实现简单随

机抽样的方法有很多，抽签法和随机数法是比较常用的两种方法．

１抽签法

　　为什么要给学生编

号？编号用学号可以吗？

先给７１２名学生编号，例如按１～７１２进行编号．然后

把所有编号写在外观、质地等无差别的小纸片 （也可以是卡

片、小球等）上作为号签，并将这些小纸片放在一个不透明

的盒里，充分搅拌．最后从盒中不放回地逐个抽取号签，使

与号签上的编号对应的学生进入样本，直到抽足样本所需要

　　比较随机数法与抽签

法，它们各有什么优点和

缺点？

的人数．

抽签法简单易行，但当总体较大时，操作起来比较麻

烦．因此，抽签法一般适用于总体中个体数不多的情形．

２随机数法

　　一般说来，在计算器

或计算机软件没有特殊设

定的情况下，它们生成的

随机数都是可重复的．为

了确认你使用的计算器或

计算机软件的情况，可以

查阅它的说明书，也可以

通过测试它能否生成３个

整数随机数１或２来进行

判断．

先给７１２名学生编号，例如按１～７１２进行编号．用随

机数工具产生１～７１２范围内的整数随机数，把产生的随机

数作为抽中的编号，使与编号对应的学生进入样本．重复上

述过程，直到抽足样本所需要的人数．

如果生成的随机数有重复，即同一编号被多次抽到，可

以剔除重复的编号并重新产生随机数，直到产生的不同编号

个数等于样本所需要的人数．

（１）用随机试验生成随机数

准备１０个大小、质地一样的小球，小球上分别写上数

字０，１，２，…，９，把它们放入一个不透明的袋中．从袋中

有放回摸取３次，每次摸取前充分搅拌，并把第一、二、三
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次摸到的数字分别作为百、十、个位数，这样就生成了一个三位随机数．如果这个三位数

在１～７１２范围内，就代表对应编号的学生被抽中，否则舍弃编号．这样产生的随机数可

能会有重复．

（２）用信息技术生成随机数

①用计算器生成随机数

进入计算器的计算模式 （不同的计算器型号可能会有不同），调出生成随机数的函数

并设置参数，例如ＲａｎｄＩｎｔ＃ （１，７１２），按 “＝”键即可生成１～７１２范围内的整数随机

数．重复按 “＝”键，可以生成多个随机数．这样产生的随机数可能会有重复．

②用电子表格软件生成随机数

在电子表格软件的任一单元格中，输入 “＝ＲＡＮＤＢＥＴＷＥＥＮ （１，７１２）”，即可生

成一个１～７１２范围内的整数随机数．再利用电子表格软件的自动填充功能，可以快速生

成大量的随机数 （图９．１１）．这样产生的随机数可能会有重复．

　图９．１１

③用Ｒ统计软件生成随机数

在Ｒ软件的控制台中，输入 “ｓａｍｐｌｅ（１：７１２，５０，ｒｅｐｌａｃｅ＝Ｆ）”，按回车键，就

可以得到５０个１～７１２范围内的不重复的整数随机数 （图９．１２）．

　　Ｒ软件是免费的统计

软件，该软件具有比较强

大的数据处理、绘图和分

析等统计功能，在统计学

研究和学习中被广泛使用．

　　图９．１２
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随着信息技术的发展，人们越来越多地利用计算器、数学软件、统计软件等工具来生

成随机数．尤其是一些统计软件，可以非常方便地按要求生成各种随机数．用信息技术工

具产生随机数最大的优点是方便、快捷．

	�

用简单随机抽样方法抽取样本，样本量是否越大越好？

　　在简单随机抽样调查

中，当样本量和总体一样

大时，就是全面调查了．

我们知道，在重复试验中，试验次数越多，频率接近概

率的可能性越大．与此类似，用简单随机抽样的方法抽取学

生，样本量越大，样本中不同身高的比例接近总体中相应身

高的比例的可能性也越大，样本的平均身高接近总体的平均

身高的可能性也越大．即对于样本的代表性，一般说来，样

本量大的会好于样本量小的．尤其是样本量不大时，增加样

本量可以较好地提高估计的效果．但是，在实际抽样中，样

本量的增大会导致调查的人力、费用、时间等成本的增加．

因此，抽样调查中样本量的选择要根据实际问题的需要，并

不一定是越大越好．

��

１．在以下调查中，总体、个体各是什么？哪些适合用全面调查？哪些适合用抽样调查？

（１）调查一个班级学生每周的体育锻炼时间；

（２）调查一个地区结核病的发病率；

（３）调查一批炮弹的杀伤半径；

（４）调查一个水库所有鱼中草鱼所占的比例．

1

2

3 4

5

0

6

　 （第２题）

请你再举一些不宜用全面调查的例子，并说明理由．

２．如图，由均匀材质制成的一个正二十面体 （每个面都是正三角形），将２０

个面平分成１０组，第１组标上０，第２组标上１，…，第１０组标上９．

（１）投掷正二十面体，若把朝上一面的数字作为投掷结果，则出现０，１，

２，…，９是等可能的吗？

（２）三个正二十面体分别涂上红、黄、蓝三种颜色，分别代表百位、十

位、个位，同时投掷可以产生一个三位数 （百位为０的也看作三位

数），它是０００～９９９范围内的随机数吗？

３．实验室的笼子里共有１００只小白鼠，现要从中抽取１０只作试验用．下列两种情况是否属于简单随机

抽样？请说明理由．

（１）每次不经任何挑选地抓一只，抓满１０只为止；

（２）将笼中的１００只小白鼠按１～１００编号，任意选出编号范围内的１０个不重复数字，把相应编号
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的小白鼠作为试验用的小白鼠．

４．如果计算器只能生成 ［０，１）内的随机数，你有办法把它转化为１～１００范围内的整数随机数吗？转

化为１～７１２范围内的整数随机数呢？

５．在抽样调查中，请你说说通过 “随机”选择样本的优、缺点．

下面是用随机数法从树人中学高一年级学生中抽取的一个容量为５０的简单随机样本，

他们的身高变量值 （单位：ｃｍ）如下：

１５６．０　１６６．０　１５７．０　１５５．０　１６２．０　１６８．０　１７３．０　１５５．０　１５７．０　１６０．０

１７５．０　１７７．０　１５８．０　１５５．０　１６１．０　１５８．０　１６１．５　１６６．０　１７４．０　１７０．０

１６２．０　１５５．０　１５６．０　１５８．０　１８３．０　１６４．０　１７３．０　１５５．５　１７６．０　１７１．０

１６４．５　１６０．０　１４９．０　１７２．０　１６５．０　１７６．０　１７６．０　１６８．５　１７１．０　１６９．０

１５６．０　１７１．０　１５１．０　１５８．０　１５６．０　１６５．０　１５８．０　１７５．０　１６５．０　１７１．０

由这些样本观测数据，我们可以计算出样本的平均数为１６４．３．据此，可以估计树人

中学高一年级学生的平均身高为１６４．３ｃｍ左右．

　　∑为求和符号，读音

为／ｓｇｍ／，主要用于多

项式求和．

∑
犖

犻＝１
犢犻＝犢１＋犢２＋…＋犢犖．

上面我们通过简单随机抽样得到部分学生的平均身高，

并把样本平均身高作为树人中学高一年级所有学生平均身高

的估计值．

一般地，总体中有犖 个个体，它们的变量值分别为

犢１，犢２，…，犢犖，则称

犢＝
犢１＋犢２＋…＋犢犖

犖
＝
１

犖
∑
犖

犻＝１
犢犻

　　很多科学型计算器都

具有求平均数的功能．只

要输入数据，按相应的键，

就可以快速求出平均数．

为总体均值 （ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎｍｅａｎ），又称总体平均数．如果总

体的犖 个变量值中，不同的值共有犽 （犽≤犖）个，不妨记

为犢１，犢２，…，犢犽，其中犢犻 出现的频数为犳犻 （犻＝１，２，

…，犽），则总体均值还可以写成加权平均数的形式

犢＝
１

犖
∑
犽

犻＝１
犳犻犢犻．

如果从总体中抽取一个容量为狀的样本，它们的变量值分别

为狔１，狔２，…，狔狀，则称

狔＝
狔１＋狔２＋…＋狔狀

狀
＝
１

狀
∑
狀

犻＝１
狔犻

为样本均值 （ｓａｍｐｌｅｍｅａｎ），又称样本平均数．在简单随机

抽样中，我们常用样本平均数狔去估计总体平均数犢．
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小明想考察一下简单随机抽样的估计效果．他从树人中学医务室得到了高一年级

学生身高的所有数据，计算出整个年级学生的平均身高为１６５．０ｃｍ．然后，小明用

简单随机抽样的方法，从这些数据中抽取了样本量为５０和１００的样本各１０个，分别

计算出样本平均数，如表９．１１所示．从小明多次抽样所得的结果中，你有什么

发现？

表９１１

样本量
１０个样本的平均数

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

样本量为５０ １６５．２１６２．８１６４．４１６４．４１６５．６１６４．８１６５．３１６４．７１６５．７１６５．０

样本量为１００ １６４．４１６５．０１６４．７１６４．９１６４．６１６４．９１６５．１１６５．２１６５．１１６５．２

为了更方便地观察数据，以便我们分析样本平均数的特点以及与总体平均数的关系，

我们把这２０次试验的平均数用图形表示出来，如图９．１３所示．图中的红线表示树人中

学高一年级全体学生身高的平均数．

�����

������
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图９．１３

从试验结果看，不管样本量为５０，还是为１００，不同样本的平均数往往是不同的．由

于样本的选取是随机的，因此样本平均数也具有随机性，这与总体平均数是一个确定的数

不同．虽然在所有２０个样本平均数中，与总体平均数完全一致的很少，但除了样本量为

５０的第２个样本外，样本平均数偏离总体平均数都不超过１ｃｍ，即大部分样本平均数离

总体平均数不远，在总体平均数附近波动．比较样本量为５０和样本量为１００的样本平均

数，还可以发现样本量为１００的波动幅度明显小于样本量为５０的，这与我们对增加样本

量可以提高估计效果的认识是一致的．
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总体平均数是总体的一项重要特征．另外，某类个体在总体中所占的比例也是人们关

心的一项总体特征，例如全部产品中合格品所占的比例、赞成某项政策的人在整个人群中

所占的比例等．

问题２　眼睛是心灵的窗口，保护好视力非常重要．树人中学在 “全国爱眼日”前，

想通过简单随机抽样的方法，了解一下全校２１７４名学生中视力不低于５．０的学生所占的

比例，你觉得该怎么做？

在这个问题中，全校学生构成调查的总体，每一位学生是个体，学生的视力是考察的

变量．为了便于问题的描述，我们记 “视力不低于５．０”为１，“视力低于５．０”为０，则

第犻 （犻＝１，２，…，２１７４）个学生的视力变量值为

犢犻＝
１，视力不低于５．０，

０，视力低于５．０．
烅
烄

烆

于是，在全校学生中，“视力不低于５．０”的人数就是犢１＋犢２＋…＋犢２１７４．可以发现，在

总体中，“视力不低于５．０”的人数所占的比例犘就是学生视力变量的总体平均数

犘＝
犢１＋犢２＋…＋犢２１７４

２１７４
＝犢．

类似地，若抽取容量为狀的样本，把它们的视力变量值分别记为狔１，狔２，…，狔狀，

则在样本中，“视力不低于５．０”的人数所占的比例狆就是学生视力变量的样本平均数

狆＝
狔１＋狔２＋…＋狔狀

狀
＝狔．

我们可以用样本平均数狔估计总体平均数犢，用样本中的比例狆估计总体中的比例犘．

现在，我们从树人中学所有学生中抽取一个容量为５０的简单随机样本，其视力变量

取值如下：

１１０１００１０１１　１０００１１０１００　０１１１０１１０１１

１１０１１０１０１０　００１００１１１００

由样本观测数据，我们可以计算出样本平均数为

狔＝０．５４．

据此，我们估计在树人中学全体学生中，“视力不低于５．０”的比例约为０．５４．

简单随机抽样方法简单、直观，用样本平均数估计总体平均数也比较方便．简单随机抽

样是一种基本抽样方法，是其他抽样方法的基础．但在实际应用中，简单随机抽样有一定的

局限性．例如，当总体很大时，简单随机抽样给所有个体编号等准备工作非常费事，甚至难

以做到；抽中的个体往往很分散，要找到样本中的个体并实施调查会遇到很多困难；简单

随机抽样没有利用其他辅助信息，估计效率不是很高；等等．因此，在规模较大的调查中，

直接采用简单随机抽样的并不多，一般是把简单随机抽样和其他抽样方法组合使用．
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１．为了合理调配电力资源，某市欲了解全市５００００户居民的日用电量．若通过简单随机抽样从中抽取

了３００户进行调查，得到其日用电量的平均数为５．５ｋＷ·ｈ，则可以推测全市居民用户日用电量的

平均数 （　　）．

（Ａ）一定为５．５ｋＷ·ｈ　　　　　（Ｂ）高于５．５ｋＷ·ｈ

（Ｃ）低于５．５ｋＷ·ｈ （Ｄ）约为５．５ｋＷ·ｈ

２．在学生身高的调查中，小明和小华分别独立进行了简单随机抽样调查．小明调查的样本平均数为

１６６．４，样本量为１００；小华调查的样本平均数为１６４．７，样本量为２００．你更愿意把哪个值作为总体

平均数的估计？是不是你选的值一定比另一个更接近总体平均数？说说你的理由．

３．找一组数据作为总体，自行设定样本量，进行多次简单随机抽样．观察样本量对估计总体平均数的

影响，并试着解释其中的原因．

９１２! ()$%&'

抽样调查最核心的问题是样本的代表性．简单随机抽样是使总体中每一个个体都有相

等的机会被抽中，但因为抽样的随机性，有可能会出现比较 “极端”的样本．例如，在对

树人中学高一年级学生身高的调查中，可能出现样本中５０个个体大部分来自高个子或矮

个子的情形．这种 “极端”样本的平均数会大幅度地偏离总体平均数，从而使估计出现较

大误差．

能否利用总体中的一些额外信息对抽样方法进行改进呢？

问题３　在树人中学高一年级的７１２名学生中，男生有３２６名，女生有３８６名．能否

利用这个辅助信息改进简单随机抽样方法，减少 “极端”样本的出现，从而提高对整个年

级平均身高的估计效果呢？

我们知道，影响身高的因素有很多，性别是其中的一个主要因素．高中男生的身高普

遍高于女生的身高，而相同性别的身高差异相对较小．我们可以利用性别和身高的这种关

系，把高一年级学生分成男生和女生两个身高有明显差异的群体，对两个群体分别进行简

单随机抽样，然后汇总作为总体的一个样本．由于在男生和女生两个群体中都抽取了相应

的个体，这样就能有效地避免 “极端”样本．

	�

对男生、女生分别进行简单随机抽样，样本量在男生、女生中应如何分配？

自然地，为了使样本的结构与总体的分布相近，人数多的群体应多抽一些，人数少的

群体应少抽一些．因此，按男生、女生在全体学生中所占的比例进行分配是一种比较合理
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的方式，即

男生样本量＝
男生人数

全体学生数×
总样本量，

女生样本量＝
女生人数

全体学生数×
总样本量．

这样无论是男生还是女生，每个学生被抽到的概率都相等．当总样本量为５０时，可以计

算出从男生、女生中分别应抽取的人数为

狀男＝
３２６

７１２
×５０≈２３，

狀女＝
３８６

７１２
×５０≈２７．

我们按上述方法抽取了一个容量为５０的样本，其观测数据 （单位：ｃｍ）如下：

男生

１７３．０　１７４．０　１６６．０　１７２．０　１７０．０　１６５．０　１６５．０　１６８．０　１６４．０　１７３．０

１７２．０　１７３．０　１７５．０　１６８．０　１７０．０　１７２．０　１７６．０　１７５．０　１６８．０　１７３．０

１６７．０　１７０．０　１７５．０

女生

１６３．０　１６４．０　１６１．０　１５７．０　１６２．０　１６５．０　１５８．０　１５５．０　１６４．０　１６２．５

１５４．０　１５４．０　１６４．０　１４９．０　１５９．０　１６１．０　１７０．０　１７１．０　１５５．０　１４８．０

１７２．０　１６２．５　１５８．０　１５５．５　１５７．０　１６３．０　１７２．０

通过计算，得出男生和女生身高的样本平均数分别为１７０．６，１６０．６．根据男生、女生

身高的样本平均数以及他们各自的人数，可以估计总体平均数为

１７０．６×３２６＋１６０．６×３８６

７１２
≈１６５．２，

即估计树人中学高一年级学生的平均身高在１６５．２ｃｍ左右．

上面我们按性别变量，把高一学生划分为男生、女生两个身高差异较小的子总体分别

进行抽样，进而得到总体的估计．一般地，按一个或多个变量把总体划分成若干个子总

体，每个个体属于且仅属于一个子总体，在每个子总体中独立地进行简单随机抽样，再把

所有子总体中抽取的样本合在一起作为总样本，这样的抽样方法称为分层随机抽样

（ｓｔｒａｔｉｆｉｅｄｒａｎｄｏｍｓａｍｐｌｉｎｇ），每一个子总体称为层．在分层随机抽样中，如果每层样本

量都与层的大小成比例，那么称这种样本量的分配方式为比例分配．

在分层随机抽样中，如果层数分为２层，第１层和第２层包含的个体数分别为犕 和

犖，抽取的样本量分别为犿 和狀．我们用犡１，犡２，…，犡犕表示第１层各个个体的变量

值，用狓１，狓２，…，狓犿表示第１层样本的各个个体的变量值；用犢１，犢２，…，犢犖表示

第２层各个个体的变量值，用狔１，狔２，…，狔狀表示第２层样本的各个个体的变量值，则
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第１层的总体平均数和样本平均数分别为

犡＝
犡１＋犡２＋…＋犡犕

犕
＝
１

犕
∑
犕

犻＝１
犡犻，狓＝

狓１＋狓２＋…＋狓犿
犿

＝
１

犿
∑
犿

犻＝１
狓犻．

第２层的总体平均数和样本平均数分别为

犢＝
犢１＋犢２＋…＋犢犖

犖
＝
１

犖
∑
犖

犻＝１
犢犻，狔＝

狔１＋狔２＋…＋狔狀
狀

＝
１

狀
∑
狀

犻＝１
狔犻．

总体平均数和样本平均数分别为

犠＝
∑
犕

犻＝１
犡犻＋∑

犖

犻＝１
犢犻

犕＋犖
，狑＝

∑
犿

犻＝１
狓犻＋∑

狀

犻＝１
狔犻

犿＋狀
．

由于用第１层的样本平均数狓可以估计第１层的总体平均数犡，用第２层的样本平均

数狔可以估计第２层的总体平均数犢，因此我们可以用

犕×狓＋犖×狔

犕＋犖
＝
犕

犕＋犖
狓＋

犖

犕＋犖
狔

估计总体平均数犠．

在比例分配的分层随机抽样中，

犿

犕
＝
狀

犖
＝
犿＋狀

犕＋犖
，

可得

犕

犕＋犖
狓＋

犖

犕＋犖
狔＝

犿

犿＋狀
狓＋

狀

犿＋狀
狔＝狑．

因此，在比例分配的分层随机抽样中，我们可以直接用样本平均数狑估计总体平均数犠．

��

与考察简单随机抽样估计效果类似，小明也想通过多次抽样考察一下分层随机抽

样的估计效果．他用比例分配的分层随机抽样方法，从高一年级的学生中抽取了１０个

样本量为５０的样本，计算出样本平均数如表９．１２所示．与上一小节 “探究”中相同

样本量的简单随机抽样的结果比较，小明有了一个重要的发现．你是否也有所发现？

表９１２

样本的 “层”
１０个样本的平均数

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

男生样本 １７０．０１７０．７１６９．８１７１．７１７２．７１７１．９１７１．６１７０．６１７２．６１７０．９

女生样本 １６２．２１６０．３１５９．７１５８．１１６１．１１５８．４１５９．７１６０．０１６０．６１６０．２

总样本 １６５．８１６５．１１６４．３１６４．３１６６．４１６４．６１６５．２１６４．９１６６．１１６５．１
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我们把分层随机抽样的平均数与上一小节样本量为５０的简单随机抽样的平均数用图

形表示 （图９．１４），其中红线表示整个年级学生身高的平均数．

����
�

����
�
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图９．１４

从试验结果看，分层随机抽样的样本平均数围绕总体平均数波动，与简单随机抽样的

结果比较，分层随机抽样并没有明显优于简单随机抽样．但相对而言，分层随机抽样的样

本平均数波动幅度更均匀，简单随机抽样中出现了一个 （第２个）偏离总体平均数的幅度

比较大的样本平均数，即出现了比较 “极端”的样本，而分层随机抽样没有出现．

实际上，在个体之间差异较大的情形下，只要选取的分层变量合适，使得各层间差异

明显、层内差异不大，分层随机抽样的效果一般会好于简单随机抽样，也好于很多其他抽

样方法．分层随机抽样的组织实施也比简单随机抽样方便，而且除了能得到总体的估计

外，还能得到每层的估计．

在实际抽样调查中，由于实际问题的复杂性，除了要考虑获得的样本的代表性，还要

考虑调查实施中人力、物力、时间等因素，因此通常会把多种抽样方法组合起来使用．例

如，在分层抽样中，不同的层内除了用简单随机抽样外，还可以用其他的抽样方法，有时

层内还需要再进行分层，等等．

��

如果要了解某电视节目在你所在地区 （城市、乡镇或村庄）的收视率，你能帮忙

设计一个抽样方案吗？结合你所在地区的实际情况，和同学展开讨论．

��

１．数据狓１，狓２，…，狓犿 的平均数为狓，数据狔１，狔２，…，狔狀的平均数为狔，证明：

∑
犿

犻＝１
狓犻＋∑

狀

犻＝１
狔犻

犿＋狀
＝
犿

犿＋狀
狓＋

狀

犿＋狀
狔．

２．有人说：“如果抽样方法设计得好，用样本进行视力调查与对２４３００名学生进行视力普查的结果差

不多．而且对于想要掌握学生视力状况的教育部门来说，节省了人力、物力和财力，抽样调查更可
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取．”你认为这种说法有道理吗？为什么？

３．高二年级有男生４９０人，女生５１０人，张华按男生、女生进行分层，通过分层随机抽样的方法，得

到男生、女生的平均身高分别为１７０．２ｃｍ和１６０．８ｃｍ．

（１）如果张华在各层中按比例分配样本，总样本量为１００，那么在男生、女生中分别抽取了多少名？

在这种情况下，请估计高二年级全体学生的平均身高．

（２）如果张华从男生、女生中抽取的样本量分别为３０和７０，那么在这种情况下，如何估计高二年

级全体学生的平均身高更合理？

４．要调查全市普通高中高一年级学生中患色盲的比例，小明根据性别对总体进行分层，用分层随机抽

样的方法进行调查．请你查阅有关资料，说说这样的分层是否合理．你觉得在选择分层变量时应注

意什么？

���	�

如何得到敏感性问题的诚实反应

通过调查获取数据的基本方式是询问，调查问卷是询问的依据，也是信息的

载体．无论是面对面的调查，如入户调查，还是非面对面的调查，如电话调查、

网络调查等，调查问卷都是必需的．问卷设计十分重要，好的问卷是收集高质量

数据的基础．

在统计调查中，问卷的设计是一门很大的学问．例如，调查问题的措辞会对

被调查者产生影响，举例来说，在 “你在多大程度上喜欢吸烟”和 “你在多大程

度上不喜欢吸烟”这两种问法中，前者会比后者给出更为肯定的答案．再如，问

题在问卷中的位置也会对调查者产生影响．一般地，比较容易的、不涉及个人的

问题应当排在比较靠前的位置，较难的、涉及个人的问题应排得比较靠后，等等．

对一些敏感性问题，例如学生在考试中有无作弊、某人是否偷税漏税等，更

要精心设计问卷及调查方法，设法消除被调查者的顾虑，使他们能够如实回答问

题．否则，被调查者往往会拒绝回答，或不提供真实情况．下面我们用一个例子

来说明对敏感性问题的调查方法．

某地区的公共卫生部门为了调查本地区中学生的吸烟情况，对随机抽出的

２００名学生进行了调查．调查中使用了两个问题．

问题１：你父亲的公历生日日期是不是奇数？

问题２：你是否经常吸烟？

调查者设计了一个随机化装置，这是一个装有大小、形状和质量完全一样的

５０个白球和５０个红球的袋子．每个被调查者随机从袋中摸取１个球 （摸出的球再
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放回袋中），摸到白球的学生如实回答第一个问题，摸到红球的学生如实回答第

二个问题，回答 “是”的人往一个盒子中放一个小石子，回答 “否”的人什么都

不要做．由于问题的答案只有 “是”和 “否”，而且回答的是哪个问题也是别人不

知道的，因此被调查者可以毫无顾虑地给出符合实际情况的答案．

如果在２００人中，共有５８人回答 “是”，你能估计出这个地区吸烟的中学生

所占的百分比吗？

由题意可知，每个学生从口袋中摸出１个白球或红球的概率都是０．５，即我

们期望大约有１００人回答了第一个问题，另１００人回答了第二个问题．在摸出白

球的情况下，回答父亲公历生日日期是奇数的概率是
１８６

３６５
≈０．５１．因而在回答第

一个问题的１００人中，大约有５１人回答了 “是”．所以我们能推出，在回答第二

个问题的１００人中，大约有７人回答了 “是”，即估计这个地区大约有７％的中学

生吸烟．

这种方法是不是很巧妙？

９１３! *+,-./0

统计学是通过收集数据和分析数据来认识未知现象的，因此，如何收集数据是统计学

研究的重要内容．

在实践中，获取数据的途径多种多样，常见的有统计报表和年鉴、社会调查、普查和

抽样、互联网、试验设计等．下面介绍获取数据的一些基本途径．

１通过调查获取数据

对于有限总体问题，如人口总数、城乡就业状况、农村贫困人口脱贫状况、生态环境

改善状况、青少年受教育状况、高中生近视的比例、产品合格率、高中生日平均上网时间

等问题，我们一般通过抽样调查或普查的方法获取数据．

针对不同问题的特点，为了有效收集所需数据，专家发明了各种不同的抽样方法．除

了我们已经学过的简单随机抽样和分层随机抽样，还有系统抽样、整群抽样、不等概率抽

样、自适应抽样、两阶段抽样等很多其他的方法．在实际应用中，关键在于是否能充分有

效地利用背景信息选择或创建更好的抽样方法，并有效避免抽样过程中的人为错误．在前

面的学习中，我们对此有了一定的认识．
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２通过试验获取数据

试验是获取样本观测数据的另一种重要途径．例如，要判断研制的新药是否有效、培

育的小麦新品种是否具有更高的产量等情况，没有现存的数据可以查询，就需要通过对比

试验的方法去获取样本观测数据．又如特种钢、轮胎的配方和产品质量等，也需要通过试

验获取样本观测数据．

通过试验获取数据时，我们需要严格控制试验环境，通过精心的设计安排试验，以提

高数据质量，为获得好的分析结果奠定基础．在统计学中，这种安排试验的学问叫做 “试

验设计”，感兴趣的同学可以查阅试验设计教科书．

３通过观察获取数据

在现实生活中，我们感兴趣的很多自然现象都不能被人类所控制，如地震、降水、大

气污染、宇宙射线等．自然现象会随着时间的变化而变化，不能用我们已经学过的有限总

体来刻画，也就不能用抽样的方法获取观测数据；另一方面，由于自然现象不能被人为控

制，也不能通过试验获取观测数据．研究这类现象，只能通过长久的持续观察获取数据．

对于各个不同的行业，往往需要专业测量设备获取观测数据．随着科技水平的提高，

专业测量设备的自动化程度越来越高，通过观测获取和存储数据的成本越来越低，这成为

大数据产生的根源．一般地，通过观察自然现象所获取的数据性质比较复杂，其中蕴含着

所观察现象的本质信息，这些信息十分宝贵，统计学理论和方法是挖掘这些信息的强有力

的工具之一．

４通过查询获得数据

我们感兴趣的问题，可能有众多专家研究过，他们在研究中所收集的样本观测数据可

能存储于学术论文、专著、新闻稿、公报或互联网上．这些数据是宝贵的财富，我们可以

收集前人的劳动成果并加以利用，从而减少收集数据的成本．我们往往把这样获得的数据

叫做二手数据．国家统计局是我国最主要的统计数据收集和发布的部门，调查统计的数据

涉及经济、社会、民生的方方面面．国家统计局的统计数据通过多种形式进行公布，例如

定期发布新闻稿、举办新闻发布会、发布统计公报、出版各类统计资料等．统计公报有年

度统计公报、经济普查公报、人口普查公报、农业普查公报等；统计资料出版物有 《中国

统计摘要》、以 《中国统计年鉴》为代表的统计年鉴系列等．

例如，我们想了解２０１４年全国的交通事故情况，通过查找 《中国统计年鉴》可以得

到如表９．１３所示的数据．如果我们关心机动车交通事故逐年变化的情况，那么需要通过

查找每年的数据表，并把它们合并整理．
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表９１３　２０１４年全国交通事故情况

类型 发生数／起 死亡人数／人 受伤人数／人 直接财产损失／万元

机动车 １８０３２１ ５４９４４ １９４８８７ １０３３８６．０

非机动车 １４１７５ ２３１１ １５７３７ ２７１９．４

行人乘车人 ２２４２ １２４７ １１６７ １４０３．５

其他 ７４ ２１ ９１ ３４．１

总计 １９６８１２ ５８５２３ ２１１８８２ １０７５４３

随着信息技术的发展，通过互联网获取数据越来越成为获取二手数据的主要方式．例

如，可以从国家统计局的官方网站查询得到国家统计局公布的各种统计数据．在网络上，

也有专门提供数据服务的公司，它们提供政府部门允许公开的各类数据．

当然，互联网的最大优势是，人们可以利用它强大的搜索功能，在整个网络上查找所

需要的数据．但从网络上查找的数据，因为数据来历和渠道多样，所以质量会参差不齐，

必须根据问题背景知识 “清洗”数据，去伪存真，为进一步的数据分析奠定基础．

��

１．请从国家统计局网站上查找我国水资源及其使用情况的一些数据，根据数据谈谈当前保护水资源的

重要性．

２．近视是青少年存在的普遍问题，你能查找相关数据，并利用数据说说近几年我国在防治青少年近视

上取得的成效吗？

����

习题９．１

１．下列情况中哪些适合用全面调查，哪些适合用抽样调查？说明理由．

（１）了解某城市居民的食品消费结构；

（２）调查一个县各村的粮食播种面积；

（３）了解某地区小学生中患沙眼的人数；

（４）了解一批玉米种子的发芽率；

（５）调查一条河流的水质；

（６）某企业想了解其产品在市场的占有率．

２．某刊物对其读者进行满意度调查，调查表随刊物送到读者手中，对寄回的调查表进行分析．这

是不是一项抽样调查？样本抽取是不是属于简单随机抽样？为什么？

３．中央电视台希望在春节联欢晚会播出后一周内获得该节目的收视率．下面是三名同学为电视台
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设计的调查方案．

同学Ａ：我把这张 《春节联欢晚会收视率调查表》放在互联网上，只要上网登录该网址的人就

可以看到这张表，他们填写的信息可以很快地反馈到我的电脑中．这样，我就可以很快统计出

收视率了．

同学Ｂ：我给我们居民小区的每一个住户发一份是否在除夕晚上看过中央电视台春节联欢晚会

的调查表，只要一两天就可以统计出收视率．

同学Ｃ：我在一个电话号码本上随机地选出一定数量的手机号码，然后逐个给他们打电话，问

一下手机用户是否收看了中央电视台春节联欢晚会，我不出家门就可以统计出中央电视台春节

联欢晚会的收视率．

请问：上述三名同学设计的调查方案获得比较准确的收视率的可能性大吗？为什么？

４．下列从总体中抽得的样本是否为简单随机样本？

（１）总体编号为１～７５，在０～９９中产生随机整数狉．若狉＝０或狉＞７５，则舍弃，重新抽取．

（２）总体编号为１～７５，在０～９９中产生随机整数狉，狉除以７５的余数作为抽中的编号．若余

数为０，则抽中７５．

（３）总体编号为６００１～６８７６，在１～８７６范围内产生一个随机整数狉，把狉＋６０００作为抽中

的编号．

５．一支田径队有男运动员５６人，女运动员４２人，按性别进行分层，用分层随机抽样的方法从全

体运动员中抽出一个容量为２８的样本．如果样本按比例分配，那么男、女运动员应各抽取多

少名？

����

６．数据狓１，狓２，…，狓狀的平均数为狓，数据狔１，狔２，…，狔狀的平均数为狔，犪，犫为常数．如果

满足狔１＝犪狓１＋犫，狔２＝犪狓２＋犫，…，狔狀＝犪狓狀＋犫，证明狔＝犪狓＋犫．

７．已知总体划分为３层，通过分层随机抽样，得到各层的样本平均数分别为狓，狔，狕．

（１）根据以上信息可以估计总体平均数吗？如果不能，还需要什么条件？写出估计式．

（２）如果样本量是按比例分配，第１，２，３层的个体数分别为犔，犕，犖，样本量分别为犾，

犿，狀，证明：

犔

犔＋犕＋犖
狓＋

犕

犔＋犕＋犖
狔＋

犖

犔＋犕＋犖
狕＝

犾

犾＋犿＋狀
狓＋

犿

犾＋犿＋狀
狔＋

狀

犾＋犿＋狀
狕．

８．校学生会希望调查学生对本学期学生活动计划的意见．你自愿担任调查员，并打算在学校里抽

取１０％的同学作为样本．

（１）怎样安排抽样，可以提高样本的代表性？

（２）在调查抽样中你可能遇到哪些问题？

（３）这些问题可能会影响什么？

（４）你打算怎样解决这些问题？

９．一般来说，影响农作物收成的因素有气候、土质、田间管理水平等．如果你是一个农村调查队

成员，要在麦收季节对你所在地区的小麦进行估产调查，你将如何设计调查方案？
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１０．如果调查目的是要确定被调查者的收入水平，请设计一种提问方法．

１１．你可能想了解全校同学生活、学习中的一些情况，例如，全校同学比较喜欢哪门课程，每月

的零花钱平均是多少，喜欢看 《新闻联播》的同学的比例是多少，每天大约什么时间起床，

每天睡眠的平均时间是多少，等．选一些自己关心的问题，设计一份调查问卷，利用简单随

机抽样方法调查你们学校同学的情况，并解释你得到的结论．

１２．查询中央电视台最近五年春节联欢晚会的收视率，从中你能发现一些什么信息？查阅一些收

视率调查所用的方法，在分析这些方法的合理性和不足的基础上，请你自行设计一个调查收

视率的方案．

�	
�	�

统计软件的应用

在统计中使用计算机技术，不仅可以把人们从机械、烦琐的数据整理、计算

中解放出来，极大提高工作效率，而且能使大量人工难以完成的数据处理变成可

能，从而促进统计学的发展．现在，用统计软件处理数据已成为统计学的组成

部分．

为了满足不同需求，人们开发了功能各异的统计软件．有些是专门的统计软

件，统计功能比较全面，如Ｒ，ＳＡＳ，ＳＰＳＳ，ＳＰｌｕｓ，Ｓｔａｔａ等；有些是有一定统

计功能的软件，如ＭｉｃｒｏｓｏｆｔＥｘｃｅｌ，ＭＡＴＬＡＢ，ＧｅｏＧｅｂｒａ，《网络画板》等．通

常，统计软件的功能包括对数据进行管理和组织，将数据转化为可视化的图表，

对数据进行统计计算和分析等．

下面以电子表格软件和Ｒ软件为例，介绍统计软件在统计分析中的应用．

一、电子表格软件的简单统计功能

（一）产生随机数

１．用ＲＡＮＤ （）函数产生区间 ［０，１］内的随机数

打开电子表格软件，在单元格Ａ１中输入 “＝ＲＡＮＤ （）”，按回车键，即可

产生区间 ［０，１］内的一个随机数．将鼠标放在Ａ１单元格的右下角，待鼠标变

为 “＋”时，拖动Ａ１单元格到Ａ１００，就可产生区间 ［０，１］内的１００个随

机数．

２．用ＲＡＮＤＢＥＴＷＥＥＮ （ａ，ｂ）函数产生区间 ［犪，犫］内的整数随机数

例如，要产生区间 ［１，７１２］内的一个整数随机数，只要在单元格中输入

“＝ＲＡＮＤＢＥＴＷＥＥＮ （１，７１２）”，按回车键即可．
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（二）随机抽样

用软件的数据分析工具，可以实现有放回简单随机抽样．例如，从一组数据

中有放回抽取容量为２０的样本，输入数据后，在菜单栏中依次选择 “数据”—

“数据分析”— “抽样”，点击 “确认”按钮，在弹出的对话框中把被抽样的总体

数据置于 “输入区域”中，在 “抽样方法”中选择 “随机”，并输入要抽取的样

本量 “２０”，设置 “输出选项”后，单击 “确定”即可．

若 “数据”菜单中没有 “数据分析”选项，则在 “文件”菜单中依次点击

“选项”— “加载项”— “转到”，在 “可用加载宏”中选中 “分析工具库”和

“分析工具库ＶＢＡ”，单击 “确定”即可把 “数据分析”加载到菜单栏中．

（三）统计量的计算

在电子表格软件的函数库中，有一类统计函数提供了计算常用统计量的各种

函数，如ＡＶＥＲＡＧＥ（）（平均数），ＭＥＤＩＡＮ（）（中位数），ＭＯＤＥ（）（众数），

ＶＡＲ．Ｐ（） （方差），ＳＴＤＥＶ．Ｐ（） （标准差），ＰＥＲＣＥＮＴＩＬＥ．ＩＮＣ（） （百分位

数），等．可以直接输入函数名称进行调用，也可以通过 “插入函数”的方式选择

调用．

例如，求单元格Ａ２到Ａ１０１所有数据的平均数，可以选一空白单元格，输

入 “＝ＡＶＥＲＡＧＥ （Ａ２：Ａ１０１）”，或者在菜单栏中依次选择 “公式”— “函数

库”— “插入函数”，调出函数 “ＡＶＥＲＡＧＥ”，再设置求平均数的单元格范围．

其他函数调用的操作过程类似，只是不同函数的参数设置有所不同，可以根

据函数的说明进行恰当设置．

二、Ｒ软件的简单统计功能

Ｒ软件是一款免费软件，可在其官方网站下载．它通过命令形式进行操作．

（一）产生随机数

１．用ｒｕｎｉｆ（）函数产生区间 ［０，１］内的随机数

图１

例如，要产生１００个区间 ［０，１］

内的随机数，在命令窗口中输入 “ｒｕｎｉｆ

（１００）”即可 （图１）．

２． 用ｓａｍｐｌｅ （）函数产生区间

［犪，犫］内的整数随机数

例如，在命令窗口中输入 “ｓａｍｐｌｅ

（１：７１２，１００，Ｔ）”，就产生了１００个

区间 ［１，７１２］内的可重复的整数随机

数．如果希望随机数不可重复，只要把

ｓａｍｐｌｅ函数中的参数Ｔ改为Ｆ即可．
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（二）用ｓａｍｐｌｅ（）函数实现随机抽样

例如，从一组数据１，２，３，３，４，４，５，６中，抽取一个容量为５的样本．

如果是有放回的抽取，在命令窗口中输入

ｘ＜－ｃ（１，２，３，３，４，４，５，６）

ｓａｍｐｌｅ（ｘ，５，Ｔ）

如果是不放回的抽取，只要把ｓａｍｐｌｅ函数中的参数Ｔ改为Ｆ即可．

（三）统计量的计算

在Ｒ软件的命令窗口中，先以向量形式将数据输入Ｒ软件中，再根据统计量

调用相应的函数求值，如ｍｅａｎ（）（平均数），ｍｅｄｉａｎ（）（中位数），ｖａｒ（）（方

差），ｓｄ（）（标准差），ｑｕａｎｔｉｌｅ（）（分位数）等．

例如，求数据６，４，２，４，５的平均数．在命令窗口输入

ｘ＜－ｃ（６，４，２，４，５）

ｍｅａｎ（ｘ）

不同函数的参数设置可以查看软件提供的帮助文档．关于方差、标准差、分

位数等统计量的含义，本章后续即有介绍．
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９２　用样本估计总体

收集数据是为了寻找数据中蕴含的信息．因为实际问题

中数据多而且杂乱，往往无法直接从原始数据中发现规律，

所以需要根据问题的背景特点，选择合适的统计图表对数据

进行整理和直观描述．在此基础上，通过数据分析，找出数

据中蕴含的信息，就可以用这些信息来解决实际问题了．

下面我们讨论对随机抽样获取的数据的处理方法．

９２１! 12+345.67

面对一个统计问题，在随机抽样获得观测数据的基础上，需要根据数据分析的需要，

选择适当的统计图表描述和表示数据，获得样本的规律，并利用样本的规律估计总体的规

律，解决相应的实际问题．请看下面的问题．

问题１　我国是世界上严重缺水的国家之一，城市缺水问题较为突出．某市政府为了

减少水资源的浪费，计划对居民生活用水费用实施阶梯式水价制度，即确定一户居民月均

用水量标准犪，用水量不超过犪的部分按平价收费，超出犪的部分按议价收费．如果希望

确定一个比较合理的标准，以使大部分居民用户的水费支出不受影响，你认为需要做哪些

工作？

每户居民月均用水量标准如果定得太低，会影响很多居民的日常生活；如果标准太

高，则不利于节水．为了确定一个较为合理的用水标准，必须先了解在全市所有居民用户

中，月用水量在不同范围内的居民用户所占的比例情况．

如果经费、时间等条件允许，我们可以通过全面调查获得过去一年全市所有居民用户

的月均用水量数据，进而得到月均用水量在不同范围内的居民用户所占的比例．由于全市

居民用户很多，通常采用抽样调查的方式，通过分析样本观测数据，来估计全市居民用户

月均用水量的分布情况．

在这个问题中，总体是该市的全体居民用户，个体是每户居民用户，调查的变量是居

民用户的月均用水量．

假设通过简单随机抽样，获得了１００户居民用户的月均用水量数据 （单位：ｔ）：

９．０ １３．６ １４．９ ５．９ ４．０ ７．１ ６．４ ５．４ １９．４ ２．０

２．２ ８．６ １３．８ ５．４ １０．２ ４．９ ６．８ １４．０ ２．０ １０．５
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２．１ ５．７ ５．１ １６．８ ６．０ １１．１ １．３ １１．２ ７．７ ４．９

２．３ １０．０ １６．７ １２．０ １２．４ ７．８ ５．２ １３．６ ２．６ ２２．４

３．６ ７．１ ８．８ ２５．６ ３．２ １８．３ ５．１ ２．０ ３．０ １２．０

２２．２ １０．８ ５．５ ２．０ ２４．３ ９．９ ３．６ ５．６ ４．４ ７．９

５．１ ２４．５ ６．４ ７．５ ４．７ ２０．５ ５．５ １５．７ ２．６ ５．７

５．５ ６．０ １６．０ ２．４ ９．５ ３．７ １７．０ ３．８ ４．１ ２．３

５．３ ７．８ ８．１ ４．３ １３．３ ６．８ １．３ ７．０ ４．９ １．８

７．１ ２８．０ １０．２ １３．８ １７．９ １０．１ ５．５ ４．６ ３．２ ２１．６

从这组数据我们能发现什么信息呢？如果将这组数据从小到大排序，容易发现，这组

数据的最小值是１．３ｔ，最大值是２８．０ｔ，其他在１．３ｔ至２８．０ｔ之间．为了更深入地挖掘

数据蕴含的信息，需要对数据作进一步的整理与分析．

　　用表格整理数据是通

过改变数据的组织方式，

为数据的解释提供新方式．

用图表示数据不仅有利于

从数据中提取信息，还可

以利用图形传递信息．

为了探索一组数据的取值规律，一般先要用表格对数据

进行整理，或者用图将数据直观表示出来．在初中，我们曾

用频数分布表和频数分布图来整理和表示这种数值型数据，

由此能使我们清楚地知道数据分布在各个小组的个数．

在这个实际问题中，因为我们更关心月均用水量在不同

范围内的居民用户占全市居民用户的比例，所以选择频率分

布表 （ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｔａｂｌｅ）和频率分布直方图

（ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｈｉｓｔｏｇｒａｍ）来整理和表示数据．与

画频数分布直方图类似，我们可以按以下步骤制作频率分布

表、画频率分布直方图．

１求极差

极差为一组数据中最大值与最小值的差．样本观测数据的最小值是１．３ｔ，最大值是

２８．０ｔ，极差为

２８．０－１．３＝２６．７，

　　数据分组可以是等距

的，也可以是不等距的，

要根据数据的特点而定．

有时为了方便，往往按等

距分组，或者除了第一和

最后的两段，其他各段按

等距分组．

这说明样本观测数据的变化范围是２６．７ｔ．

２决定组距与组数

合适的组距与组数对发现数据分布规律有重要意义．组

数太多或太少，都会影响我们了解数据的分布情况．组距与

组数的确定没有固定的标准，常常需要一个尝试和选择的过

程．数据分组的组数与数据的个数有关，一般数据的个数越

多，所分组数也越多．当样本量不超过１００时，常分成

５～１２组．为方便起见，一般取等长组距，并且组距应力求
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“取整”．

分组时可以先确定组距，也可以先确定组数．如果我们取所有组距为３，则

极差

组距 ＝
２６．７

３
＝８．９，

即可以将数据分为９组，这也说明这个组距是比较合适的．

３将数据分组

由于组距为３，９个组距的长度超过极差，我们可以使第一组的左端点略小于数据中

的最小值，最后一组的右端点略大于数据中的最大值．例如，可以取区间为 ［１．２，

２８．２］，按如下方式把样本观测数据以组距３分为９组：

［１．２，４．２），［４．２，７．２），…，［２５．２，２８．２］．

４列频率分布表

计算各小组的频率，例如第一小组的频率是

第一组频数

样本量 ＝
２３

１００
＝０．２３．

作出频率分布表 （表９．２１）．

表９２１

分组 划记 频数 频率

［１．２，４．２） 正正正正 ２３ ０．２３

［４．２，７．２） 正正正正正正 ３２ ０．３２

［７．２，１０．２） 正正 １３ ０．１３

［１０．２，１３．２） 正 ９ ０．０９

［１３．２，１６．２） 正 ９ ０．０９

［１６．２，１９．２） 正 ５ ０．０５

［１９．２，２２．２） ３ ０．０３

［２２．２，２５．２） ４ ０．０４

［２５．２，２８．２］ ２ ０．０２

合计 １００ １．００

　　频率分布直方图与频

数分布直方图有什么区别？

５画频率分布直方图

根据表９．２１可以得到如图９．２１所示的频率分布直

方图．
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　　利用统计软件，可以

快速、准确地画出频率分

布直方图，频率分布直方

图把样本数据落在各小组

的比例大小直观化，更有

利于我们从整体上把握数

据分布的特点．

在图９．２１中，横轴表示月均用水量，纵轴表示
频率

组距．

这里，
频率

组距
实际上就是频率分布直方图中各小长方形的高

度，它反映了各组样本观测数据的疏密程度．因为

小长方形的面积＝组距×
频率

组距 ＝
频率，

所以各小长方形的面积表示相应各组的频率．这样，频率分

布直方图就以面积的形式反映了数据落在各个小组的频率的

大小．容易知道，在频率分布直方图中，各小长方形的面积

的总和等于１，即样本数据落在整个区间的频率为１．

1.2 4 .2 7.2 10.2 13.2 16.2 19.2 22.2 25.2 28.2
0
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0.04
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0.12

�����

���
��t
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0.030

0.017
0.013

0.007

0.030

0.010

0.077

图９．２１

��

观察表９．２１和图９．２１，你觉得这组数据中蕴含了哪些有用的信息？你能从图

表中发现居民用户月均用水量的哪些分布规律？你能给出适当的语言描述吗？

从频率分布表９．２１可以清楚地看出，样本观测数据落在各个小组的比例大小．例

如，月均用水量在区间 ［４．２，７．２）内的居民用户最多，在区间 ［１．２，４．２）内的次之，

而月均用水量超过１６．２的各区间内数据所占比例较小，等等．

从频率分布直方图９．２１容易看出，居民用户月均用水量的样本观测数据的分布是不

对称的，图形的左边高、右边低，右边有一个较长的 “尾巴”．这表明大部分居民用户的

月均用水量集中在一个较低值区域，尤其在区间 ［１．２，７．２）最为集中，少数居民用户的

月均用水量偏多，而且随着月均用水量的增加，居民用户数呈现降低趋势．

有了样本观测数据的频率分布，我们可以用它估计总体的取值规律．根据１００户居民
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用户的月均用水量的频率分布，可以推测该市全体居民用户月均用水量也会有类似的分

布，即大部分居民用户月均用水量集中在较低值区域．这使我们确定用水量标准时，可以

定一个合适的值，以达到既不影响大多数居民用户的水费支出，又能节水的目的．需要注

意的是，由于样本的随机性，这种估计可能会存在一定误差，但这一误差一般不会影响我

们对总体分布情况的大致了解．

��

分别以３和２７为组数，对数据进行等距分组，画出１００户居民用户月均用水量

的频率分布直方图 （图９．２２）．观察图形，你发现不同的组数对于直方图呈现数据分

布规律有什么影响？
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（１）“组数为３”
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（２）“组数为２７”

图９．２２

从图９．２２中可以看出，同一组数据，组数不同，得到的直方图形状也不尽相同．图

９．２２（１）中直方图的组数少、组距大，从图中容易看出，数据分布的整体规律是随着月

均用水量的增加，居民用户数的频率在降低，而且月均用水量在区间 ［１．２，１０．２）内的

居民用户数的频率，远大于在另两个区间 ［１０．２，１９．２）和 ［１９．２，２８．２］内的频率，这

说明大部分居民用户的月均用水量都少于１０．２ｔ．图９．２２（２）中直方图的组数多、组距

小，从图中可以看出，数据主要集中在低值区，尤其在区间 ［５．２，６．２）内最为集中．从

总体上看，随着月均用水量的增加，居民用户数的频率呈现下降趋势，但存在个别区间频
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率变大或者缺失的现象．

从上述分析可见，当频率分布直方图的组数少、组距大时，容易从中看出数据整体的

分布特点，但由于无法看出每组内的数据分布情况，损失了较多的原始数据信息；当频率

分布直方图的组数多、组距小时，保留了较多的原始数据信息，但由于小长方形较多，有

时图形会变得非常不规则，不容易从中看出总体数据的分布特点．

这里我们再次指出，对于同一组数据，因为组距、组数不同而得到不同形状的直方

图，会给人以不同的频率分布印象，这种印象有时会影响人们对总体的判断．因此，我们

要注意积累数据分组、合理使用图表的经验．

��

１．从某小区抽取１００户居民用户进行月用电量调查，发现他们的用电量都在５０～３５０ｋＷ·ｈ之间，进

行适当分组后 （每组为左闭右开的区间），画出如图所示的频率分布直方图．

�����
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（第１题）

（１）直方图中狓的值为　　　　　；

（２）在被调查的用户中，用电量落在区间 １００，２５０［ ）内的户数为　　　　　．

２．如图，胡晓统计了他爸爸９月的手机通话明细清单，发现他爸爸该月共通话６０次．胡晓按每次通话

时间长短进行分组 （每组为左闭右开的区间），画出了频率分布直方图．

�����
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（第２题）

（１）通话时长在区间 ［１５，２０），［２０，３０）内的次数分别为多少？
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（２）区间 ［２０，３０）上的小长方形高度低于 ［１５，２０）上的小长方形的高度，说明什么？

３．请班上每位同学估计一下自己平均每天的课外学习时间 （单位：ｍｉｎ），然后统计数据，作出全班同

学课外学习时间的频率分布直方图．能否由这个频率分布直方图估计出你们学校全体学生课外学习

时间的分布情况？可以用它来估计你所在地区 （城市、乡镇或村庄）全体学生课外学习时间的分布

情况吗？为什么？

除频率分布直方图外，我们在初中还学习过条形图、扇形图、折线图、频数分布直方

图等．不同的统计图在表示数据上有不同的特点．例如，扇形图主要用于直观描述各类数

据占总数的比例，条形图和直方图主要用于直观描述不同类别或分组数据的频数和频率，

折线图主要用于描述数据随时间的变化趋势．不同的统计图适用的数据类型也不同．例

如，条形图适用于描述离散型的数据，直方图适用描述连续型数据等．因此，在解决问题

的过程中，要根据实际问题的特点，选择恰当的统计图对数据进行可视化描述，以使我们

能通过图形直观地发现样本数据的分布情况，进而估计总体的分布规律．

例１　已知某市２０１５年全年空气质量等级如表９．２２所示．

表９２２

空气质量等级 （空气质量指数 （ＡＱＩ）） 频数 频率

优 （ＡＱＩ≤５０） ８３ ２２．８％

良 （５０＜ＡＱＩ≤１００） １２１ ３３．２％

轻度污染 （１００＜ＡＱＩ≤１５０） ６８ １８．６％

中度污染 （１５０＜ＡＱＩ≤２００） ４９ １３．４％

重度污染 （２００＜ＡＱＩ≤３００） ３０ ８．２％

严重污染 （ＡＱＩ＞３００） １４ ３．８％

合计 ３６５ １００％

２０２２年５月和６月的空气质量指数如下：

５月　３３　４７　６１　７５　７７　５２　３６　２６　３２　７０

４３ ３０ ２６ ２７ ２８ ３２ ５８ ４４ ７３ ８５

８１ ８３ ７１ ６６ ２９ ３１ ４３ ８４ ４５ ３１

５１

６月 ４４ ７８ ８９ ４９ ３７ ２５ ３１ ４８ ４７ ６０

５１ ３８ ３０ ３６ ４３ ６６ ７８ ８４ ７５ ８５

１００７４ ４１ ２７ ８９ ５８ ４３ ２７ ２２ ３０
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选择合适的统计图描述数据，并回答下列问题：

（１）分析该市２０２２年６月的空气质量情况．

（２）比较该市２０２２年５月和６月的空气质量，哪个月的空气质量较好？

（３）比较该市２０２２年６月与该市２０１５年全年的空气质量，２０２２年６月的空气质量是

否好于２０１５年？

解：（１）根据该市２０２２年６月的空气质量指数和空气质量等级分级标准，可以画出

该市这个月的不同空气质量等级的频数与频率分布表 （表９．２３）．

表９２３

频数、频率
空气质量等级

优 良 轻度污染 中度污染 重度污染 严重污染
合计

天数 １７ １３ ０ ０ ０ ０ ３０

频率 ５６．６７％ ４３．３３％ ０ ０ ０ ０ １００％

从表中可以看出，６月的空气质量都为 “优”或 “良”，“优”“良”的天数分别为１７

天和１３天，各占整月的５６．６７％和４３．３３％．

我们可以用条形图和扇形图对数据作出直观的描述，如图９．２３和图９．２４．从条形

图中可以看出，空气质量等级只有 “优”和 “良”两种，空气质量为 “优”的天数比

“良”的天数多，后四个等级的天数为零．从扇形图中可以看出，空气质量为 “优”的天

数超过总天数的一半，其余的为 “良”．因此，整体上６月的空气质量很好．
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图９．２３
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图９．２４

我们还可以用折线图展示空气质量指数随时间的变化情况，如图９．２５．容易发现，６

月的空气质量指数在５０附近波动．

００２



第九章　统计

�
��
�

0

20

40

60

80

100

120

2022/5/30 2022/6/4 2022/6/9 2022/6/14 2022/6/19 2022/6/24 2022/6/29 2022/7/4 ��

图９．２５

（２）根据该市２０２２年５月的空气质量指数和空气质量分级标准，可以画出该市这个

月的不同空气质量等级的频数和频率分布表 （表９．２４）．

表９２４

频数、频率
空气质量等级

优 良 轻度污染 中度污染 重度污染 严重污染
合计

天数 １７ １４ ０ ０ ０ ０ ３１

频率 ５４．８４％ ４５．１６％ ０ ０ ０ ０ １００％

为了便于比较，我们选用复合条形图，将两组数据同时反映到一个条形图上．通过条

形图中柱的高低，可以更直观地进行两个月的空气质量的比较 （图９．２６）．
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图９．２６

由表９．２４和图９．２６可以发现，５月和６月空气质量基本相同．“优”的天数相同，

均为１７天，５月 “良”的天数比６月多１天，两个月均没有为轻度污染及以上的天数．

（３）把２０２２年６月和２０１５年全年的空气质量进行比较，由于一个月和一年的天数差别

很大，所以直接通过频数比较没有意义，应该转化成频率分布进行比较．可以通过二者的空

气质量指数的频率分布直方图或空气质量等级的频率分布条形图进行比较 （图９．２７）．
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图９．２７

　 　 由 此，你 能 得 出

“２０２２ 年的空气质量比

２０１５年明显改善了”的结

论吗？为什么？

通过图９．２７可以看出，２０２２年６月的空气质量为

“优”和 “良”的频率都明显高于２０１５年，而且２０２２年６

月空气质量为污染的天气频率为０，明显低于２０１５年．所以

从整体上看，２０２２年６月的空气质量要明显好于２０１５年全

年的空气质量．

��

１．某市某月３０天的空气质量指数如下：

３５　５４　８０　８６　７２　８５　５８　１２５　１１１　５３

１０ ６６ ４６ ３６ １８ ２５ ２３ ４０ ６０ ８９

８８ ５４ ７９ １４ １６ ４０ ５９ ６７ １１１ ６２

你觉得这个月的空气质量如何？请设计适当的频率分布直方图展示这组数据，并结合空气质量等级

标准分析数据．

２．统计你们班所有同学的鞋号，选择合适的统计图进行描述，并分析鞋号的分布有什么特点．能用你

们班同学鞋号的分布估计你所在学校全体高中学生鞋号的分布吗？估计全国高中学生的鞋号分布呢？

９２２! "#$%&'()*

前面我们用频率分布表、频率分布直方图描述了居民用户月均用水量的样本数据，通

过对图表的观察与分析，得出了一些样本数据的频率分布规律，并由此推测了该市全体居

民用户月均用水量的分布情况，得出了 “大部分居民用户的月均用水量集中在一个较低值

区域”等推断．接下来的问题是，如何利用这些信息，为政府决策服务呢？下面我们对此

进行讨论．

问题２　如果该市政府希望使８０％的居民用户生活用水费用支出不受影响，根据９．２．１

２０２
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节中１００户居民用户的月均用水量数据，你能给市政府提出确定居民用户月均用水量标准

的建议吗？

　　你所在的地区是采用

阶 梯 水 价 吗？标 准 是

多少？

首先要明确一下问题：根据市政府的要求确定居民用户

月均用水量标准，就是要寻找一个数犪，使全市居民用户月

均用水量中不超过犪的占８０％，大于犪的占２０％．下面我

们通过样本数据对犪的值进行估计．

　　你认为１４ｔ这个标准

一定能够保证８０％的居民

用水不超标吗？如果不一

定，那么哪些环节可能会

导致结论的差别？

把１００个样本数据按从小到大排序，得到第８０个和第８１

个数据分别为１３．６和１３．８．可以发现，区间 ［１３．６，１３．８）内

的任意一个数，都能把样本数据分成符合要求的两部分．一般

地，我们取这两个数的平均数
１３．６＋１３．８

２
＝１３．７，并称此数为

这组数据的第８０百分位数 （ｐｅｒｃｅｎｔｉｌｅ），或８０％分位数．

根据样本数据的第８０百分位数，我们可以估计总体数

据的第８０百分位数为１３．７左右．由于样本的取值规律与总

体的取值规律之间会存在偏差，而在决策问题中，只要临界

值近似为第８０百分位数即可，因此为了实际中操作的方便，

可以建议市政府把月均用水量标准定为１４ｔ，或者把年用水

量标准定为１６８ｔ．

一般地，一组数据的第狆百分位数是这样一个值，它使得这组数据中至少有狆％的

数据小于或等于这个值，且至少有 （１００－狆）％的数据大于或等于这个值．

可以通过下面的步骤计算一组狀个数据的第狆百分位数：

　　对于任意一组数据，

满足第狆百分位数定义的

值可能不唯一．计算百分

位数的方法有多种，我们

取一种计算方法比较简

单的．

第１步，按从小到大排列原始数据．

第２步，计算犻＝狀×狆％．

第３步，若犻不是整数，而大于犻的比邻整数为犼，则

第狆百分位数为第犼项数据；若犻是整数，则第狆百分位数

为第犻项与第 （犻＋１）项数据的平均数．

我们在初中学过的中位数，相当于是第５０百分位数．

在实际应用中，除了中位数外，常用的分位数还有第２５百

分位数，第７５百分位数．这三个分位数把一组由小到大排列后的数据分成四等份，因此

称为四分位数．其中第２５百分位数也称为第一四分位数或下四分位数等，第７５百分位数

也称为第三四分位数或上四分位数等．另外，像第１百分位数，第５百分位数，第９５百

分位数和第９９百分位数在统计中也经常被使用．

例２　根据９．１．２节问题３中女生的样本数据，估计树人中学高一年级女生的第２５，

３０２
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５０，７５百分位数．

解：把２７名女生的样本数据按从小到大排序，可得

１４８．０　１４９．０　１５４．０　１５４．０　１５５．０　１５５．０　１５５．５　１５７．０　１５７．０

１５８．０ １５８．０ １５９．０ １６１．０ １６１．０ １６２．０ １６２．５ １６２．５ １６３．０

１６３．０ １６４．０ １６４．０ １６４．０ １６５．０ １７０．０ １７１．０ １７２．０ １７２．０

　　由于女生的样本量比

较小，所以这里对总体的

估计可能会存在比较大的

误差．

由２５％×２７＝６．７５，５０％×２７＝１３．５，７５％×２７＝

２０．２５，可知样本数据的第２５，５０，７５百分位数为第７，

１４，２１项数据，分别为１５５．５，１６１，１６４．据此可以估计树

人中学高一年级女生的第２５，５０，７５百分位数分别约为

１５５．５，１６１和１６４．

例３　根据表９．２１或图９．２１，估计月均用水量的样本数据的８０％和９５％分位数．

分析：在某些情况下，我们只能获得整理好的统计表或统计图，与原始数据相比，它

们损失了一些信息．例如由表９．２１，我们知道在 ［１６．２，１９．２）内有５个数据，但不知

道这５个数据具体是多少．此时，我们通常把它们看成均匀地分布在此区间上．

解：由表９．２１可知，月均用水量在１３．２ｔ以下的居民用户所占比例为

２３％＋３２％＋１３％＋９％＝７７％．

在１６．２ｔ以下的居民用户所占的比例为

７７％＋９％＝８６％．

因此，８０％分位数一定位于 ［１３．２，１６．２）内．由

１３．２＋３×
０．８０－０．７７

０．８６－０．７７
＝１４．２，

可以估计月均用水量的样本数据的８０％分位数约为１４．２．

类似地，由

２２．２＋３×
０．９５－０．９４

０．９８－０．９４
＝２２．９５，

可以估计月均用水量的样本数据的９５％分位数约为２２．９５．

��

１．在居民用户月均用水量标准制定的问题中，根据教科书中的调查数据，如果要让６０％的居民不超出

标准，居民用户月均用水量标准定为多少合适？

２．根据９．１．２节问题３中男生的样本数据，请你估计树人中学高一年级男生的第２５，５０，７５百分位

数．如果要减少估计的误差，你觉得应该怎么做？

３．分别根据图９．２２（１）（２）中的数据，估计这组数据的月均用水量的第８０和９５百分位数．与根据图

９．２１估计的结果比较，它们一样吗？你认为根据哪个图得到的估计更好？为什么？

４０２
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９２３! 12:;<=.67

为了了解总体的情况，前面我们研究了如何通过样本的分布规律估计总体的分布规

律．但有时候，我们可能不太关心总体的分布规律，而更关注总体取值在某一方面的特

征．例如，对于某县今年小麦的收成情况，我们可能会更关注该县今年小麦的总产量或平

均每公顷的产量，而不是产量的分布；对于一个国家国民的身高情况，我们可能会更关注

身高的平均数或中位数，而不是身高的分布；等等．

在初中的学习中我们已经了解到，平均数、中位数和众数等都是刻画 “中心位置”的

量，它们从不同角度刻画了一组数据的集中趋势．下面我们通过具体实例进一步了解这些

量的意义，探究它们之间的联系与区别，并根据样本的集中趋势估计总体的集中趋势．

例４　利用９．２．１节中１００户居民用户的月均用水量的调查数据，计算样本数据的平

均数和中位数，并据此估计全市居民用户月均用水量的平均数和中位数．

解：根据９．２．１节中１００户居民用户月均用水量的数据，由样本平均数的定义，可得

狔＝
狔１＋狔２＋…＋狔１００

１００
＝８．７９，

　　假设某个居民小区有

２０００户，你能估计该小

区的月用水总量吗？

即１００户居民的月均用水量的平均数为８．７９ｔ．

将样本数据按从小到大排序，得第５０个数和第５１个数

均为６．８，由中位数的定义，可得１００户居民的月均用水量

的中位数是６．８ｔ．

因为数据是抽自全市居民户的简单随机样本，所以我们

可以据此估计全市居民用户的月均用水量约为８．７９ｔ，其中

位数约为６．８ｔ．

	�

小明用统计软件计算了１００户居民用水量的平均数和中位数．但在录入数据时，

不小心把一个数据７．７录成了７７．请计算录入数据的平均数和中位数，并与真实的样

本平均数和中位数作比较．哪个量的值变化更大？你能解释其中的原因吗？

通过简单计算可以发现，平均数由原来的８．７９ｔ变为９．４８３ｔ，中位数没有变化，还

是６．８ｔ．这是因为样本平均数与每一个样本数据有关，样本中的任何一个数据的改变都

会引起平均数的改变；但中位数只利用了样本数据中间位置的一个或两个值，并未利用其

他数据，所以不是任何一个样本数据的改变都会引起中位数的改变．因此，与中位数比

较，平均数反映出样本数据中的更多信息，对样本中的极端值更加敏感．

５０２
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��

平均数和中位数都描述了数据的集中趋势，它们的大小关系和数据分布的形态有

关．在图９．２８的三种分布形态中，平均数和中位数的大小存在什么关系？

������������� ��� ���

（１）　　　　　　　　　　 （２）　　　　　　　　　　 （３）

图９．２８

一般来说，对一个单峰的频率分布直方图来说，如果直方图的形状是对称的 （图

９．２８（１）），那么平均数和中位数应该大体上差不多；如果直方图在右边 “拖尾” （图

９．２８（２）），那么平均数大于中位数；如果直方图在左边 “拖尾”（图９．２８（３）），那么平

均数小于中位数．也就是说，和中位数相比，平均数总是在 “长尾巴”那边．

例５　某学校要定制高一年级的校服，学生根据厂家提供的参考身高选择校服规格．

据统计，高一年级女生需要不同规格校服的频数如表９．２５所示．

表９２５

校服规格 １５５ １６０ １６５ １７０ １７５ 合计

频数 ３９ ６４ １６７ ９０ ２６ ３８６

如果用一个量来代表该校高一年级女生所需校服的规格，那么在中位数、平均数和众

数中，哪个量比较合适？试讨论用表９．２５中的数据估计全国高一年级女生校服规格的合

理性．

分析：虽然校服规格是用数字表示的，但它们事实上是几种不同的类别．对于这样的

分类数据，用众数作为这组数据的代表比较合适．

解：为了更直观地观察数据的特征，我们用条形图来表示表中的数据 （图９．２９）．可

以发现，选择校服规格为 “１６５”的女生的频数最高，所以用众数１６５作为该校高一年级

女生校服的规格比较合适．

由于全国各地的高一年级女生的身高存在一定的差异，所以用一个学校的数据估计全

国高一年级女生的校服规格不合理．

６０２
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图９．２９

众数只利用了出现次数最多的那个值的信息．众数只能告诉我们它比其他值出现的次

数多，但并未告诉我们它比别的数值多的程度．因此，众数只能传递数据中的信息的很少

一部分，对极端值也不敏感．

一般地，对数值型数据 （如用水量、身高、收入、产量等）集中趋势的描述，可以用

平均数、中位数；而对分类型数据 （如校服规格、性别、产品质量等级等）集中趋势的描

述，可以用众数．

��

样本的平均数、中位数和众数可以分别作为总体的平均数、中位数和众数的估

计，但在某些情况下我们无法获知原始的样本数据．例如，我们在报纸、网络上获得

的往往是已经整理好的统计表或统计图．这时该如何估计样本的平均数、中位数和众

数？你能以图９．２１中频率分布直方图提供的信息为例，给出估计方法吗？

在频率分布直方图中，我们无法知道每个组内的数据是如何分布的．此时，通常假设

它们在组内均匀分布．这样就可以获得样本的平均数、中位数和众数的近似估计，进而估

计总体的平均数、中位数和众数．

因为样本平均数可以表示为数据与它的频率的乘积之和，所以在频率分布直方图中，

样本平均数可以用每个小矩形底边中点的横坐标与小矩形的面积的乘积之和近似代替．如

图９．２１０所示，可以测出图中每个小矩形的高度，于是平均数的近似值为

０．０７７×３×（１．２＋４．２
２

）＋０．１０７×３×（４．２＋７．２
２

）＋…＋０．００７×３×（２５．２＋２８．２
２

）＝８．９６，

这个结果与根据原始数据计算的样本平均数８．７９相差不大．

根据中位数的意义，在样本中，有５０％的个体小于或等于中位数，也有５０％的个体

大于或等于中位数．因此，在频率分布直方图中，中位数左边和右边的直方图的面积应该

相等．由于

０．０７７×３＝０．２３１，（０．０７７＋０．１０７）×３＝０．５５２．

７０２
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图９．２１０

因此中位数落在区间 ［４．２，７．２）内．设中位数为狓，由

０．０７７×３＋０．１０７×（狓－４．２）＝０．５，

得到狓≈６．７１．因此，中位数约为６．７１，如图９．２１１所示．这个结果与根据原始数据求

得的中位数６．８很接近．
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图９．２１１

在频率分布直方图９．２１中，月均用水量在区间 ［４．２，７．２）内的居民最多，可以将

这个区间的中点５．７作为众数的估计值，如图９．２１２所示．众数常用在描述分类型数据

中，在这个实际问题中，众数 “５．７”让我们知道月均用水量在区间 ［４．２，７．２）内的居

民用户最多．这个信息具有实际意义．

以上我们讨论了平均数、中位数和众数等特征量在刻画一组数据的集中趋势时的各自

特点，并研究了用样本的特征量估计总体的特征量的方法．需要注意的是，这些特征量有

时也会被利用而产生误导．例如，假设你到人力市场去找工作，有一个企业老板告诉你，

“我们企业员工的年平均收入是２０万元”，你该如何理解这句话？

８０２
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图９．２１２

这句话是真实的，但它可能描述的是差异巨大的实际情况．例如，可能这个企业的工

资水平普遍较高，也就是员工年收入的中位数、众数与平均数差不多；也可能是绝大多数

员工的年收入较低 （如大多数是５万元左右），而少数员工的年收入很高，甚至达到１００

万元，在这种情况下年收入的平均数就比中位数大得多．尽管在后一种情况下，用中位数

或众数比用平均数更合理些，但这个企业的老板为了招揽员工，却用了平均数．

所以，我们要强调 “用数据说话”，但同时又要防止被数据误导，这就需要掌握更多

的统计知识和方法．

��

１．根据表９．２２中的数据，估计该市２０１５年全年空气质量指数的平均数、中位数和第８０百分位数．

（注：已知该市属于 “严重污染”等级的空气质量指数不超过４００）

２．假设你是某市一名交通部门的工作人员，你打算向市长报告国家对本市２６个公路项目投资的平均资

金数额．已知国家对本市一条新公路的建设投资为２０００万元人民币，对另外２５个公路项目的投资

都在１５万元到６５万元之间，这２６个投资金额的中位数是２５万元，平均数是１００万元，众数是

２０万元．请你根据上面的信息给市长写一份简要的报告．

３．某校举行演讲比赛，１０位评委对两位选手的评分如下：

甲　７．５　７．５　７．８　７．８　８．０　８．０　８．２　８．３　８．４　９．９

乙　７．５　７．８　７．８　７．８　８．０　８．０　８．３　８．３　８．５　８．５

选手的最终得分为去掉一个最低分和一个最高分之后，剩下８个评分的平均数．那么，这两个选手

的最后得分是多少？若直接用１０位评委评分的平均数作为选手的得分，两位选手的排名有变化吗？

你认为哪种评分办法更好？为什么？

９０２
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统计学在军事中的应用———二战时德国坦克总量的估计问题

俗话说，知己知彼方能百战百胜．在第二次世界大战期间，德国制造坦克的

技术非常先进，坦克的大量使用使德国占据了战场主动权．因此，了解德国坦克

的生产能力对盟军具有非常重要的战略意义．为此，除了通过常规情报收集信息

外，盟军请来了统计学家参与情报的收集和分析工作．根据德国战后公布的生产

记录显示，运用统计方法估计的结果与真实值非常接近，而通过常规情报进行的

估计则与真实值相去甚远．

下表是二战期间的三个月中，德国记录的生产坦克的数目和情报估计、统计

估计的坦克数目．

表１

时间 德国记录／辆 情报估计／辆 统计估计／辆

１９４０年６月 １２２ １０００ １６９

１９４１年６月 ２７１ １５５０ ２４４

１９４２年８月 ３４２ １５５０ ３２７

统计估计有如此高的精确度，统计学家是怎么做到的呢？原来，盟军在缴获

的德国坦克上发现了一个重要的线索———每辆坦克上都有一个独一无二的发动机

序列号．据分析，序列号前面６位表示生产的年月，最后４位是按生产顺序从１

开始的连续编号．统计学家主要是将缴获的德国坦克序列号作为样本，用样本估

计总体的方法得出推断的．

假设德国某月生产的坦克总数为犖，缴获的该月生产的狀辆坦克编号从小到

大为狓１，狓２，…，狓狀，即最大编号为狓狀，且缴获的坦克是从所生产的坦克中随

机获取的．

因为生产的坦克是连续编号的，所以缴获坦克的编号狓１，狓２，…，狓狀 相当

于从 ［１，犖］中随机抽取的狀个整数，这狀个数将区间 ［０，犖］分成 （狀＋１）

个小区间 （图１）．由于犖 是未知的，除了最右边的区间外，其他狀个区间都是

已知的．

x10 x2 xn N

图１

由于这狀个数是随机抽取的，所以可以用前狀个区间的平均长度
狓狀

狀
估计所有

０１２
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（狀＋１）个区间的平均长度
犖

狀＋１
，进而得到犖 的估计．例如，缴获坦克的编号为

２，４，５，１２，可以用
狓狀

狀
＝
１２

４
作为

犖

４＋１
的估计，即

１２

４
＝
犖

４＋１
，解得犖＝１５．

当年，统计学家就是利用上述方法估计德国每月生产的坦克数的．

你还能想出其他估计德国每月生产的坦克数的方法吗？例如，用样本编号的

平均数作为每月生产坦克编号的平均数等，比较一下哪种方法更合理．

９２４! "#+,-.()*

平均数、中位数和众数为我们提供了一组数据的集中趋势的信息，这是概括一组数据

的特征的有效方法．但仅知道集中趋势的信息，很多时候还不能使我们做出有效决策，下

面的问题就是一个例子．

问题３　有两位射击运动员在一次射击测试中各射靶１０次，每次命中的环数如下：

甲　７　８　７　９　５　４　９　１０　７　４

乙　９　５　７　８　７　６　８　６　７　７

如果你是教练，你如何对两位运动员的射击情况作出评价？如果这是一次选拔性考

核，你应当如何作出选择？

通过简单的排序和计算，可以发现甲、乙两名运动员射击成绩的平均数、中位数、众

数都是７．从这个角度看，两名运动员之间没有差别．但从图９．２１３中看，甲的成绩比较

分散，乙的成绩相对集中，即甲的成绩波动幅度比较大，而乙的成绩比较稳定．可见，他

们的射击成绩是存在差异的．那么，如何度量成绩的这种差异呢？

0.1

��

0.2

0.3

0.4

4 5 6 7 8 9 10 ��O

���

0.1

��

0.2

0.3

0.4

4 5 6 7 8 9 10 ��O

���

图９．２１３

一种简单的度量数据离散程度的方法就是用极差．根据甲、乙运动员的１０次射击成

１１２
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绩，可以得到

甲命中环数的极差＝１０－４＝６，

乙命中环数的极差＝９－５＝４．

可以发现甲的成绩波动范围比乙的大．极差在一定程度上刻画了数据的离散程度．但因为

极差只使用了数据中最大、最小两个值的信息，对其他数据的取值情况没有涉及，所以极

差所含的信息量很少．

　　你还能想出其他刻画

数据离散程度的办法吗？

我们知道，如果射击的成绩很稳定，那么大多数的射击

成绩离平均成绩不会太远；相反，如果射击的成绩波动幅度

很大，那么大多数的射击成绩离平均成绩会比较远．因此，

我们可以通过这两组射击成绩与它们的平均成绩的 “平均距

离”来度量成绩的波动幅度．

	�

如何定义 “平均距离”？

　　想一想，为什么用

“平均距离”刻画离散程

度，用 “总距离”行吗？

假设一组数据是狓１，狓２，…，狓狀，用狓表示这组数据的

平均数．我们用每个数据与平均数的差的绝对值作为 “距

离”，即

｜狓犻－狓｜ （犻＝１，２，…，狀）

作为狓犻到狓的 “距离”．可以得到这组数据狓１，狓２，…，狓狀

到狓的 “平均距离”为

　　可以使用计算器求一组

数据的方差．需要注意的是，

计算器可能按
１

狀－１
∑
狀

犻＝１
（狓犻－狓）２

计算方差，此时需要乘
狀－１

狀

进行调整．

１

狀
∑
狀

犻＝１
｜狓犻－狓｜．

为了避免式中含有绝对值，通常改用平方来代替，即

１

狀
∑
狀

犻＝１
（狓犻－狓）２． （１）

我们称 （１）式为这组数据的方差 （ｖａｒｉａｎｃｅ）．有时为了计

算方差的方便，我们还把方差写成以下形式

１

狀
∑
狀

犻＝１
狓２犻－狓

２．

　　标准差的取值范围是

什么？标准差为０的一组

数据有什么特点？

由于方差的单位是原始数据的单位的平方，与原始数据

不一致．为了使二者单位一致，我们对方差开平方，取它的

算术平方根，即

　
１

狀
∑
狀

犻＝１
（狓犻－狓）槡

２． （２）

我们称 （２）式为这组数据的标准差 （ｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎ）．

２１２
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如果总体中所有个体的变量值分别为犢１，犢２，…，犢犖，总体平均数为犢，则称

犛２＝
１

犖
∑
犖

犻＝１
犢犻－犢（ ）２

为总体方差，犛＝
　
犛槡 ２为总体标准差．与总体均值类似，总体方差也可以写成加权的形式．

如果总体的犖 个变量值中，不同的值共有犽（犽≤犖）个，不妨记为犢１，犢２，…，犢犽，其

中犢犻出现的频数为犳犻（犻＝１，２，…，犽），则总体方差为

犛２＝
１

犖
∑
犽

犻＝１
犳犻（犢犻－犢）２．

如果一个样本中个体的变量值分别为狔１，狔２，…，狔狀，样本平均数为狔，则称

狊２＝
１

狀
∑
狀

犻＝１
狔犻－狔（ ）２

为样本方差，狊＝
　
狊槡２为样本标准差．

标准差刻画了数据的离散程度或波动幅度，标准差越大，数据的离散程度越大；标准

差越小，数据的离散程度越小．显然，在刻画数据的分散程度上，方差和标准差是一样

的．但在解决实际问题中，一般多采用标准差．

在实际问题中，总体平均数和总体标准差都是未知的．就像用样本平均数估计总体平

均数一样，通常我们也用样本标准差去估计总体标准差．在随机抽样中，样本标准差依赖

于样本的选取，具有随机性．

在问题３中，我们可以根据标准差来判断两名运动员的成绩的离散程度，计算可得

狊甲＝２，狊乙≈１．０９５．

由狊甲＞狊乙可知，甲的成绩离散程度大，乙的成绩离散程度小．由此可以估计，乙比甲的

射击成绩稳定．

如果要从这两名选手中选择一名参加比赛，要看一下他们的平均成绩在所有参赛选手

中的位置．如果两人都排在前面，就选成绩稳定的乙选手，否则可以选甲．

例６　在对树人中学高一年级学生身高的调查中，采用样本量比例分配的分层随机抽

样，如果不知道样本数据，只知道抽取了男生２３人，其平均数和方差分别为１７０．６和

１２．５９，抽取了女生２７人，其平均数和方差分别为１６０．６和３８．６２．你能由这些数据计算

出总样本的方差，并对高一年级全体学生的身高方差作出估计吗？

解：把男生样本记为狓１，狓２，…，狓２３，其平均数记为狓，方差记为狊２狓；把女生样本

记为狔１，狔２，…，狔２７，其平均数记为狔，方差记为狊２狔；把总样本数据的平均数记为狕，方

差记为狊２．

根据方差的定义，总样本方差为

狊２＝
１

５０
∑
２３

犻＝１
狓犻－狕（ ）２＋∑

２７

犼＝１
狔犼－狕（ ）２［ ］

３１２
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＝
１

５０
∑
２３

犻＝１
狓犻－狓＋狓－狕（ ）２＋∑

２７

犼＝１
狔犼－狔＋狔－狕（ ）２［ ］．

由∑
２３

犻＝１
狓犻－狓（ ）＝∑

２３

犻＝１
狓犻－２３狓＝０，可得

∑
２３

犻＝１
２狓犻－狓（ ）狓－狕（ ）＝２狓－狕（ ）∑

２３

犻＝１
狓犻－狓（ ）＝０．

同理可得

∑
２７

犼＝１
２狔犼－狔）（狔－狕（ ）＝０．

因此，

狊２＝
１

５０
［∑
２３

犻＝１
狓（犻－狓）２＋∑

２３

犻＝１
狓－狕（ ）２＋∑

２７

犼＝１
狔犼－狔（ ）２＋∑

２７

犼＝１
狔－狕（ ）２］

＝
１

５０
｛２３狊２狓＋狓－狕（ ）２［ ］＋２７狊２狔＋狔－狕（ ）２［ ］｝．　　　　　　　　　　 ①

由狓＝１７０．６，狔＝１６０．６，根据按比例分配分层随机抽样总样本平均数与各层样本平

均数的关系，可得总样本平均数为

狕＝
２３

２３＋２７
狓＋

２７

２３＋２７
狔

＝
２３×１７０．６＋２７×１６０．６

５０

＝１６５．２．

把已知的男生、女生样本平均数和方差的取值代入①，可得

狊２＝
１

５０
２３×１２．５９＋１７０．６－１６５．２（ ）２［ ］＋２７×３８．６２＋１６０．６－１６５．２（ ）２［ ］｛ ｝

＝５１．４８６２．

我们可以计算出总样本的方差为５１．４８６２，并据此估计高一年级学生身高的总体方差

为５１．４８６２．

样本标准差刻画了数据离平均数波动的幅度大小，平均数和标准差一起能反映数据取

值的信息．例如，根据９．２．１节中１００户居民用户的月均用水量数据，可以计算出样本平

均数狓＝８．７９，样本标准差狊≈６．２０．

狓－狊＝２．５９，狓＋狊＝１４．９９，

狓－２狊＝－３．６１，狓＋２狊＝２１．１９．

如图９．２１４所示，可以发现，这１００个数据中大部分落在区间 ［狓－狊，狓＋狊］＝

［２．５９，１４．９９］内，在区间 ［狓－２狊，狓＋２狊］＝［－３．６１，２１．１９］外的只有７个．也就是

说，绝大部分数据落在 ［狓－２狊，狓＋２狊］内．

４１２
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图９．２１４

��

１．不经过计算，你能给下列各组数的方差排序吗？

（１）５，５，５，５，５，５，５，５，５；　　　　　（２）４，４，４，５，５，５，６，６，６；

（３）３，３，４，４，５，６，６，７，７； （４）２，２，２，２，５，８，８，８，８．

２．数据狓１，狓２，…，狓狀的方差为狊２狓，数据狔１，狔２，…，狔狀的方差为狊２狔，犪，犫为常数．证明：

（１）如果狔１＝狓１＋犫，狔２＝狓２＋犫，…，狔狀＝狓狀＋犫，那么狊２狔＝狊
２
狓；

（２）如果狔１＝犪狓１，狔２＝犪狓２，…，狔狀＝犪狓狀，那么狊２狔＝犪
２狊２狓．

３．农场种植的甲、乙两种水稻，在面积相等的两块稻田中连续６年的产量如下：

单位：ｋｇ

品种 第１年 第２年 第３年 第４年 第５年 第６年

甲 ９００ ９２０ ９００ ８５０ ９１０ ９２０

乙 ８９０ ９６０ ９５０ ８５０ ８６０ ８９０

哪种水稻的产量比较稳定？

４．一个小商店从一家公司购进２１袋白糖，每袋白糖的标准质量是５００ｇ，为了了解这些白糖的质量情

况，称出各袋白糖的质量 （单位：ｇ）如下：

４８６　４９５　４９６　４９８　４９９　４９３　４９３

４９８　４８４　４９７　５０４　４８９　４９５　５０３

４９９　５０３　５０９　４９８　４８７　５００　５０８

（１）２１袋白糖的平均质量狓是多少？标准差狊是多少？

（２）质量位于狓－狊与狓＋狊之间有多少袋白糖？所占的百分比是多少？

５．某学校有高中学生５００人，其中男生３２０人，女生１８０人．有人为了获得该校全体高中学生的身高

信息，采用分层抽样的方法抽取样本，并观测样本的指标值 （单位：ｃｍ），计算得男生样本的均值

为１７３．５，方差为１７，女生样本的均值为１６３．８３，方差为３０．０３．
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（１）根据以上信息，能够计算出总样本的均值和方差吗？为什么？

（２）如果已知男、女样本量按比例分配，你能计算出总样本的均值和方差各为多少吗？

（３）如果已知男、女的样本量都是２５，你能计算出总样本的均值和方差各为多少吗？它们分别作为

总体均值和方差的估计合适吗？为什么？

����

习题９．２

１．棉花的纤维长度是棉花质量的重要指标．在一批棉花中随机抽测了６０根棉花的纤维长度 （单

位：ｍｍ），按从小到大排序结果如下：

２５ ２８ ３３ ５０ ５２ ５８ ５９ ６０ ６１ ６２

８２ ８６ １１３ １１５ １４０ １４３ １４６ １７０ １７５ １９５

２０２ ２０６ ２３３ ２３６ ２３８ ２５５ ２６０ ２６３ ２６４ ２６５

２９３ ２９３ ２９４ ２９６ ３０１ ３０２ ３０３ ３０５ ３０５ ３０６

３２１ ３２３ ３２５ ３２６ ３２８ ３４０ ３４３ ３４６ ３４８ ３５０

３５２ ３５５ ３５７ ３５７ ３５８ ３６０ ３７０ ３８０ ３８３ ３８５

（１）请你选择合适的组距，作出这个样本的频率分布直方图，分析这批棉花纤维长度分布的

特征；

（２）请你估计这批棉花的第５，９５百分位数．

２．甲、乙两台机床同时生产一种零件，在１０天中，两台机床每天生产的次品数分别为：

甲　０　１　０　２　２　０　３　１　２　４

乙　２　３　１　１　０　２　１　１　０　１

分别计算这两组数据的平均数和标准差，从计算结果看，哪台机床的性能更好？

３．在去年的足球联赛上，一队每场比赛平均失球数是１．５，全年比赛失球个数的标准差为１．１；

二队每场比赛平均失球数是２．１，全年失球个数的标准差是０．４．你认为下列说法中哪一种是

正确的，为什么？

（１）平均说来一队比二队防守技术好；

（２）二队比一队技术水平更稳定；

（３）一队在防守中有时表现较差，有时表现又非常好；

（４）二队很少不失球．

４．数据狓１，狓２，…，狓狀的方差和标准差分别为狊２狓，狊狓，数据狔１，狔２，…，狔狀的方差和标准差分

别为狊２狔，狊狔．若狔１＝犪狓１＋犫，狔２＝犪狓２＋犫，…，狔狀＝犪狓狀＋犫成立，犪，犫为常数，证明：狊
２
狔＝

犪２狊２狓，狊狔＝｜犪｜狊狓．

５．数据狓１，狓２，…，狓狀的方差狊２＝０，证明：所有的狓犻（犻＝１，２，…，狀）都相同．
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����

６．以往的招生统计数据显示，某所大学录取的新生高考总分的中位数基本上稳定在５５０分．你的

一位高中校友在今年的高考中得了５２０分，你是立即劝阻他报考这所大学，还是先进一步查阅

一下这所大学以往招生的其他统计信息？解释一下你的选择．

７．甲、乙两个班级，一次数学考试的分数排序如下：

　　　　　　　　　甲班　５１　５４　５９　６０　６４　６８　６８　６８　７０　７１

７２　７２　７４　７６　７７　７８　７９　７９　８０　８０

８２　８５　８５　８６　８６　８７　８７　８７　８８　８９

９０　９０　９１　９６　９７　９８　９８　９８　１００　１００

乙班　６１　６３　６３　６６　７０　７１　７１　７３　７５　７５

７６　７９　７９　８０　８０　８０　８１　８１　８２　８２

８３　８３　８３　８４　８４　８４　８５　８５　８５　８５

８５　８５　８６　８７　８７　８８　９０　９１　９４　９８

请你就这次考试成绩，对两个班级的数学学习情况进行评价．

８．有一种鱼的身体吸收汞，一定量身体中汞的含量超过其体重的１．００×１０－６的鱼被人食用后，

就会对人体产生危害．在３０条鱼的样本中发现的汞含量 （乘百万分之一）如下：

０．０７　０．２４　０．９５　０．９８　１．０２　０．９８　１．３７　１．４０　０．３９　１．０２

１．４４　１．５８　０．５４　１．０８　０．６１　０．７２　１．２０　１．１４　１．６２　１．６８

１．８５　１．２０　０．８１　０．８２　０．８４　１．２９　１．２６　２．１０　０．９１　１．３１

（１）请用合适的统计图描述上述数据，并分析这３０条鱼的汞含量的分布特点；

（２）求出上述样本数据的平均数和标准差；

（３）从实际情况看，许多鱼的汞含量超标的原因是这些鱼在出售之前没有被检测过．你认为每

批这种鱼的平均汞含量都比１．００×１０－６大吗？

（４）在上述样本中，有多少条鱼的汞含量在以平均数为中心、２倍标准差的范围内？

９．在一次人才招聘会上，有一家公司的招聘员告诉你，“我们公司的收入水平很高”“去年，在

５０名员工中，最高年收入达到了２００万，员工年收入的平均数是１０万”，而你的预期是获得９

万元年薪．

（１）你是否能够判断年薪为９万元的员工在这家公司算高收入者？

（２）如果招聘员继续告诉你，“员工年收入的变化范围是从３万到２００万”，这个信息是否足以

使你作出自己是否受聘的决定？为什么？

（３）如果招聘员继续给你提供了如下信息，员工收入的第一四分位数为４．５万，第三四分位数

为９．５万，你又该如何使用这条信息来作出是否受聘的决定？

（４）根据 （３）中招聘员提供的信息，你能估计出这家公司员工收入的中位数是多少吗？为什

么平均数比估计出的中位数高很多？

１０．有２０种不同的零食，每１００ｇ可食部分包含的能量 （单位：ｋＪ）如下：

１１０　１２０　１２３　１６５　４３２　１９０　１７４　２３５　４２８　３１８

２４９　２８０　１６２　１４６　２１０　１２０　１２３　１２０　１５０　１４０
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（１）以上述２０个数据组成总体，求总体平均数与总体标准差．

（２）设计恰当的随机抽样方法，从总体中抽取一个容量为７的样本，求样本的平均数与标

准差．

（３）利用上面的抽样方法，再抽取容量为７的样本，计算样本的平均数和标准差．这个样本

的平均数和标准差与 （２）中的结果一样吗？为什么？

（４）利用 （２）中的随机抽样方法，分别从总体中抽取一个容量为１０，１３，１６，１９的样本，

求样本的平均数与标准差．分析样本量与样本的平均数和标准差对总体的估计效果之间

有什么关系．


���

１１．已知总体划分为３层，通过分层随机抽样，各层抽取的样本量、样本平均数和样本方差分别

为：犾，狓，狊２１；犿，狔，狊２２；狀，狕，狊２３．记总的样本平均数为狑，样本方差为狊２，证明：

１（）狑＝
犾

犾＋犿＋狀
狓＋

犿

犾＋犿＋狀
狔＋

狀

犾＋犿＋狀
狕；

２（）狊２＝
１

犾＋犿＋狀
犾狊２１＋狓－狑（ ）２［ ］＋犿狊２２＋狔－狑（ ）２［ ］＋狀狊２３＋狕－狑（ ）２［ ］｛ ｝．

１２．调查本班每名同学的家庭在同一周的用电量，从中你能发现什么信息？写一份简短的统计报

告，说明你发现的信息．

���	�

大数据

“大数据”正在改变着世界，改变着人们的思维方式和行为方式，“大数据”

造福于人类的事例不胜枚举．例如，在医疗方面，医院利用大量病人的临床医疗

信息，通过大数据分析，可以极大提高病情诊断水平；在教育方面，通过对学生

的测试成绩进行分析、追踪，可以提高评估学生学习状况的准确性，有效提高教

学质量；在能源方面，通过分析气象数据，可以找出建设风电场的最佳地点，更

高效地利用风力能源，更有效地降低成本．

同学们知道吗，从２０１６年１２月２９日到２０１７年１月４日，一周之内，神秘

棋手 “大师 （Ｍａｓｔｅｒ）”以６０连胜的战绩战胜所有对手，其中包括当时中日韩

的围棋顶级职业棋手柯洁、井山裕太、朴廷桓以及聂卫平、常昊等一代传奇．实

际上，“大师”就是２０１６年３月以４∶１的总比分战胜围棋世界冠军李世石九段的

谷歌围棋人工智能 “阿尔法狗 （ＡｌｐｈａＧｏ）”．阿尔法狗的神速进步，根本在于大

８１２



第九章　统计

数据的积累及洞察，将人类智慧经验变成了具体化、可视化、能精准判断、可以

快速学习运用的方式，从而使自己的行为不断优化，水平越来越高．所以可以说

阿尔法狗 “横扫世界围棋界”，本质是大数据深度运用后的效果．

信息化时代，人们越来越意识到数据的重要性，越来越强调依托数据和数据

分析结果做出决策．可以毫不夸张地说，大数据已经开启了一次重大的时代转型．

请同学们查阅图书或互联网，了解大数据的有关内容，包括大数据产生的社

会背景，大数据研究的内容和重要结果，大数据方法在某一领域的具体应用等，

体会大数据对当代社会发展的作用．
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９３　统计案例　公司员工的肥胖情况调查

分析

/0 123'4

近年来，我国肥胖人群的规模急速增长，肥胖人群有很大的心血管安全隐患．目前，

国际上常用身体质量指数 （ＢｏｄｙＭａｓｓＩｎｄｅｘ，缩写ＢＭＩ）来衡量人体胖瘦程度以及是否

健康，其计算公式是

ＢＭＩ＝
体重 （单位：ｋｇ）

身高２ （单位：ｍ２）
．

中国成人的ＢＭＩ数值标准为：ＢＭＩ＜１８．５为体重过低；１８．５≤ＢＭＩ＜２４．０为体重正

常；２４．０≤ＢＭＩ＜２８．０为超重；ＢＭＩ≥２８．０为肥胖．

为了解某公司员工的身体肥胖情况，研究人员从公司员工体检数据中，采用比例分配

的分层随机抽样方法抽取了９０名男员工、５０名女员工的身高和体重数据，计算得到他们

的ＢＭＩ值如下：

男员工　２３．５　２１．６　３０．６　２２．１　２３．７　２０．６　２４．０　２３．９　２０．８　２１．５

２２．１　２１．６　１９．０　２０．２　１９．６　１７．３　１７．９　２３．４　１８．７　２３．１

１７．３　２２．４　２０．８　２５．１　２１．３　２７．７　２３．５　２３．６　１９．４　２３．１

１８．６　２４．１　２１．３　１９．５　１８．７　２１．０　２２．６　１６．０　１８．０　１７．９

２２．１　１９．３　１９．３　２２．８　２９．０　２１．４　２２．３　１８．８　１９．７　２７．４

２３．５　２３．６　３０．５　２２．３　２１．６　１７．６　２１．５　２９．１　２５．５　１８．７

２２．１　１８．９　２５．８　２７．８　３５．３　１７．５　２７．０　１９．９　２２．２　２４．５

１８．０　１９．０　２１．１　２１．３　１８．７　２３．９　２０．８　３４．２　１６．６　１９．３

２０．９　２３．７　２３．７　２３．０　１８．７　２７．３　２１．２　１７．３　２３．５　３０．１

女员工　２１．８　１８．２　２５．２　２８．１　２１．５　１９．１　２５．７　２４．４　１７．６　２０．８

２０．５　２０．２　１７．４　２１．６　１８．４　２０．３　３０．８　２３．６　２３．３　２２．８

２０．８　１６．８　１９．０　１６．４　１８．７　２６．１　２０．２　１７．６　１５．４　２１．５

１９．５　３１．６　１９．１　２０．４　１３．９　１８．６　１６．６　１５．９　１８．３　１８．１

２９．７　１８．９　１６．９　２５．８　１９．８　１８．５　１６．０　１７．６　１９．１　２６．５
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GC HIFJK

根据上面的数据，写一份该公司员工肥胖情况的统计分析报告．要求：

１．选择合适的图表展示数据；

２．比较男、女员工在肥胖状况上的差异；

３．分析公司员工胖瘦程度的整体情况；

４．提出控制体重的建议．

LC M7(NOP.QJRST(

１．标题

２．前言

简单交代调查的目的、方法、范围等背景情况，使读者了解调查的基本情况．

３．主体

展示数据分析的全过程：首先要明确所关心的问题是什么，说明数据蕴含的信息；根

据数据分析的需要，说明如何选择合适的图表描述和表达数据；从样本数据中提取能刻画

其特征的量，如均值、方差等，用于比较男、女员工在肥胖状况上的差异；通过样本估计

总体的统计规律，分析公司员工胖瘦程度的整体情况．

４．结尾

对主体部分的内容进行概括，结合控制体重的一般方法 （可以查阅有关文献），提出

控制公司员工体重的建议．

１２２
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GC [\F]^
统计是研究数据的学问，所以学习统计的首要任务是掌握获取数据的方法．

为此，本章我们首先通过实例学习了简单随机抽样、分层随机抽样等常用的抽

样方法，并在简单的实际情境中，讨论了如何根据实际问题的特点设计抽样方

法．接着，我们学习了根据实际问题的特点，选择恰当的统计图表对数据进行

可视化描述的方法，从中我们看到，合理使用统计图表对于从数据中获取信息

是非常重要的．在此基础上，我们研究了用样本估计总体的取值规律、百分位

数、集中趋势参数 （平均数、中位数、众数）和离散程度参数 （标准差、方差、

极差）等问题，了解了百分位数、集中趋势参数、离散程度参数的统计含义．

这个学习过程实际上反映了用统计方法解决实际问题的基本过程．

２２２
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用统计的知识解决实际问题，首先要明确面临的是一个怎样的统计问题，

这时常常需要先搞清楚问题的背景知识，才能提出有意义的统计问题．在抽样

调查中，最核心的问题是样本的代表性．一般来说，增加样本量有利于提高样

本的代表性，但样本量增加会导致调查成本增加，因此需要根据实际问题来确

定合适的样本量．对一个具体的统计问题，总体的取值规律、百分位数、集中

趋势参数、离散程度参数等都是确定的，但具体是什么却是未知的，我们可以

通过样本去估计．因为样本具有随机性，所以样本的取值规律、百分位数、集

中趋势参数、离散程度参数等都有随机性．因此，由样本估计总体时，所作出

的统计推断结果具有或然性，这是运用统计结果解释实际问题时需要注意的．

在用统计方法解决实际问题时，要尽可能运用计算工具来处理数据．实际

上，学会使用统计软件作统计图表、计算样本平均数、样本方差等特征值，不

仅能避免烦琐的运算，而且有利于我们积累数据分析的经验，更好地体会统计

思想，某种意义上也是现代社会一个公民应具备的基本素养．

请你带着下面的问题，复习一下全章的内容吧．

１．你能从自己的学习、生活中提出一些统计问题吗？为什么你认为研究这

些问题是有意义的？

２．简单随机抽样和分层随机抽样有什么联系与区别？它们各自的特点和适

用范围是什么？在分层随机抽样中，分层的目的是什么？

３．请你举例说明：

（１）用频率分布表或频率分布直方图刻画数据的取值规律时，从中可以获

得哪些信息？

（２）百分位数可以告诉我们什么信息？

（３）用平均数和中位数、众数刻画数据的集中趋势时，它们各自的特点是

什么？

（４）用方差和标准差、极差刻画数据的离散程度时，它们各有什么特点？

４．在某次考试中，如果已知每班同学数学成绩的平均数、方差以及班级人

数，由此你能计算出全年级同学数学成绩的平均数和方差吗？

５．为什么说用样本估计总体时所作出的统计推断结果具有或然性？你能举

例说明吗？

３２２
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复习参考题９

１．为了了解某地参加计算机水平测试的５０００名学生的成绩，从中抽取了２００名学生进行调查分

析．在这个问题中，被抽取的２００名学生是 （ ）．

（Ａ）总体　　　　　　　　　　　　　　　（Ｂ）个体

（Ｃ）样本 （Ｄ）样本量

２．四名同学各掷骰子５次，分别记录每次骰子出现的点数．根据四名同学的统计结果，可以判断

出一定没有出现点数６的是 （ ）．

（Ａ）平均数为３，中位数为２ （Ｂ）中位数为３，众数为２

（Ｃ）平均数为２，方差为２．４ （Ｄ）中位数为３，方差为２．８

３．如果一组数据的中位数比平均数小很多，下面哪种叙述一定是错误的？为什么？

（１）数据中可能有异常值；

（２）这组数据是近似对称的；

（３）数据中可能有极端大的值；

（４）数据中众数可能和中位数相同．

４． （１）在已分组的若干数据中，每组的频数是指　　　，每组的频率是指　　　．

（２）一个公司共有犖 名员工，下设一些部门，要采用样本量比例分配的分层随机抽样方法从

全体员工中抽取样本量为狀的样本．如果某部门有犿 名员工，那么从该部门抽取的员工

人数是　　　．

５．一家著名的全国性连锁服装店进行了一项关于当年秋季服装流行色的民意调查．调查者通过向

顾客发放饮料，并让顾客通过挑选饮料杯上印着的颜色来对自己喜欢的服装颜色 “投票”．根

据这次调查结果，在某大城市Ａ，服装颜色的众数是红色，而当年全国服装协会发布的调查结

果是咖啡色．

（１）这个结果是否代表Ａ城市的人的看法？

（２）你认为这两种调查的差异是由什么引起的？

����

６．从一本英语书中随机抽取１００个句子，数出每个句子中的单词数，作出这１００个数据的频率分

布表，由此你可以作出什么估计？

７．在一个文艺比赛中，１２名专业人士和１２名观众代表各组成一个评委小组，给参赛选手打分．

下面是两组评委对同一名选手的打分：

小组Ａ　４２　４５　４８　４６　５２　４７　４９　５５　４２　５１　４７　４５

小组Ｂ ５５ ３６ ７０ ６６ ７５ ４９ ４６ ６８ ４２ ６２ ５８ ４７

（１）选择一个可以度量每一组评委打分相似性的量，并对每组评委的打分计算度量值．

（２）你能据此判断小组Ａ与小组Ｂ中哪一个更像是由专业人士组成的吗？

４２２
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８．一名学生通过计步仪器，记录了自己１００天每天走的步数，数据如下：

　　　５６７８　１３０３９　８６６６　９５２１　８７２２　１０５７５　２１０７　４１６５　１７０７３　１１２０５

５４６７ １１７３６ ９９８６ ８５９２ ６５４２ １２３８６ １３１１５５７０５ ８３５８ １３２３４

２０１４２９７６９ １０４２６１２８０２１６７２２８５８７ ９２６６ ８６３５ ２４５５ ４５２４

８２６０ １３１６５ ９８１２ ９５３３ ２３７７ ５１３２ ８２１２ ７９６８ ９８５９ ３９６１

５４８４ １１３４４ ８７２２ １２９４４８５９７ １２５９４ １５１０１４７５１ １１１３０ １１２８６

８８９７ ７１９２ ７３１３ ８７９０ ７６９９ １０８９２ ９５８３ ９２０７ １６３５８ １０１８２

３６０７ １７８９ ９４１７ ４５６６ １２３４７３２２８ ７６０６ ８６８９ ８７５５ １５６０９

８７６７ ９２２６ ５６２２ １１０９４８８６５ １１２４６ １７４１７７９９５ ７３１７ ６８７８

４２７０ １１０５１ ５７０５ ５４４２ １００７８９１０７ ８３５４ ６４８３ １６８０８ １５０９

１３０１ １０８４３ １３８６４１２６９１８４１９ １４２６７ ９８０９ ９８５８ ８９２２ １２６８２

（１）画出这组数据的频率分布直方图，并分析数据的分布特点；

（２）计算这组数据的平均数、中位数和标准差，并根据这些数值描述这名学生的运动情况．

９．一家水果店的店长为了解本店苹果的日销售情况，记录了过去３０天苹果的日销售量 （单位：

ｋｇ），结果如下：

８３　９６　１０７　９１　７０　７５　９４　８０　８０　１００

７５　９９　１１７　８９　７４　９４　８４　８５　１０１　８７

９３　８５　１０７　９９　５５　９７　８６　８４　８５　１０４

（１）请计算该水果店过去３０天苹果日销售量的中位数、平均数、极差和标准差．

（２）一次进货太多，水果会变得不新鲜；进货太少，又不能满足顾客的需求．店长希望每天的

苹果尽量新鲜，又能８０％地满足顾客的需求 （在１００天中，大约有８０天可以满足顾客的

需求）．请问，每天应该进多少千克苹果？

１０．一家保险公司决定对推销员实行目标管理，即给推销员确定一个具体的销售目标．确定的销

售目标是否合适，直接影响到公司的经济效益．如果目标定得过高，多数推销员完不成任务，

会使推销员失去信心；如果目标定得太低，将不利于挖掘推销员的工作潜力．下面一组数据

是部分推销员的月销售额 （单位：万元）：

　　　　１．９５８　１．６１１　１．６４５　２．０４５　２．０２４　２．１６６　２．２４５　１．８２２　１．２３４

１．９３５ ２．０５５ １．７４５ １．８７８ １．７９６ １．９９１ １．８１２ １．４６５ １．４７８

１．６７８ １．８７８ １．８２９ １．８５１ １．７８６ １．９５８ １．９２１ １．８５５ １．６３４

１．５５４ １．７５５ １．４８９ １．８９４ １．７４３ １．７１４ １．８０２ １．９９８ １．７８８

１．７３２ １．９３５ １．５４５ １．９５８ １．３４５ ２．１３４ １．４００ １．８４２ ２．３００

１．７５２ １．８５１ １．７１６ ２．４５６ ２．５１４

请根据这组样本数据提出使６５％的职工能够完成销售指标的建议．

１１．为了解某市家庭用电量的情况，该市统计局调查了２００户居民去年一年的月均用电量 （单位：

ｋＷ·ｈ），数据从小到大排序如下：

　　８　　１８　２２　３１　４２　４８　４９　５０　５１　５６　５７　５７　６０　６１　６１

６１ ６２ ６２ ６３ ６３ ６５ ６６ ６７ ６９ ７０ ７０ ７１ ７２ ７２ ７４

７６ ７７ ７７ ７８ ７８ ８０ ８０ ８２ ８２ ８２ ８３ ８４ ８４ ８８ ８８

５２２
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８９ ９０ ９１ ９３ ９３ ９４ ９５ ９６ ９６ ９６ ９７ ９８ ９８ ９８ ９９

１００ １００ １００ １０１ １０１ １０１ １０５ １０６ １０６ １０６ １０７ １０７ １０７ １０７ １０８

１０８ １０９ １０９ １１０ １１０ １１０ １１１ １１２ １１３ １１３ １１４ １１５ １１６ １１８ １２０

１２０ １２０ １２１ １２３ １２４ １２７ １２７ １２７ １３０ １３０ １３０ １３１ １３１ １３２ １３２

１３２ １３３ １３３ １３４ １３４ １３４ １３５ １３５ １３５ １３５ １３６ １３７ １３７ １３８ １３９

１３９ １４０ １４１ １４２ １４４ １４６ １４６ １４７ １４８ １４９ １５１ １５２ １５４ １５６ １５９

１６０ １６２ １６３ １６３ １６４ １６５ １６７ １６９ １７０ １７０ １７２ １７４ １７４ １７７ １７８

１７８ １８０ １８２ １８２ １８７ １８９ １９１ １９１ １９２ １９４ １９４ ２００ ２０１ ２０１ ２０２

２０３ ２０３ ２０６ ２０８ ２１２ ２１３ ２１４ ２１６ ２２３ ２２４ ２３７ ２４７ ２５０ ２５０ ２５１

２５３ ２５４ ２５８ ２６０ ２６５ ２７４ ２７４ ２８３ ２８８ ２８９ ３０４ ３１９ ３２０ ３２４ ３３９

４６２ ４９８ ５３０ ５４２ ６２６

为了既满足居民的基本用电需求，又提高能源的利用效率，市政府计划采用阶梯电价，使

７５％的居民缴费在第一档，２０％的居民缴费在第二档，其余５％的居民缴费在第三档．请确定

各档的范围．


���

１２．要了解全校学生的体重情况，请你设计一个调查方案，并实施调查，完成一份统计调查分析

报告．

６２２
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概率

通过上一章的学习可知，许多实际问题都可以用数据分析的

方法解决，即通过随机抽样收集数据，再选择适当的统计图表描

述和表达数据，并从样本数据中提取需要的信息，估计总体的统

计规律，进而解决相应的问题．从中可以看到，用样本推断总

体，当样本量较小时，每次得到的结果往往不同；但如果有足够

多的数据，就可以从中发现一些规律．例如，每天你从家到学校

需要的时间 （精确到分）不能预知；如果你记录一周，会发现每

天所用的时间各不相同；如果在一个月或一学期内记录下每次所

用的时间，通过数据分析你会发现，所用的时间具有相对稳定的

分布规律．又如，从装有一些白球和红球的袋子中随机摸出一

个，事先不能确定它的颜色；有放回地重复摸取多次，记录摸到

的球的颜色，从记录的数据中就能发现一些规律，例如红球和白

球的大概比例，进而就能知道每次摸出红球、白球的可能性大概

是多少等等．这类现象的共性是：就一次观测而言，出现哪种结

果具有偶然性，但在大量重复观测下，各个结果出现的频率却具

有稳定性．这类现象叫做随机现象，它是概率论的研究对象．

概率论是研究随机现象数量规律的数学分支．概

率是对随机事件发生可能性大小的度量，它已渗透到

我们的日常生活中，成为一个常用词汇．本章我们将

在初中的基础上，结合具体实例，继续研究刻画随机

事件的方法；通过古典概型中随机事件概率的计算，

加深对随机现象的认识和理解；通过构建概率模型解

决实际问题，提高用概率的方法解决问题的能力．
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１０１　随机事件与概率

在初中，我们已经初步了解了随机事件的概念，并学习

了在试验结果等可能的情形下求简单随机事件的概率．本节

我们将进一步研究随机事件及其概率的计算，探究随机事件

概率的性质．

１０１１! "#$%&'()*+,

研究某种随机现象的规律，首先要观察它所有可能的基本结果．例如，将一枚硬币抛

掷２次，观察正面、反面出现的情况；从你所在的班级随机选择１０名学生，观察近视的

人数；在一批灯管中任意抽取一只，测试它的寿命；从一批发芽的水稻种子中随机选取一

些，观察分蘖数；记录某地区７月份的降雨量；等等．

我们把对随机现象的实现和对它的观察称为随机试验 （ｒａｎｄｏｍｔｒｉａｌ），简称试验，常

用字母犈表示．我们感兴趣的是具有以下特点的随机试验：

（１）试验可以在相同条件下重复进行；

（２）试验的所有可能结果是明确可知的，并且不止一个；

（３）每次试验总是恰好出现这些可能结果中的一个，但事先不能确定出现哪一个结果．

	�

体育彩票摇奖时，将１０个质地和大小完全相同、分别标号０，１，２，…，９的球

放入摇奖器中，经过充分搅拌后摇出一个球，观察这个球的号码．这个随机试验共有

多少种可能结果？如何表示这些结果？

观察球的号码，共有１０种可能结果．用数字犿表示 “摇出的球的号码为犿”这一结

果，那么所有可能结果可用集合表示为｛０，１，２，３，４，５，６，７，８，９｝．

　　奥地利数学家米泽斯

（ＲｉｃｈａｒｄｖｏｎＭｉｓｅｓ，１８８３—

１９５３）在１９２８年引进了样

本空间的概念．

我们把随机试验犈的每个可能的基本结果称为样本点，

全体样本点的集合称为试验犈的样本空间 （ｓａｍｐｌｅｓｐａｃｅ）．

一般地，我们用Ω 表示样本空间，用ω表示样本点．在本

书中，我们只讨论Ω为有限集的情况．如果一个随机试验有

狀个可能结果ω１，ω２，…，ω狀，则称样本空间Ω＝ ｛ω１，

ω２，…，ω狀｝为有限样本空间．有了样本点和样本空间的概

８２２
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念，我们就可以用数学方法描述和研究随机现象了．

例１　抛掷一枚硬币，观察它落地时哪一面朝上，写出试验的样本空间．

解：因为落地时只有正面朝上和反面朝上两个可能结果，所以试验的样本空间可以表

示为Ω＝｛正面朝上，反面朝上｝．如果用ｈ表示 “正面朝上”，ｔ表示 “反面朝上”，则样

本空间Ω＝｛ｈ，ｔ｝．

例２　抛掷一枚骰子 （狋ó狌狕犻），观察它落地时朝上的面的点数，写出试验的样本空间．

解：用犻表示朝上面的 “点数为犻”．因为落地时朝上面的点数有１，２，３，４，５，６

共６个可能的基本结果，所以试验的样本空间可以表示为Ω＝｛１，２，３，４，５，６｝．

例３　抛掷两枚硬币，观察它们落地时朝上的面的情况，写出试验的样本空间．

解：掷两枚硬币，第一枚硬币可能的基本结果用狓表示，第二枚硬币可能的基本结

果用狔表示，那么试验的样本点可用 （狓，狔）表示．于是，试验的样本空间

Ω＝｛（正面，正面），（正面，反面），（反面，正面），（反面，反面）｝．

���
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���

图１０．１１

如果我们用１表示硬币 “正面朝上”，用０表示硬币 “反面朝

上”，那么样本空间还可以简单表示为Ω＝｛（１，１），（１，０），（０，

１），（０，０）｝．

如图１０．１１所示，画树状图可以帮助我们理解例３的解答

过程．

	�

在体育彩票摇号试验中，摇出 “球的号码为奇数”是随机事件吗？摇出 “球的号

码为３的倍数”是否也是随机事件？如果用集合的形式来表示它们，那么这些集合与

样本空间有什么关系？

显然，“球的号码为奇数”和 “球的号码为３的倍数”都是随机事件．我们用犃表示

随机事件 “球的号码为奇数”，则犃 发生，当且仅当摇出的号码为１，３，５，７，９之一，

即事件犃发生等价于摇出的号码属于集合 ｛１，３，５，７，９｝．因此可以用样本空间Ω＝

｛０，１，２，３，４，５，６，７，８，９｝的子集 ｛１，３，５，７，９｝表示随机事件犃．类似地，

可以用样本空间的子集 ｛０，３，６，９｝表示随机事件 “球的号码为３的倍数”．

一般地，随机试验中的每个随机事件都可以用这个试验的样本空间的子集来表示．为

了叙述方便，我们将样本空间Ω的子集称为随机事件 （ｒａｎｄｏｍｅｖｅｎｔ），简称事件，并把

只包含一个样本点的事件称为基本事件 （ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙｅｖｅｎｔ）．随机事件一般用大写字母

犃，犅，犆，…表示．在每次试验中，当且仅当犃中某个样本点出现时，称为事件犃发生．

９２２
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Ω作为自身的子集，包含了所有的样本点，在每次试验中总有一个样本点发生，所

以Ω总会发生，我们称Ω为必然事件．而空集不包含任何样本点，在每次试验中都不

会发生，我们称为不可能事件．必然事件与不可能事件不具有随机性．为了方便统一处

理，将必然事件和不可能事件作为随机事件的两个极端情形．这样，每个事件都是样本空

间Ω的一个子集．

B

C
A

图１０．１２

例４　如图１０．１２，一个电路中有Ａ，Ｂ，Ｃ三个电器元件，

每个元件可能正常，也可能失效．把这个电路是否为通路看作一

个随机现象，观察这个电路中各元件是否正常．

（１）写出试验的样本空间；

（２）用集合表示下列事件：

犕＝ “恰好两个元件正常”；

犖＝ “电路是通路”；

犜＝ “电路是断路”．

解：（１）分别用狓１，狓２和狓３表示元件Ａ，Ｂ和Ｃ的可能状态，则这个电路的工作状

态可用 （狓１，狓２，狓３）表示．进一步地，用１表示元件的 “正常”状态，用０表示 “失

效”状态，则样本空间

Ω＝｛（０，０，０），（１，０，０），（０，１，０），（０，０，１），

（１，１，０），（１，０，１），（０，１，１），（１，１，１）｝．

如图１０．１３，还可以借助树状图帮助我们列出试验的所有可能结果．
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图１０．１３

（２）“恰好两个元件正常”等价于（狓１，狓２，狓３）∈Ω，且狓１，狓２，狓３中恰有两个为１，

所以

犕＝｛（１，１，０），（１，０，１），（０，１，１）｝．

“电路是通路”等价于（狓１，狓２，狓３）∈Ω，狓１＝１，且狓２，狓３中至少有一个是１，所以

犖＝｛（１，１，０），（１，０，１），（１，１，１）｝．

同理，“电路是断路”等价于（狓１，狓２，狓３）∈Ω，狓１＝０，或狓１＝１，狓２＝狓３＝０．所以

犜＝｛（０，０，０），（０，１，０），（０，０，１），（０，１，１），（１，０，０）｝．

０３２
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��

１．写出下列各随机试验的样本空间：

（１）采用抽签的方式，随机选择一名同学，并记录其性别；

（２）采用抽签的方式，随机选择一名同学，观察其ＡＢＯ血型；

（３）随机选择一个有两个小孩的家庭，观察两个孩子的性别；

（４）射击靶３次，观察各次射击中靶或脱靶情况；

（５）射击靶３次，观察中靶的次数．

２．如图，由Ａ，Ｂ两个元件分别组成串联电路 （图 （１））和并联电路 （图 （２）），观察两个元件正常或

失效的情况．

（１）写出试验的样本空间；

（２）对串联电路，写出事件犕＝ “电路是通路”包含的样本点；

（３）对并联电路，写出事件犖＝ “电路是断路”包含的样本点．

B

ABA

��� ���
（第２题）

３．袋子中有９个大小和质地相同的球，标号为１，２，３，４，５，６，７，８，９，从中随机摸出一个球．

（１）写出试验的样本空间；

（２）用集合表示事件犃＝ “摸到球的号码小于５”，事件犅＝ “摸到球的号码大于４”，事件犆＝ “摸

到球的号码是偶数”．

１０１２! +,-./012

从前面的学习中可以看到，我们在一个随机试验中可以定义很多随机事件．这些事件

有的简单，有的复杂．我们希望从简单事件的概率推算出复杂事件的概率，所以需要研究

事件之间的关系和运算．

��

在掷骰子试验中，观察骰子朝上面的点数，可以定义许多随机事件，例如：

犆犻＝ “点数为犻”，犻＝１，２，３，４，５，６；

犇１＝ “点数不大于３”；犇２＝ “点数大于３”；

犈１＝ “点数为１或２”；犈２＝ “点数为２或３”；

犉＝ “点数为偶数”；犌＝ “点数为奇数”；

……

你还能写出这个试验中其他一些事件吗？请用集合的形式表示这些事件．借助集

合与集合的关系和运算，你能发现这些事件之间的联系吗？

１３２
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事实上，利用样本空间的子集表示事件，使我们可以利用集合的知识研究随机事件，

从而为研究概率的性质和计算等提供有效而简便的方法．下面我们按照这一思路展开

研究．

１．用集合的形式表示事件犆１＝ “点数为１”和事件犌＝ “点数为奇数”，它们分别是

犆１＝｛１｝和犌＝｛１，３，５｝．

A B

Ω

图１０．１４

显然，如果事件犆１发生，那么事件犌一定发生．事件之间的

这种关系用集合的形式表示，就是 ｛１｝｛１，３，５｝，即犆１犌．

这时我们说事件犌包含事件犆１．

一般地，若事件犃发生，则事件犅一定发生，我们就称事件

犅包含事件犃 （或事件犃 包含于事件犅），记作犅犃 （或犃

犅）．可以用图１０．１４表示．

特别地，如果事件犅包含事件犃，事件犃也包含事件犅，即犅犃 且犃犅，则称

事件犃与事件犅相等，记作犃＝犅．

２．用集合的形式表示事件犇１＝ “点数不大于３”、事件犈１＝ “点数为１或２”和事件

犈２＝ “点数为２或３”，它们分别是犇１＝｛１，２，３｝，犈１＝｛１，２｝和犈２＝｛２，３｝．

可以发现，事件犈１和事件犈２至少有一个发生，相当于事件犇１发生．事件之间的这

种关系用集合的形式表示，就是｛１，２｝∪｛２，３｝＝｛１，２，３｝，即犈１∪犈２＝犇１，这时我

们称事件犇１为事件犈１和事件犈２的并事件．

A B

Ω

图１０．１５

一般地，事件犃与事件犅至少有一个发生，这样的一个事件

中的样本点或者在事件犃中，或者在事件犅中，我们称这个事件

为事件犃与事件犅的并事件 （或和事件），记作犃∪犅 （或犃＋

犅）．可以用图１０．１５中的绿色区域和黄色区域表示这个并事件．

３．事件犆２＝ “点数为２”可以用集合的形式表示为犆２＝｛２｝．

可以发现，事件犈１＝ “点数为１或２”和事件犈２＝ “点数为２或３”同时发生，相

当于事件犆２发生．事件之间的这种关系用集合的形式表示，就是｛１，２｝∩｛２，３｝＝｛２｝，

即犈１∩犈２＝犆２．我们称事件犆２为事件犈１和犈２的交事件．

A B

Ω

图１０．１６

一般地，事件犃与事件犅同时发生，这样的一个事件中的样

本点既在事件犃中，也在事件犅中，我们称这样的一个事件为事

件犃与事件犅的交事件 （或积事件），记作犃∩犅 （或犃犅）．可

以用图１０．１６中的蓝色区域表示这个交事件．

２３２
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４．用集合的形式表示事件犆３＝ “点数为３”和事件犆４＝ “点数为４”，它们分别是

犆３＝｛３｝，犆４＝｛４｝．

显然，事件犆３与事件犆４不可能同时发生，用集合的形式表示这种关系，就是 ｛３｝∩

｛４｝＝，即犆３∩犆４＝，这时我们称事件犆３与事件犆４互斥．

A B

Ω

图１０．１７

一般地，如果事件犃 与事件犅 不能同时发生，也就是说

犃∩犅是一个不可能事件，即犃∩犅＝，则称事件犃 与事件犅

互斥 （或互不相容）．可以用图１０．１７表示这两个事件互斥．

５．用集合的形式表示事件犉＝ “点数为偶数”、事件犌＝

“点数为奇数”，它们分别是犉＝｛２，４，６｝，犌＝｛１，３，５｝．

在任何一次试验中，事件犉与事件犌两者只能发生其中之一，而且也必然发生其中

之一．事件之间的这种关系，用集合的形式可以表示为｛２，４，６｝∪｛１，３，５｝＝｛１，２，

３，４，５，６｝，即犉∪犌＝Ω，且｛２，４，６｝∩｛１，３，５｝＝，即犉∩犌＝．此时我们称

A

A

图１０．１８

事件犉与事件犌互为对立事件．事件犇１与犇２也有这种关系．

一般地，如果事件犃和事件犅在任何一次试验中有且仅有一

个发生，即犃∪犅＝Ω，且犃∩犅＝，那么称事件犃 与事件犅

互为对立．事件犃的对立事件记为犃
－

，可以用图１０．１８表示．

综上所述，事件的关系或运算的含义，以及相应的符号表示如下 （表１０．１１）：

表１０１１

事件的关系或运算 含义 符号表示

包含 犃发生导致犅发生 犃犅

并事件 （和事件） 犃与犅至少一个发生 犃∪犅或犃＋犅

交事件 （积事件） 犃与犅同时发生 犃∩犅或犃犅

互斥 （互不相容） 犃与犅不能同时发生 犃∩犅＝

互为对立 犃与犅有且仅有一个发生 犃∩犅＝，犃∪犅＝Ω

类似地，我们可以定义多个事件的和事件以及积事件．例如，对于三个事件犃，犅，

犆，犃∪犅∪犆 （或犃＋犅＋犆）发生当且仅当犃，犅，犆中至少一个发生，犃∩犅∩犆 （或

犃犅犆）发生当且仅当犃，犅，犆同时发生，等等．

�

�

图１０．１９

例５　如图１０．１９，由甲、乙两个元件组成一个并联电路，

每个元件可能正常或失效．设事件犃＝ “甲元件正常”，犅＝

“乙元件正常”．

（１）写出表示两个元件工作状态的样本空间；

３３２
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（２）用集合的形式表示事件犃，犅以及它们的对立事件；

（３）用集合的形式表示事件犃∪犅和事件犃
－

∩犅
－

，并说明它们的含义及关系．

分析：注意到试验由甲、乙两个元件的状态组成，所以可以用数组 （狓１，狓２）表示

样本点．这样，确定事件犃，犅所包含的样本点时，不仅要考虑甲元件的状态，还要考虑

乙元件的状态．

解：（１）用狓１，狓２分别表示甲、乙两个元件的状态，则可以用 （狓１，狓２）表示这个

并联电路的状态．以１表示元件正常，０表示元件失效，则样本空间为Ω＝｛（０，０），（０，１），

（１，０），（１，１）｝．

（２）根据题意，可得

犃＝｛（１，０），（１，１）｝，犅＝｛（０，１），（１，１）｝，

犃
－

＝｛（０，０），（０，１）｝，犅
－

＝｛（０，０），（１，０）｝．

（３）犃∪犅＝｛（０，１），（１，０），（１，１）｝，犃
－

∩犅
－

＝｛（０，０）｝；犃∪犅表示电路工作

正常，犃
－

∩犅
－

表示电路工作不正常；犃∪犅和犃
－

∩犅
－

互为对立事件．

例６　一个袋子中有大小和质地相同的４个球，其中有２个红色球 （标号为１和２），

２个绿色球 （标号为３和４），从袋中不放回地依次随机摸出２个球．设事件犚１＝ “第一次

摸到红球”，犚２＝ “第二次摸到红球”，犚＝ “两次都摸到红球”，犌＝ “两次都摸到绿球”，

犕＝ “两个球颜色相同”，犖＝ “两个球颜色不同”．

（１）用集合的形式分别写出试验的样本空间以及上述各事件；

（２）事件犚与犚１，犚与犌，犕 与犖 之间各有什么关系？

（３）事件犚与事件犌的并事件与事件犕 有什么关系？事件犚１与事件犚２的交事件与

事件犚有什么关系？

1 2 1 3 1 4

2 1 2 3 2 4

3 1 3 2 3 4

4 1 4 2 4 3

图１０．１１０

解： （１）所有的试验结果如图１０．１１０所示．用数组 （狓１，

狓２）表示可能的结果，狓１是第一次摸到的球的标号，狓２是第二次摸

到的球的标号，则试验的样本空间

Ω＝｛（１，２），（１，３），（１，４），（２，１），（２，３），（２，４），

（３，１），（３，２），（３，４），（４，１），（４，２），（４，３）｝．

事件犚１＝ “第一次摸到红球”，即狓１＝１或２，于是

犚１＝｛（１，２），（１，３），（１，４），（２，１），（２，３），（２，４）｝；

事件犚２＝ “第二次摸到红球”，即狓２＝１或２，于是

犚２＝｛（２，１），（３，１），（４，１），（１，２），（３，２），（４，２）｝．

同理，有

犚＝｛（１，２），（２，１）｝，

犌＝｛（３，４），（４，３）｝，

４３２
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犕＝｛（１，２），（２，１），（３，４），（４，３）｝，

犖＝｛（１，３），（１，４），（２，３），（２，４），（３，１），（３，２），（４，１），（４，２）｝．

（２）因为犚犚１，所以事件犚１包含事件犚；

因为犚∩犌＝，所以事件犚与事件犌互斥；

因为犕 ∪犖＝Ω，犕 ∩犖＝，所以事件犕 与事件犖 互为对立事件．

（３）因为犚∪犌＝犕，所以事件犕 是事件犚与事件犌的并事件；

因为犚１∩犚２＝犚，所以事件犚是事件犚１与事件犚２的交事件．

��

１．某人打靶时连续射击两次，下列事件中与事件 “至少一次中靶”互为对立的是 （　　）．

（Ａ）至多一次中靶　　　　　（Ｂ）两次都中靶

（Ｃ）只有一次中靶 （Ｄ）两次都没有中靶

２．抛掷一颗质地均匀的骰子，有如下随机事件：

犆犻＝“点数为犻”，其中犻＝１，２，３，４，５，６；

犇１＝“点数不大于２”，犇２＝“点数大于２”，犇３＝“点数大于４”；

犈＝“点数为奇数”，犉＝“点数为偶数”．

判断下列结论是否正确．

（１）犆１与犆２互斥；　　　（２）犆２，犆３为对立事件；　　　（３）犆３犇２；

（４）犇３犇２；　　　 （５）犇１∪犇２＝Ω，犇１犇２＝； （６）犇３＝犆５∪犆６；

（７）犈＝犆１∪犆３∪犆５； （８）犈，犉为对立事件； （９）犇２∪犇３＝犇２；

（１０）犇２∩犇３＝犇３．

１０１３! 3456

研究随机现象，最重要的是知道随机事件发生的可能性大小．对随机事件发生可能性

大小的度量 （数值）称为事件的概率 （ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ），事件犃的概率用犘（犃）表示．

我们知道，通过试验和观察的方法可以得到一些事件的概率估计．但这种方法耗时

多，而且得到的仅是概率的近似值．能否通过建立适当的数学模型，直接计算随机事件的

概率呢？

	�

在１０．１．１节中，我们讨论过彩票摇号试验、抛掷一枚均匀硬币的试验及掷一枚

质地均匀骰子的试验．它们的共同特征有哪些？

考察这些试验的共同特征，就是要看它们的样本点及样本空间有哪些共性．可以发

５３２
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现，它们具有如下共同特征：

（１）有限性：样本空间的样本点只有有限个；

（２）等可能性：每个样本点发生的可能性相等．

我们将具有以上两个特征的试验称为古典概型试验，其数学模型称为古典概率模型，

简称古典概型．

下面我们就来研究古典概型．

	�

考虑下面两个随机试验，如何度量事件犃和事件犅发生的可能性大小？

（１）一个班级中有１８名男生、２２名女生．采用抽签的方式，从中随机选择一名学

生，事件犃＝“抽到男生”；

（２）抛掷一枚质地均匀的硬币３次，事件犅＝ “恰好一次正面朝上”．

对于问题 （１），班级中共有４０名学生，从中选择一名学生，因为是随机选取的，所

以选到每个学生的可能性都相等，这是一个古典概型．

抽到男生的可能性大小，取决于男生数在班级学生数中所占的比例大小．因此，可以

用男生数与班级学生数的比值来度量．显然，这个随机试验的样本空间中有４０个样本点，

而事件犃＝ “抽到男生”包含１８个样本点．因此，事件犃发生的可能性大小为
１８

４０
＝
９

２０
．

对于问题 （２），我们用１表示硬币 “正面朝上”，用０表示硬币 “反面朝上”，则试验

的样本空间

Ω＝｛（１，１，１），（１，１，０），（１，０，１），（１，０，０），

（０，１，１），（０，１，０），（０，０，１），（０，０，０）｝，

共有８个样本点，且每个样本点是等可能发生的，所以这是一个古典概型．

事件犅发生的可能性大小，取决于这个事件包含的样本点在样本空间包含的样本点中

所占的比例大小．因此，可以用事件包含的样本点数与样本空间包含的样本点数的比值来度

量．因为犅＝｛（１，０，０），（０，１，０），（０，０，１）｝，所以事

　　?法国数学家拉普拉

斯 （Ｐ．Ｓ．Ｌａｐｌａｃｅ，１７４９—

１８２７）在１８１２年把该式作

为概率的一般定义，现在我

们称它为概率的古典定义．

件犅发生的可能性大小为
３

８
．

一般地，设试验犈是古典概型，样本空间Ω包含狀个样本

点，事件犃包含其中的犽个样本点，则定义事件犃的概率

犘（犃）＝
犽

狀
＝
狀（犃）

狀（Ω）

?

．

其中，狀（犃）和狀（Ω）分别表示事件犃和样本空间Ω包含的

样本点个数．

６３２
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例７　单项选择题是标准化考试中常用的题型，一般是从Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ四个选项中选

择一个正确答案．如果考生掌握了考查的内容，他可以选择唯一正确的答案．假设考生有

一题不会做，他随机地选择一个答案，答对的概率是多少？

解：试验有选Ａ、选Ｂ、选Ｃ、选Ｄ共４种可能结果，试验的样本空间可以表示为

Ω＝｛Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ｝．考生随机选择一个答案，表明每个样本点发生的可能性相等，所以

这是一个古典概型．设犕＝“选中正确答案”，因为正确答案是唯一的，所以狀（犕）＝１．

所以，考生随机选择一个答案，答对的概率

犘（犕）＝
１

４
．

	�

在标准化考试中也有多选题，多选题是从Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ四个选项中选出所有正

确的答案 （四个选项中至少有两个选项是正确的）．你认为单选题和多选题哪种更难

选对？为什么？

例８　抛掷两枚质地均匀的骰子 （标记为Ⅰ号和Ⅱ号），观察两枚骰子分别可能出现

的基本结果．

（１）写出这个试验的样本空间，并判断这个试验是否为古典概型；

（２）求下列事件的概率：

犃＝ “两个点数之和是５”；

犅＝ “两个点数相等”；

犆＝ “Ⅰ号骰子的点数大于Ⅱ号骰子的点数”．

解：（１）抛掷一枚骰子有６种等可能的结果，Ⅰ号骰子的每一个结果都可与Ⅱ号骰子

的任意一个结果配对，组成掷两枚骰子试验的一个结果．用数字犿 表示Ⅰ号骰子出现的

点数是犿，数字狀表示Ⅱ号骰子出现的点数是狀， 则数组（犿，狀）表示这个试验的一个样

本点．因此该试验的样本空间

Ω＝｛（犿，狀）｜犿，狀∈｛１，２，３，４，５，６｝｝，

其中共有３６个样本点．

由于骰子的质地均匀，所以各个样本点出现的可能性相等，因此这个试验是古典

概型．

（２）因为犃＝｛（１，４），（２，３），（３，２），（４，１）｝，所以狀（犃）＝４，从而

犘（犃）＝
狀（犃）

狀（Ω）
＝
４

３６
＝
１

９
；

因为犅＝｛（１，１），（２，２），（３，３），（４，４），（５，５），（６，６）｝，所以狀（犅）＝６，从而

犘（犅）＝
狀（犅）

狀（Ω）
＝
６

３６
＝
１

６
；

７３２
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因为

犆＝｛（２，１），（３，１），（３，２），（４，１），（４，２），（４，３），（５，１），（５，２），

（５，３），（５，４），（６，１），（６，２），（６，３），（６，４），（６，５）｝，

所以狀（犆）＝１５，从而

犘（犆）＝
狀（犆）

狀（Ω）
＝
１５

３６
＝
５

１２
．

	�

在例８中，为什么要把两枚骰子标上记号？如果不给两枚骰子标记号，会出现什

么情况？你能解释其中的原因吗？

如果不给两枚骰子标记号，则不能区分所抛掷出的两个点数分别属于哪枚骰子，如抛

掷出的结果是１点和２点，有可能第一枚骰子的结果是１点，也有可能第二枚骰子的结果

是１点．这样，（１，２）和 （２，１）的结果将无法区别．

当不给两枚骰子标记号时，试验的样本空间Ω１＝｛（犿，狀）狘犿，狀∈｛１，２，３，４，

５，６｝，且犿 ≤狀｝，则狀（Ω１）＝２１．其中，事件犃 ＝ “两个点数之和是５”的结果变为

犃＝｛（１，４），（２，３）｝，这时犘（犃）＝
２

２１
．

	�

同一个事件的概率，为什么会出现两个不同的结果呢？

可以发现，３６个结果都是等可能的；而合并为２１个可能结果时，（１，１）和 （１，２）

发生的可能性大小不等，这不符合古典概型特征，所以不能用古典概型公式计算概率，因

此犘（犃）＝
２

２１
是错误的．

	�

求解古典概型问题的一般思路：

（１）明确试验的条件及要观察的结果，用适当的符号 （字母、数字、数组等）表

示试验的可能结果 （借助图表可以帮助我们不重不漏地列出所有的可能结果）；

（２）根据实际问题情境判断样本点的等可能性；

（３）计算样本点总个数及事件犃包含的样本点个数，求出事件犃的概率．

例９　袋子中有５个大小质地完全相同的球，其中２个红球、３个黄球，从中不放回

地依次随机摸出２个球，求下列事件的概率：

８３２
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（１）犃＝ “第一次摸到红球”；

（２）犅＝ “第二次摸到红球”；

（３）犃犅＝ “两次都摸到红球”．

解：将两个红球编号为１，２，三个黄球编号为３，４，５．第一次摸球时有５种等可能

的结果，对应第一次摸球的每个可能结果，第二次摸球时都有４种等可能的结果．将两次

摸球的结果配对，组成２０种等可能的结果，用表１０．１２表示．

表１０１２

第一次
第二次

１ ２ ３ ４ ５

１ × （１，２） （１，３） （１，４） （１，５）

２ （２，１） × （２，３） （２，４） （２，５）

３ （３，１） （３，２） × （３，４） （３，５）

４ （４，１） （４，２） （４，３） × （４，５）

５ （５，１） （５，２） （５，３） （５，４） ×

（１）第一次摸到红球的可能结果有８种 （表中第１，２行），即

犃＝｛（１，２），（１，３），（１，４），（１，５），

（２，１），（２，３），（２，４），（２，５）｝，

所以

犘（犃）＝
８

２０
＝
２

５
．

（２）第二次摸到红球的可能结果也有８种 （表中第１，２列），即

犅＝｛（２，１），（３，１），（４，１），（５，１），

（１，２），（３，２），（４，２），（５，２）｝，

所以

犘（犅）＝
８

２０
＝
２

５
．

　　如果同时摸出２个

球，那么事件犃犅 的概率

是多少？

（３）事件犃犅 包含２个可能结果，即犃犅 ＝｛（１，２），

（２，１）｝，所以

犘（犃犅）＝
２

２０
＝
１

１０
．

例１０　从两名男生 （记为Ｂ１和Ｂ２）、两名女生 （记为Ｇ１和Ｇ２）中任意抽取两人，

（１）分别写出有放回简单随机抽样、不放回简单随机抽样和按性别等比例分层随机抽

样的样本空间；

（２）在三种抽样方式下，分别计算抽到的两人都是男生的概率．

９３２
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解：设第一次抽取的人记为狓１，第二次抽取的人记为狓２，则可用数组 （狓１，狓２）

表示样本点．

（１）根据相应的抽样方法可知：

有放回简单随机抽样的样本空间

Ω１＝｛（Ｂ１，Ｂ１），（Ｂ１，Ｂ２），（Ｂ１，Ｇ１），（Ｂ１，Ｇ２），（Ｂ２，Ｂ１），（Ｂ２，Ｂ２），（Ｂ２，

Ｇ１），（Ｂ２，Ｇ２），（Ｇ１，Ｂ１），（Ｇ１，Ｂ２），（Ｇ１，Ｇ１），（Ｇ１，Ｇ２），（Ｇ２，Ｂ１），

（Ｇ２，Ｂ２），（Ｇ２，Ｇ１），（Ｇ２，Ｇ２）｝．

不放回简单随机抽样的样本空间

Ω２＝｛（Ｂ１，Ｂ２），（Ｂ１，Ｇ１），（Ｂ１，Ｇ２），（Ｂ２，Ｂ１），（Ｂ２，Ｇ１），（Ｂ２，Ｇ２），（Ｇ１，

Ｂ１），（Ｇ１，Ｂ２），（Ｇ１，Ｇ２），（Ｇ２，Ｂ１），（Ｇ２，Ｂ２），（Ｇ２，Ｇ１）｝．

按性别等比例分层随机抽样，先从男生中抽一人，再从女生中抽一人，其样本空间

Ω３＝｛（Ｂ１，Ｇ１），（Ｂ１，Ｇ２），（Ｂ２，Ｇ１），（Ｂ２，Ｇ２）｝．

（２）设事件犃＝ “抽到两名男生”，则

对于有放回简单随机抽样，

犃＝｛（Ｂ１，Ｂ１），（Ｂ１，Ｂ２），（Ｂ２，Ｂ１），（Ｂ２，Ｂ２）｝．

因为抽中样本空间Ω１中每一个样本点的可能性都相等，所以这是一个古典概型．因此

犘（犃）＝
４

１６
＝
１

４
．

对于不放回简单随机抽样，

犃＝｛（Ｂ１，Ｂ２），（Ｂ２，Ｂ１）｝．

因为抽中样本空间Ω２ 中每一个样本点的可能性都相等，所以这是一个古典概型．

因此

犘（犃）＝
２

１２
＝
１

６
．

因为按性别等比例分层随机抽样，不可能抽到两名男生，所以犃＝ ，因此犘（犃）＝０．

例１０表明，同一个事件犃＝ “抽到两名男生”发生的概率，在按性别等比例分层随

机抽样时最小，在不放回简单随机抽样时次之，在有放回简单随机抽样时最大．因此，抽

样方法不同，则样本空间不同，某个事件发生的概率也可能不同．

上一章我们研究过通过抽样调查估计树人中学高一学生平均身高的问题．我们知道，

简单随机抽样使总体中每一个个体都有相等的机会被抽中，但因为抽样的随机性，有可能

会出现全是男生的 “极端”样本，这就可能高估总体的平均身高．上述计算表明，在总体

的男、女生人数相同的情况下，用有放回简单随机抽样进行抽样，出现全是男生的样本的

概率为０．２５；用不放回简单随机抽样进行抽样，出现全是男生的样本的概率约为０．１６７，

可以有效地降低出现 “极端”样本的概率．特别是，在按性别等比例分层随机抽样中，全

０４２
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是男生的样本出现的概率为０，真正避免了这类极端样本的出现．所以，改进抽样方法对

于提高样本的代表性很重要．

��

１．判断下面的解答是否正确，并说明理由．

某运动员连续进行两次飞碟射击练习，观察命中目标的情况，用狔表示命中，用狀表示没有命中，

那么试验的样本空间Ω＝｛狔狔，狔狀，狀狔，狀狀｝，因此事件 “两次射击都命中”的概率为０．２５．

２．从一副不包含大小王牌的５２张扑克牌中随机地抽一张牌，计算下列事件的概率：

（１）抽到的牌是７；　　　　　（２）抽到的牌不是７；　　　　　（３）抽到的牌是方块；

（４）抽到Ｊ或Ｑ或Ｋ； （５）抽到的牌既是红桃又是梅花；（６）抽到的牌比６大比９小；

（７）抽到的牌是红花色； （８）抽到的牌是红花色或黑花色．

３．从０～９这１０个数中随机选择一个数，求下列事件的概率：

（１）这个数平方的个位数字为１；　　　　 （２）这个数的四次方的个位数字为１．

１０１４! "#$%&'(

一般而言，给出了一个数学对象的定义，就可以从定义出发研究这个数学对象的性

质．例如，在给出指数函数的定义后，我们从定义出发研究了指数函数的定义域、值域、

单调性、特殊点的函数值等性质，这些性质在解决问题时可以发挥很大的作用．类似地，

在给出了概率的定义后，我们来研究概率的基本性质．

	�

你认为可以从哪些角度研究概率的性质？

下面我们从定义出发研究概率的性质，例如：概率的取值范围；特殊事件的概率；事

件有某些特殊关系时，它们的概率之间的关系；等等．

由概率的定义可知：

任何事件的概率都是非负的；

在每次试验中，必然事件一定发生，不可能事件一定不会发生．

一般地，概率有如下性质：

性质１　对任意的事件犃，都有

犘（犃）≥０．

性质２　必然事件的概率为１，不可能事件的概率为０，即

犘（Ω）＝１，犘（）＝０．

在 “事件的关系和运算”中我们研究过事件之间的某些关系．具有这些关系的事件，

１４２
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它们的概率之间会有什么关系呢？

��

设事件犃与事件犅互斥，和事件犃∪犅的概率与事件犃，犅的概率之间具有怎

样的关系？

我们先来看１０．１．２节例６．在例６中，事件犚 ＝ “两次都摸到红球”与事件犌 ＝

“两次都摸到绿球”互斥，犚∪犌＝ “两次摸到的球颜色相同”．

因为狀（犚）＝２，狀（犌）＝２，狀（犚∪犌）＝２＋２＝４，所以

犘（犚）＝犘（犌）＝
２

１２
，

犘（犚∪犌）＝
４

１２
．

因此

犘（犚∪犌）＝
２＋２

１２
＝犘（犚）＋犘（犌）．

对于古典概型，因为事件犃 与事件犅 互斥，即犃 与犅 不含有相同的样本点，所以

狀（犃∪犅）＝狀（犃）＋狀（犅），这等价于犘（犃∪犅）＝犘（犃）＋犘（犅），即两个互斥事件的和

事件的概率等于这两个事件的概率之和．一般地，我们有互斥事件的概率加法公式：

性质３　如果事件犃与事件犅互斥，那么犘（犃∪犅）＝犘（犃）＋犘（犅）．

互斥事件的概率加法公式可以推广到多个事件的情况．如果事件犃１，犃２，…，犃犿两

两互斥，那么事件犃１∪犃２∪…∪犃犿 发生的概率等于这犿 个事件分别发生的概率之

和，即

犘（犃１∪犃２∪…∪犃犿）＝犘（犃１）＋犘（犃２）＋…＋犘（犃犿）．

��

设事件犃和事件犅互为对立事件，它们的概率有什么关系？

因为事件犃和事件犅互为对立事件，所以和事件犃∪犅为必然事件，即犘（犃∪犅）

＝１．由性质３，得

１＝犘（犃∪犅）＝犘（犃）＋犘（犅）．

由此我们得到

性质４　如果事件犃与事件犅 互为对立事件，那么犘（犅）＝１－犘（犃），犘（犃）＝１－

犘（犅）．

２４２
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在古典概型中，对于事件犃 与事件犅，如果犃犅，那么狀（犃）≤狀（犅）．于是

狀（犃）

狀（Ω）
≤
狀（犅）

狀（Ω）
，即犘（犃）≤犘（犅）．

一般地，对于事件犃 与事件犅，如果犃犅，即事件犃 发生，则事件犅一定发生，

那么事件犃的概率不超过事件犅的概率．于是我们有概率的单调性：

性质５　如果犃犅，那么犘（犃）≤犘（犅）．

由性质５可得，对于任意事件犃，因为犃Ω，所以０≤犘（犃）≤１．

	�

在１０．１．２节例６的摸球试验中，“两个球中有红球”＝犚１∪犚２，那么犘（犚１∪犚２）

和犘（犚１）＋犘（犚２）相等吗？如果不相等，请你说明原因，并思考如何计算犘（犚１∪犚２）．

因为狀（Ω）＝１２，狀（犚１）＝狀（犚２）＝６，狀（犚１∪犚２）＝１０，所以犘（犚１）＝犘（犚２）＝
６

１２
，

犘（犚１∪犚２）＝
１０

１２
．因此犘（犚１∪犚２）≠犘（犚１）＋犘（犚２）．这是因为犚１∩犚２＝｛（１，２），（２，１）｝≠

，即事件犚１，犚２不是互斥的．容易得到

犘（犚１∪犚２）＝犘（犚１）＋犘（犚２）－犘（犚１∩犚２）．

一般地，我们有如下的性质：

性质６　设犃，犅是一个随机试验中的两个事件，我们有

犘（犃∪犅）＝犘（犃）＋犘（犅）－犘（犃∩犅）．

显然，性质３是性质６的特殊情况．

利用上述概率的性质，可以简化概率的计算．

例１１　从一副不包含大小王牌的５２张扑克牌中

随机抽取一张，设事件犃＝ “抽到红桃”，事件犅＝

“抽到方块”，犘（犃）＝犘（犅）＝
１

４
．那么

（１）犆＝ “抽到红花色”，求犘（犆）；

（２）犇＝ “抽到黑花色”，求犘（犇）．

解：（１）因为犆＝犃∪犅，且犃与犅不会同时发生，所以犃与犅是互斥事件．根据

互斥事件的概率加法公式，得

犘（犆）＝犘（犃）＋犘（犅）＝
１

４
＋
１

４
＝
１

２
．

（２）因为犆与犇互斥，又因为犆∪犇是必然事件，所以犆与犇互为对立事件．因此

犘（犇）＝１－犘（犆）＝１－
１

２
＝
１

２
．

３４２
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例１２　为了推广一种新饮料，某饮料生产企业开展了有奖促销活动：将６罐这种饮

料装一箱，每箱中都放置２罐能够中奖的饮料．若从一箱中随机抽出２罐，能中奖的概率

为多少？

分析：“中奖”包括第一罐中奖但第二罐不中奖、第一罐不中奖但第二罐中奖、两罐

都中奖三种情况．如果设犃＝ “中奖”，犃１＝ “第一罐中奖”，犃２＝ “第二罐中奖”，那么

就可以通过事件的运算构建相应事件，并利用概率的性质解决问题．

解：设事件犃＝ “中奖”，事件犃１＝ “第一罐中奖”，事件犃２＝ “第二罐中奖”，那

么事件犃１犃２＝ “两罐都中奖”，犃１犃
－

２＝ “第一罐中奖，第二罐不中奖”，犃
－

１犃２＝ “第一罐

不中奖，第二罐中奖”，且

犃＝犃１犃２∪犃１犃
－

２∪犃
－

１犃２．

因为犃１犃２，犃１犃
－

２，犃
－

１犃２两两互斥，所以根据互斥事件的概率加法公式，可得

犘（犃）＝犘（犃１犃２）＋犘（犃１犃
－

２）＋犘（犃
－

１犃２）．

我们借助树状图 （图１０．１１１）来求相应事件的样本点数．
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图１０．１１１

可以得到，样本空间包含的样本点个数为狀（Ω）＝６×５＝３０，且每个样本点都是等可

能的．因为狀（犃１犃２）＝２，狀（犃１犃
－

２）＝８，狀（犃
－

１犃２）＝８，所以

犘（犃）＝
２

３０
＋
８

３０
＋
８

３０
＝
１８

３０
＝
３

５
．

上述解法需要分若干种情况计算概率．注意到事件犃 的对立事件是 “不中奖”，即

“两罐都不中奖”，由于犃
－

１犃
－

２＝“两罐都不中奖”，而狀（犃
－

１犃
－

２）＝４×３＝１２，所以

犘（犃
－

１犃
－

２）＝
１２

３０
＝
２

５
．

因此

犘（犃）＝１－犘（犃
－

１犃
－

２）＝１－
２

５
＝
３

５
．

４４２
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��

１．已知犘（犃）＝０．５，犘（犅）＝０．３．

（１）如果犅犃，那么犘（犃∪犅）＝　　　，犘（犃犅）＝　　　；

（２）如果犃，犅互斥，那么犘（犃∪犅）＝　　　，犘（犃犅）＝　　　．

２．指出下列表述中的错误：

（１）某地区明天下雨的概率为０．４，明天不下雨的概率为０．５；

（２）如果事件犃与事件犅互斥，那么一定有犘（犃）＋犘（犅）＝１．

３．在学校运动会开幕式上，１００名学生组成一个方阵进行表演，他们按照性别 （Ｍ （男）、Ｆ （女））

及年级（Ｇ１（高一）、Ｇ２（高二）、Ｇ３（高三））分类统计的人数如下表：

性别 Ｇ１ Ｇ２ Ｇ３

Ｍ １８ ２０ １４

Ｆ １７ ２４ ７

若从这１００名学生中随机选一名学生，求下列概率：

犘（Ｍ）＝　　 ，犘（Ｆ）＝　　　，犘（Ｍ∪Ｆ）＝　　 ，犘（ＭＦ）＝　　 ，

犘（Ｇ１）＝　　 ，犘（Ｍ∪Ｇ２）＝　　　，犘（ＦＧ３）＝　　　 ．

����

习题１０．１

１．如图，抛掷一蓝、一黄两枚质地均匀的正四面体骰子，分别观察底面上的数字．

（１）用表格表示试验的所有可能结果；

（２）列举下列事件包含的样本点：

犃＝ “两个数字相同”，犅＝ “两个数字之和等于５”，犆＝ “蓝色骰子的数字为２”．

�

� �

�

（第１题）

２．在某届世界杯足球赛上，ａ，ｂ，ｃ，ｄ四支球队进入了最后的比赛．在第一轮的两场比赛中，ａ

对ｂ，ｃ对ｄ，然后这两场比赛的胜者将进入冠亚军决赛，这两场比赛的负者比赛，决出第三

名和第四名．比赛的一种最终可能结果记为ａｃｂｄ（表示ａ胜ｂ，ｃ胜ｄ，然后ａ胜ｃ，ｂ胜ｄ）．

（１）写出比赛所有可能结果构成的样本空间；

（２）设事件犃表示ａ队获得冠军，写出犃包含的所有可能结果；

（３）设事件犅表示ａ队进入冠亚军决赛，写出犅包含的所有可能结果．

５４２



第十章　概率

３．抛掷两枚质地均匀的硬币，设事件犃＝ “第一枚硬币正面朝上”，事件犅＝ “第二枚硬币反面朝上”．

（１）写出样本空间，并列举犃和犅包含的样本点；

（２）下列结论中正确的是 （　　 ）．

（Ａ）犃与犅互为对立事件　　　（Ｂ）犃与犅互斥

（Ｃ）犃与犅相等 （Ｄ）犘（犃）＝犘（犅）

４．判断下列说法是否正确．若错误，请举出反例．

（１）互斥的事件一定是对立事件，对立事件不一定是互斥事件；

（２）互斥的事件不一定是对立事件，对立事件一定是互斥事件；

（３）事件犃与事件犅中至少有一个发生的概率一定比犃与犅中恰有一个发生的概率大；

（４）事件犃与事件犅同时发生的概率一定比犃与犅中恰有一个发生的概率小．

５．生产某种产品需要两道工序，设事件犃＝ “第一道工序加工合格”，事件犅＝ “第二道工序加

工合格”，用犃，犅，犃
－

， 犅
－

表示下列事件：

犆＝ “产品合格”，犇＝ “产品不合格”．

６．下面的三个游戏都是在袋子中装球，然后从袋子中不放回地取球．分别计算三个游戏中甲获胜

的概率．你认为哪个游戏是公平的？

项目 游戏１ 游戏２ 游戏３

袋子中球的数量和颜色 １个红球和１个白球 ２个红球和２个白球 ３个红球和１个白球

取球规则 取１个球 依次取出２个球 依次取出２个球

获胜规则
取到红球→甲胜 两个球同色→甲胜 两个球同色→甲胜

取到白球→乙胜 两个球不同色→乙胜 两个球不同色→乙胜

７．一个盒子中装有标号为１，２，３，４，５的５张标签，随机地选取两张标签，根据下列条件求两

张标签上的数字为相等整数的概率：

（１）标签的选取是不放回的；

（２）标签的选取是有放回的．

８．从长度为１，３，５，７，９的５条线段中任取３条，求这三条线段能构成一个三角形的概率．

����

９．一个盒子中装有６支圆珠笔，其中３支一等品，２支二等品和１支三等品．若从中任取２支，

那么下列事件的概率各是多少？

（１）犃＝ “恰有１支一等品”；

（２）犅＝ “两支都是一等品”；

（３）犆＝ “没有三等品”．

１０．抛掷一红一绿两颗质地均匀的六面体骰子，记下骰子朝上面的点数．若用狓表示红色骰子的

点数，用狔表示绿色骰子的点数，用 （狓，狔）表示一次试验的结果．设犃＝ “两个点数之和

等于８”，犅＝ “至少有一颗骰子的点数为５”，犆＝ “红色骰子上的点数大于４”．

（１）求事件犃，犅，犆的概率；

６４２
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（２）求事件犃∪犅，犃∩犅的概率．

１１．某人有４把钥匙，其中２把能打开门．如果随机地取一把钥匙试着开门，把不能开门的钥匙

扔掉，那么第二次才能打开门的概率有多大？如果试过的钥匙又混进去，第二次才能打开门

的概率又有多大？

１２．假设有５个条件类似的女孩 （把她们分别记为Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ）应聘秘书工作，但只有２个

秘书职位，因此５个人中只有２人能被录用．如果５个人被录用的机会相等，分别计算下列

事件的概率：

（１）女孩Ａ得到一个职位；

（２）女孩Ａ和Ｂ各得到一个职位；

（３）女孩Ａ或Ｂ得到一个职位．

１３．某射击运动员平时训练成绩的统计结果如下：

命中环数 ６ ７ ８ ９ １０

频率 ０．１ ０．１５ ０．２５ ０．３ ０．２

如果这名运动员只射击一次，求下列事件的概率：

（１）命中１０环；

（２）命中的环数大于８环；

（３）命中的环数小于９环；

（４）命中的环数不超过５环．

１４．将一枚质地均匀的骰子连续抛掷３次，求下列事件的概率：

（１）没有出现６点；

（２）至少出现一次６点；

（３）三个点数之和为９．


���

１５．如图是某班级５０名学生订阅数学、语文、英语学习资料的情况，其中犃 表示订阅数学学习

资料的学生，犅表示订阅语文学习资料的学生，犆表示订阅英语学习资料的学生．

（１）从这个班任意选择一名学生，用自然语言描述１，４，５，８各区域所代表的事件；

（２）用犃，犅，犆表示下列事件：

① 至少订阅一种学习资料；

② 恰好订阅一种学习资料；

③ 没有订阅任何学习资料．

7
4

1
3

2
5

6
8

AB

C

（第１５题）
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１６．从１～２０这２０个整数中随机选择一个数，设事件犃表示选到的数能被２整除，事件犅表示

选到的数能被３整除．求下列事件的概率：

（１）这个数既能被２整除也能被３整除；

（２）这个数能被２整除或能被３整除；

（３）这个数既不能被２整除也不能被３整除．

１７．某品牌计算机售后保修期为１年，根据大量的维修记录资料，这种品牌的计算机在使用一年

内维修次数最多的是３次，其中维修１次的占１５％，维修２次的占６％，维修３次的占４％．

（１）某人购买了一台这个品牌的计算机，设犃犽＝“保修期内需要维修犽次”，犽＝０，１，２，３，

请填写下表：

事件 犃０ 犃１ 犃２ 犃３

概率

事件犃０，犃１，犃２，犃３是否满足两两互斥？是否满足等可能性？

（２）求下列事件的概率：

①犃＝“在保修期内需要维修”；

②犅＝“在保修期内不需要维修”；

③犆＝“在保修期内维修不超过１次”．

８４２
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１０２　事件的相互独立性

前面我们研究过互斥事件、对立事件的概率性质，还研

究过和事件的概率计算方法．对于积事件的概率，你能提出

什么值得研究的问题吗？

我们知道，积事件犃犅就是事件犃与事件犅同时发生．

因此，积事件犃犅发生的概率一定与事件犃，犅发生的概率

有关．那么，这种关系会是怎样的呢？

下面我们来讨论一类与积事件有关的特殊问题．

��

下面两个随机试验各定义了一对随机事件犃和犅，你觉得事件犃发生与否会影

响事件犅发生的概率吗？

试验１：分别抛掷两枚质地均匀的硬币，犃＝“第一枚硬币正面朝上”，犅＝“第二

枚硬币反面朝上”．

试验２：一个袋子中装有标号分别是１，２，３，４的４个球，除标号外没有其他

差异．采用有放回方式从袋中依次任意摸出两球．设犃＝ “第一次摸到球的标号小于

３”，犅＝ “第二次摸到球的标号小于３”．

分别计算犘（犃），犘（犅），犘（犃犅），你有什么发现？

显然，对于试验１，因为两枚硬币分别抛掷，第一枚硬币的抛掷结果与第二枚硬币的

抛掷结果互相不受影响，所以事件犃发生与否不影响事件犅发生的概率．

对于试验２，因为是有放回摸球，第一次摸球的结果与第二次摸球的结果互相不受影

响，所以事件犃发生与否也不影响事件犅发生的概率．

在试验１中，用１表示硬币 “正面朝上”，用０表示硬币 “反面朝上”，则样本空间为

Ω＝｛（１，１），（１，０），（０，１），（０，０）｝，包含４个等可能的样本点．而犃 ＝｛（１，１），

（１，０）｝，犅＝｛（１，０），（０，０）｝，所以犃犅＝｛（１，０）｝．由古典概型概率计算公式，得

犘（犃）＝犘（犅）＝
１

２
，犘（犃犅）＝

１

４
．

于是

犘（犃犅）＝犘（犃）犘（犅）．

积事件犃犅的概率犘（犃犅）恰好等于犘（犃）与犘（犅）的乘积．

９４２
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在试验２中，样本空间Ω＝｛（犿，狀）狘犿，狀∈｛１，２，３，４｝｝，而

犃＝｛（１，１），（１，２），（１，３），（１，４），

（２，１），（２，２），（２，３），（２，４）｝，

犅＝｛（１，１），（１，２），（２，１），（２，２），

（３，１），（３，２），（４，１），（４，２）｝，

犃犅＝｛（１，１），（１，２），（２，１），（２，２）｝，

所以

犘（犃）＝犘（犅）＝
１

２
，犘（犃犅）＝

１

４
．

于是也有

犘（犃犅）＝犘（犃）犘（犅）．

积事件犃犅的概率犘（犃犅）也等于犘（犃）与犘（犅）的乘积．

从上述两个试验的共性中得到启发，我们引入这种事件关系的一般定义：

对任意两个事件犃与犅，如果

犘（犃犅）＝犘（犃）犘（犅）

成立，则称事件犃与事件犅相互独立，简称为独立．

由两个事件相互独立的定义，容易验证必然事件Ω、不可能事件都与任意事件相

互独立．这是因为必然事件Ω总会发生，不会受任何事件是否发生的影响；同样，不可能

事件总不会发生，也不受任何事件是否发生的影响．当然，它们也不影响其他事件是否

发生．

��

互为对立的两个事件是非常特殊的一种事件关系．如果事件犃 与事件犅相互独

立，那么它们的对立事件是否也相互独立？以有放回摸球试验为例，分别验证犃 与

犅
－

，犃
－

与犅，犃
－

与犅
－

是否独立，你有什么发现？

　　我们知道，如果三个

事件犃，犅，犆两两互斥，

那么概率加法公式犘（犃∪

犅∪犆）＝犘（犃）＋犘（犅）＋

犘（犆）成立．但当三个事件

犃，犅，犆 两两独立时，

等式犘（犃犅犆）＝犘（犃）·

犘（犅）犘（犆）不一定成立．

对于犃与犅
－

，因为犃＝犃犅∪犃犅
－

，而且犃犅与犃犅
－

互

斥，所以

犘（犃）＝犘（犃犅∪犃犅
－

）＝犘（犃犅）＋犘（犃犅
－

）

＝犘（犃）犘（犅）＋犘（犃犅
－

），

所以

犘（犃犅
－

）＝犘（犃）－犘（犃）犘（犅）

＝犘（犃）（１－犘（犅））＝犘（犃）犘（犅
－

）．

０５２
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由事件的独立性定义，犃与犅
－

相互独立．

类似地，可以证明事件犃
－

与犅，犃
－

与犅
－

也都相互独立．

例１　一个袋子中有标号分别为１，２，３，４的４个球，除标号外没有其他差异．采用

不放回方式从中任意摸球两次．设事件犃 ＝ “第一次摸出球的标号小于３”，事件犅 ＝

“第二次摸出球的标号小于３”，那么事件犃与事件犅是否相互独立？

解：因为样本空间Ω＝｛（犿，狀）狘犿，狀∈｛１，２，３，４｝，且犿≠狀｝，

犃＝｛（１，２），（１，３），（１，４），（２，１），（２，３），（２，４）｝，

犅＝｛（１，２），（２，１），（３，１），（３，２），（４，１），（４，２）｝，

所以

犘（犃）＝犘（犅）＝
６

１２
＝
１

２
，犘（犃犅）＝

２

１２
＝
１

６
．

此时犘（犃犅）≠犘（犃）犘（犅），因此，事件犃与事件犅不独立．

例２　甲、乙两名射击运动员进行射击比赛，甲的中靶概率为０．８，乙的中靶概率为

０．９，两人各射击一次，求下列事件的概率：

（１）两人都中靶；

（２）恰好有一人中靶；

（３）两人都脱靶；

（４）至少有一人中靶．

分析：设犃＝ “甲中靶”，犅＝ “乙中靶”．从要求的概率可知，需要先分别求犃，犅

的对立事件犃
－

，犅
－

的概率，并利用犃，犅，犃
－

，犅
－

构建相应的事件．

解：设犃＝ “甲中靶”，犅＝ “乙中靶”，则犃
－

＝ “甲脱靶”，犅
－

＝ “乙脱靶”．由于两

个人射击的结果互不影响，所以犃与犅相互独立，犃与犅
－

，犃
－

与犅，犃
－

与犅
－

都相互独立．

由已知可得，犘（犃）＝０．８，犘（犅）＝０．９，犘（犃
－

）＝０．２，犘（犅
－

）＝０．１．

（１）犃犅＝ “两人都中靶”，由事件的独立性定义，得

犘（犃犅）＝犘（犃）犘（犅）＝０．８×０．９＝０．７２．

（２）“恰好有一人中靶”＝犃犅
－

∪犃
－

犅，且犃犅
－

与犃
－

犅互斥，根据概率的加法公式和

事件的独立性定义，得

犘（犃犅
－

∪犃
－

犅）＝犘（犃犅
－

）＋犘（犃
－

犅）＝犘（犃）犘（犅
－

）＋犘（犃
－

）犘（犅）

＝０．８×０．１＋０．２×０．９＝０．２６．

（３）事件 “两人都脱靶”＝犃
－

犅
－

，所以

１５２
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犘（犃
－

犅
－

）＝犘（犃
－

）犘（犅
－

）＝０．２×０．１＝０．０２．

（４）方法１：事件 “至少有一人中靶”＝犃犅∪犃犅
－

∪犃
－

犅，且犃犅，犃犅
－

与犃
－

犅两两

互斥，所以

犘（犃犅∪犃犅
－

∪犃
－

犅）＝犘（犃犅）＋犘（犃犅
－

）＋犘（犃
－

犅）

＝犘（犃犅）＋犘（犃犅
－

∪犃
－

犅）

＝０．７２＋０．２６＝０．９８．

方法２：由于事件 “至少有一人中靶”的对立事件是 “两人都脱靶”，根据对立事件

的性质，得事件 “至少有一人中靶”的概率为

１－犘（犃
－

犅
－

）＝１－０．０２＝０．９８．

例３　甲、乙两人组成 “星队”参加猜成语活动，每轮活动由甲、乙各猜一个成语，

已知甲每轮猜对的概率为
３

４
，乙每轮猜对的概率为

２

３
．在每轮活动中，甲和乙猜对与否互

不影响，各轮结果也互不影响．求 “星队”在两轮活动中猜对３个成语的概率．

分析：两轮活动猜对３个成语，相当于事件 “甲猜对１个，乙猜对２个”、事件 “甲

猜对２个，乙猜对１个”的和事件发生．

解：设犃１，犃２分别表示甲两轮猜对１个，２个成语的事件，犅１，犅２分别表示乙两轮

猜对１个，２个成语的事件．根据独立性假定，得

犘（犃１）＝
３

４
×
１

４
＋
１

４
×
３

４
＝
３

８
，犘（犃２）＝（３

４
）
２

＝
９

１６
．

犘（犅１）＝
２

３
×
１

３
＋
１

３
×
２

３
＝
４

９
，犘（犅２）＝（２

３
）
２

＝
４

９
．

设犃＝ “两轮活动 ‘星队’猜对３个成语”，则犃＝犃１犅２∪犃２犅１，且犃１犅２与犃２犅１

互斥，犃１与犅２，犃２与犅１分别相互独立，所以

犘（犃）＝犘（犃１犅２）＋犘（犃２犅１）＝犘（犃１）犘（犅２）＋犘（犃２）犘（犅１）

＝
３

８
×
４

９
＋
９

１６
×
４

９
＝
５

１２
．

因此，“星队”在两轮活动中猜对３个成语的概率是
５

１２
．

��

１．分别抛掷两枚质地均匀的硬币，设事件犃＝ “第１枚正面朝上”，事件犅＝ “第２枚正面朝上”，事

件犆＝ “两枚硬币朝上的面相同”，犃，犅，犆中哪两个相互独立？

２．设样本空间Ω＝｛犪，犫，犮，犱｝含有等可能的样本点，且

犃＝｛犪，犫｝，犅＝｛犪，犮｝，犆＝｛犪，犱｝．

２５２
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请验证犃，犅，犆三个事件两两独立，但犘（犃犅犆）≠犘（犃）犘（犅）犘（犆）．

３．天气预报报道：元旦假期甲地的降雨概率是０．２，乙地的降雨概率是０．３．假定在这段时间内两地是

否降雨相互之间没有影响，计算在这段时间内：

（１）甲、乙两地都降雨的概率；

（２）甲、乙两地都不降雨的概率；

（３）至少一个地方降雨的概率．

４．证明必然事件Ω和不可能事件与任意事件相互独立．

����

习题１０．２

１．掷两枚质地均匀的骰子，设犃＝“第一枚出现奇数点”，犅＝“第二枚出现偶数点”，则犃与犅的关系

为 （　　）．

（Ａ）互斥　　　 （Ｂ）互为对立　　　 （Ｃ）相互独立　　　 （Ｄ）相等

２．假设犘（犃）＝０．７，犘（犅）＝０．８，且犃与犅相互独立，则犘（犃犅）＝　　，犘（犃∪犅）＝　　 ．

３．若犘（犃）＞０，犘（犅）＞０，证明：事件犃，犅相互独立与犃，犅互斥不能同时成立．

����

４．甲、乙两人独立地破译一份密码，已知各人能破译的概率分别是
１

３
，１
４
，求：

1 2

5
6

（第５题）

（１）两人都成功破译的概率；

（２）密码被成功破译的概率．

５．如图，一个正八面体，八个面分别标以数字１到８，任意抛掷一次这个

正八面体，观察它与地面接触的面上的数字，得到样本空间为Ω＝｛１，

２，３，４，５，６，７，８｝．构造适当的事件犃，犅，犆， 使犘（犃犅犆）＝

犘（犃）犘（犅）犘（犆）成立，但不满足犃，犅，犆两两独立．


���

６．分析如下三个随机试验及指定的随机事件，并解答下面的问题．

Ｅ１：抛掷两枚质地均匀的硬币；事件犃＝ “两枚都正面朝上”．

Ｅ２：向一个目标射击两次，每次命中目标的概率为０．６；事件犅＝ “命中两次目标”．

Ｅ３：从包含２个红球、３个黄球的袋子中依次不放回任意摸出两球；事件犆＝ “两次都摸到红球”．

（１）用适当的符号表示试验的可能结果，分别写出各试验的样本空间；

（２）指出这三个试验的共同特征和区别；

（３）分别求犃，犅，犆的概率．

３５２
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１０３　频率与概率

对于样本点等可能的试验，我们可以用古典概型公式计

算有关事件的概率．但在现实中，很多试验的样本点往往不

是等可能的或者是否等可能不容易判断．例如，抛掷一枚质

地不均匀的骰子，或者抛掷一枚图钉，此时无法通过古典概

型公式计算有关事件的概率，我们需要寻找新的求概率的

方法．

１０３１! rn.stp

我们知道，事件的概率越大，意味着事件发生的可能性越大，在重复试验中，相应的

频率一般也越大；事件的概率越小，则事件发生的可能性越小，在重复试验中，相应的频

率一般也越小．在初中，我们利用频率与概率的这种关系，通过大量重复试验，用频率去

估计概率．那么，在重复试验中，频率的大小是否就决定了概率的大小呢？频率与概率之

间到底是一种怎样的关系呢？

��

重复做同时抛掷两枚质地均匀的硬币的试验，设事件犃 ＝ “一个正面朝上，一

个反面朝上”，统计犃出现的次数并计算频率，再与其概率进行比较．你发现了什么

规律？

把硬币正面朝上记为１，反面朝上记为０，则这个试验的样本空间Ω＝｛（１，１），（１，０），

（０，１），（０，０）｝，犃＝｛（１，０），（０，１）｝，所以犘（犃）＝
１

２
．

下面我们分步实施试验，考察随着试验次数的增加，事件犃 的频率的变化情况，以

及频率与概率的关系．

　　每组中４名同学的结

果一样吗？为什么会出现

这样的情况？

第一步：每人重复做２５次试验，记录事件犃发生的次

数，计算频率；

第二步：每４名同学为一组，相互比较试验结果；

第三步：各组统计事件犃 发生的次数，计算事件犃 发

生的频率，将结果填入表１０．３１中．
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表１０３１

小组序号 试验总次数 事件犃发生的次数 事件犃发生的频率

１ １００

２ １００

３ １００

…

合计

	�

比较在自己试验２５次、小组试验１００次和全班试验总次数的情况下，事件犃发

生的频率．

（１）各小组的试验结果一样吗？为什么会出现这种情况？

（２）随着试验次数的增加，事件犃发生的频率有什么变化规律？

利用计算机模拟掷两枚硬币的试验，在重复试验次数为２０，１００，５００时各做５组试

验，得到事件犃 ＝ “一个正面朝上，一个反面朝上”发生的频数狀犃 和频率犳狀（犃）（表

１０．３２）．

表１０３２

序号
狀＝２０ 狀＝１００ 狀＝５００

频数 频率 频数 频率 频数 频率

１ １２ ０．６ ５６ ０．５６ ２６１ ０．５２２

２ ９ ０．４５ ５０ ０．５０ ２４１ ０．４８２

３ １３ ０．６５ ４８ ０．４８ ２５０ ０．５

４ ７ ０．３５ ５５ ０．５５ ２５８ ０．５１６

５ １２ ０．６ ５２ ０．５２ ２５３ ０．５０６

用折线图表示频率的波动情况 （图１０．３１）．

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3 1 2 3 4 5

n=20
0

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3 1 2 3 4 5

n=100
0

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3 1 2 3 4 5

n=500
0

图１０．３１
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雅各布第一·伯努利 （Ｊａｋｏｂ

Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ，１６５４—１７０５），瑞士

数学家，被公认为概率理论的

先驱，他给出了著名的大数定

律．大数定律阐述了随着试验

次数的增加，频率稳定在概率

附近．

我们发现：

（１）试验次数狀相同，频率犳狀（犃）可能不同，这说明随

机事件发生的频率具有随机性．

（２）从整体来看，频率在概率０．５附近波动．当试验次数

较少时，波动幅度较大；当试验次数较多时，波动幅度较小．

但试验次数多的波动幅度并不全都比次数少的小，只是波动

幅度小的可能性更大．

大量试验表明，在任何确定次数的随机试验中，一个随

机事件犃发生的频率具有随机性．一般地，随着试验次数狀

的增大，频率偏离概率的幅度会缩小，即事件犃 发生的频率

犳狀（犃）会逐渐稳定于事件犃 发生的概率犘（犃）．我们称频率

的这个性质为频率的稳定性．因此，我们可以用频率犳狀（犃）

估计概率犘（犃）．

例１　新生婴儿性别比是每１００名女婴对应的男婴数．通过抽样调查得知，我国２０１４

年、２０１５年出生的婴儿性别比分别为１１５．８８和１１３．５１．

（１）分别估计我国２０１４年和２０１５年男婴的出生率 （新生儿中男婴的比率，精确到

０．００１）；

（２）根据估计结果，你认为 “生男孩和生女孩是等可能的”这个判断可靠吗？

分析：根据 “性别比”的定义和抽样调查结果，可以计算男婴出生的频率；由频率的

稳定性，可以估计男婴的出生率．

解：（１）２０１４年男婴出生的频率为

１１５．８８

１００＋１１５．８８
≈０．５３７，

２０１５年男婴出生的频率为

１１３．５１

１００＋１１３．５１
≈０．５３２．

　　要得到生男孩和生女

孩是否等可能的科学判

断，还需要用统计学中假

设检验的方法进行检验．

由此估计，我国２０１４年男婴出生率约为０．５３７，２０１５年男

婴出生率约为０．５３２．

（２）由于调查新生儿人数的样本非常大，根据频率的稳

定性，上述对男婴出生率的估计具有较高的可信度．因此，

我们有理由怀疑 “生男孩和生女孩是等可能的”的结论．

例２　一个游戏包含两个随机事件犃和犅，规定事件犃发生则甲获胜，事件犅发生

则乙获胜．判断游戏是否公平的标准是事件犃和犅发生的概率是否相等．
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在游戏过程中甲发现：玩了１０次时，双方各胜５次；但玩到１０００次时，自己才胜

３００次，而乙却胜了７００次．据此，甲认为游戏不公平，但乙认为游戏是公平的．你更支

持谁的结论？为什么？

解：当游戏玩了１０次时，甲、乙获胜的频率都为０．５；当游戏玩了１０００次时，甲获

胜的频率为０．３，乙获胜的频率为０．７．根据频率的稳定性，随着试验次数的增加，频率

偏离概率很大的可能性会越来越小．相对１０次游戏，１０００次游戏时的频率接近概率的可

能性更大，因此我们更愿意相信１０００次时的频率离概率更近．而游戏玩到１０００次时，

甲、乙获胜的频率分别是０．３和０．７，存在很大差距，所以有理由认为游戏是不公平的．

因此，应该支持甲对游戏公平性的判断．

	�

气象工作者有时用概率预报天气，如某气象台预报 “明天的降水概率是９０％．如

果您明天要出门，最好携带雨具”．如果第二天没有下雨，我们或许会抱怨气象台预

报得不准确．那么如何理解 “降水概率是９０％”？又该如何评价预报的结果是否准

确呢？

降水的概率是气象专家根据气象条件和经验，经分析推断得到的．对 “降水的概率为

９０％”比较合理的解释是：大量观察发现，在类似的气象条件下，大约有９０％的天数要下雨．

只有根据气象预报的长期记录，才能评价预报的准确性．如果在类似气象条件下预报

要下雨的那些天 （天数较多）里，大约有９０％确实下雨了，那么应该认为预报是准确的；

如果真实下雨的天数所占的比例与９０％差别较大，那么就可以认为预报不太准确．

��

１．判断下列说法是否正确，并说明理由：

（１）抛掷一枚硬币正面朝上的概率为０．５，则抛掷一枚硬币两次，一定是一次正面朝上，一次反面朝上；

（２）抛掷一枚质地均匀的硬币１０次，结果是４次正面朝上，所以事件 “正面朝上”的概率为０．４；

（３）当试验次数很大时，随机事件发生的频率接近其概率；

（４）在一次试验中，随机事件可能发生也可能不发生，所以事件发生和不发生的概率各是０．５．

２．用掷两枚硬币做胜负游戏，规定：两枚硬币同时出现正面或同时出现反面算甲胜，一个正面、一个

反面算乙胜．这个游戏公平吗？

３．据统计ＡＢＯ血型具有民族和地区差异．在我国Ｈ省调查了３０４８８人，四种血型的人数如下：

项目 Ａ Ｂ Ｏ ＡＢ

人数 ７７０４ １０７６５ ８９７０ ３０４９

频率

（１）计算Ｈ省各种血型的频率并填表 （精确到０．００１）；

７５２



第十章　概率

（２）如果从Ｈ省任意调查一个人的血型，那么他是Ｏ型血的概率大约是多少？

４．分别举出一个生活中概率很小和很大的例子．

１０３２! $%uv

　　随机数与伪随机数

例如我们要产生０～９

之间的随机整数，像彩票

摇奖那样，把１０个质地

和大小相同的号码球放入

摇奖器中，充分搅拌后摇

出一个球，这个球上的号

码就称为随机数．计算器

或计算机产生的随机数是

按照确定的算法产生的

数，具有周期性 （周期很

长），它们具有类似随机

数的性质．因此，计算器

或计算机产生的随机数不

是真正的随机数，我们称

它们为伪随机数．

用频率估计概率，需要做大量的重复试验．有没有其他

方法可以替代试验呢？

我们知道，利用计算器或计算机软件可以产生随机数．

实际上，我们也可以根据不同的随机试验构建相应的随机数

模拟试验，这样就可以快速地进行大量重复试验了．

例如，对于抛掷一枚质地均匀硬币的试验，我们可以让

计算器或计算机产生取值于集合 ｛０，１｝的随机数，用０表

示反面朝上，用１表示正面朝上．这样不断产生０，１两个

随机数，相当于不断地做抛掷硬币的试验．

又如，一个袋中装有２个红球和３个白球，这些球除颜

色不同外没有其他差别．对于从袋中摸出一个球的试验，我

们可以让计算器或计算机产生取值于集合 ｛１，２，３，４，５｝

的随机数，用１，２表示红球，用３，４，５表示白球．这样

不断产生１～５之间的整数随机数，相当于不断地做从袋中

摸球的试验．

表１０．３３是用电子表格软件模拟上述摸球试验的结果，

其中狀为试验次数，狀犃为摸到红球的频数，犳狀（犃）为摸到红

球的频率．

表１０３３

狀 １０ ２０ ５０ １００ １５０ ２００ ２５０ ３００

狀犃 ６ ７ ２０ ４５ ６６ ７７ １０４ １１６

犳狀（犃） ０．６ ０．３５ ０．４ ０．４５ ０．４４ ０．３８５ ０．４１６ ０．３９
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　　蒙特卡洛方法是在第

二次世界大战期间兴起和

发展起来的，它的奠基人

是冯·诺伊曼 （Ｊｏｈｎｖｏｎ

Ｎｅｕｍａｎｎ）．这种方法在应

用物理、原子能、固体物

理、化学、生物、生态学、

社会学以及经济行为等领

域中都得到了广泛的应用．

画出频率折线图 （图１０．３２），从图中可以看出：随着

试验次数的增加，摸到红球的频率稳定于概率０．４．

我们称利用随机模拟解决问题的方法为蒙特卡洛

（ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ）方法．

例３　从你所在班级任意选出６名同学，调查他们的出

生月份，假设出生在一月、二月……十二月是等可能的．设

事件犃 ＝ “至少有两人出生月份相同”，设计一种试验方

法，模拟２０次，估计事件犃发生的概率．

解：方法１　根据假设，每个人的出生月份在１２个月中

是等可能的，而且相互之间没有影响，所以观察６个人的出

生月份可以看成可重复试验．

因此，可以构建如下有放回摸球试验进行模拟：在袋子中装入编号为１，２，…，１２

的１２个球，这些球除编号外没有什么差别．有放回地随机从袋中摸６次球，得到６个数

代表６个人的出生月份，这就完成了一次模拟试验．如果这６个数中至少有２个相同，表

示事件犃发生了．重复以上模拟试验２０次，就可以统计出事件犃发生的频率．

方法２　利用电子表格软件模拟试验．在Ａ１，Ｂ１，Ｃ１，Ｄ１，Ｅ１，Ｆ１单元格分别输入

“＝ＲＡＮＤＢＥＴＷＥＥＮ （１，１２）”，得到６个数，代表６个人的出生月份，完成一次模拟

试验．选中Ａ１，Ｂ１，Ｃ１，Ｄ１，Ｅ１，Ｆ１单元格，将鼠标指向右下角的黑点，按住鼠标左

键拖动到第２０行，相当于做２０次重复试验．统计其中有相同数的频率，得到事件犃的概

率的估计值．

表１０．３４是２０次模拟试验的结果．事件犃 发生了１４次，事件犃 的概率估计值为

０．７０，与事件犃的概率 （约０．７８）相差不大．

表１０３４
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例４　在一次奥运会男子羽毛球单打比赛中，运动员甲和乙进入了决赛．假设每局比

赛甲获胜的概率为０．６，乙获胜的概率为０．４．利用计算机模拟试验，估计甲获得冠军的

概率．

分析：奥运会羽毛球比赛规则是３局２胜制，甲获得冠军的结果可能是２∶０或２∶１．

显然，甲连胜２局或在前２局中赢一局输一局，并赢得第３局的概率，与打满３局，甲胜

２局或３局的概率相同．每局比赛甲可能胜，也可能负，３局比赛所有可能结果有８种，

但是每个结果不是等可能出现的，因此不是古典概型，可以用计算机模拟比赛结果．

解：设事件犃＝ “甲获得冠军”，事件犅＝ “单局比赛甲胜”，则犘（犅）＝０．６．用计

算器或计算机产生１～５之间的随机数，当出现随机数１，２或３时，表示一局比赛甲获

胜，其概率为０．６．由于要比赛３局，所以每３个随机数为一组．例如，产生２０组随

机数：

　　用随机模拟的方法得

到的是２０次试验中事件

犃发生的频率，它是概率

的近似值．事件犃 的概率

的精确值为０．６４８．

４２３　１２３　４２３　３４４　１１４　４５３　５２５　３３２　１５２　３４２

５３４　４４３　５１２　５４１　１２５　４３２　３３４　１５１　３１４　３５４

相当于做了２０次重复试验．其中事件犃发生了１３次，对应

的数组分别是４２３，１２３，４２３，１１４，３３２，１５２，３４２，５１２，

１２５，４３２，３３４，１５１，３１４，用频率估计事件犃 的概率近似

为
１３

２０
＝０．６５．

��

１．将一枚质地均匀的硬币连续抛掷４次，设事件犃＝ “恰好两次正面朝上”，

（１）直接计算事件犃的概率；

（２）利用计算器或计算机模拟试验８０次，计算事件犃发生的频率．

２．盒子中仅有４个白球和５个黑球，从中任意取出一个球．

（１）“取出的球是黄球”是什么事件？它的概率是多少？

（２）“取出的球是白球”是什么事件？它的概率是多少？

（３）“取出的球是白球或黑球”是什么事件？它的概率是多少？

（４）设计一个用计算器或计算机模拟上面取球的试验，并模拟１００次，估计 “取出的球是白球”的概率．

３． （１）掷两枚质地均匀的骰子，计算点数和为７的概率；

（２）利用随机模拟的方法，试验１２０次，计算出现点数和为７的频率；

（３）所得频率与概率相差大吗？为什么会有这种差异？
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����

习题１０．３

１．在一个试验中，把一种血清注射到５００只豚鼠体内．被注射前，这些豚鼠中１５０只有圆形细

胞，２５０只有椭圆形细胞，１００只有不规则形状细胞；被注射后，没有一个具有圆形细胞的豚

鼠被感染，５０个具有椭圆形细胞的豚鼠被感染，具有不规则形状细胞的豚鼠全部被感染．根

据试验结果，估计具有下列类型的细胞的豚鼠被这种血清感染的概率：

（１）圆形细胞；

（２）椭圆形细胞；

（３）不规则形状细胞．

２．用木块制作的一个四面体，四个面上分别标记１，２，３，４．重复抛掷这个四面体１００次，记录

每个面落在桌面上的次数 （如下表）．如果再抛掷一次，请估计标记３的面落在桌面上的概率．

四面体的面 １ ２ ３ ４

频数 ２２ １８ ２１ ３９

３．在英语中不同字母出现的频率相差很大，但同一个字母的使用频率相当稳定．有人统计了４０

多万个单词中５个元音字母的使用频率，结果如下表所示：

元音字母 Ａ Ｅ Ｉ Ｏ Ｕ

频率 ７．８８％ １２．６８％ ７．０７％ ７．７６％ ２．８０％

（１）从一本英文 （小说类）书里随机选一页，统计在这一页里元音字母出现的频率；

（２）将你统计得出的频率与上表中的频率进行比较，结果是否比较接近？你认为存在差异的原

因是什么．

４．人类的四种血型与基因型的对应为：Ｏ型的基因型为ｉｉ，Ａ型的基因型为ＩＡｉ或ＩＡＩＡ，Ｂ型的

基因型为ＩＢｉ或ＩＢＩＢ，ＡＢ型的基因型为ＩＡＩＢ．其中ＩＡ和ＩＢ是显性基因，ｉ是隐性基因．

一对夫妻的血型一个是Ａ型，一个是Ｂ型，请确定他们的子女的血型是Ｏ，Ａ，Ｂ或ＡＢ型的

概率，并填写下表：

父母血型的基因型组合
子女血型的概率

Ｏ Ａ Ｂ ＡＢ

ＩＡｉ×ＩＢｉ

ＩＡｉ×ＩＢＩＢ

ＩＡＩＡ×ＩＢｉ

ＩＡＩＡ×ＩＢＩＢ

����

５． “用事件犃发生的频率犳狀（犃）估计概率犘（犃），重复试验次数狀越大，估计的就越精确”，

判断这种说法是否正确，并举例说明．
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６．在一个袋子中放６个白球，４个红球，摇匀后随机摸球３次，采用放回和不放回两种方式摸球．

设事件犃犻＝ “第犻次摸到红球”，犻＝１，２，３．

（１）在两种摸球方式下分别猜想事件犃１，犃２，犃３发生的概率的大小关系；

（２）重复做１０次试验，求事件犃１，犃２，犃３发生的频率，并填入下表．

频率 放回摸球 不放回摸球

犳１０（犃１）

犳１０（犃２）

犳１０（犃３）

（３）在两种摸球方式下，第３次摸到红球的频率犳１０（犃３）差别大吗？在不放回摸球方式下，事

件犃１，犃２，犃３的频率差别大吗？请说明原因．

���	�

孟德尔遗传规律

孟德尔（Ｇ．Ｊ．Ｍｅｎｄｅｌ，１８２２—

１８８４）

奥地利遗传学家孟德尔在１８５８—１８６５年的８年

间做了大量豌豆杂交试验．他把子叶为黄色和绿色

的豌豆杂交，第一年收获的豌豆的子叶都是黄色的；

第二年，当他把第一年收获的子叶为黄色的豌豆再

种下时，收获的豌豆的子叶颜色既有黄色也有绿色．

同样地，他把圆粒和皱粒豌豆杂交，第一年收获的

都是圆粒豌豆；第二年，当他把这种杂交圆粒豌豆

再种下时，收获的却既有圆粒豌豆，又有皱粒豌豆．

试验的具体数据如下：

表１　豌豆杂交试验的子二代结果

性状 表现１ 表现２ 表现１∶表现２

子叶的颜色 黄色 ６０２２ 绿色 ２００１ ３．０１∶１

种子的形状 圆粒 ５４７４ 皱粒 １８５０ ２．９６∶１

为什么表面完全相同的豌豆会长出这样不同的后代呢？而且每次试验第

二年收获的结果比例都接近３∶１，非常稳定．孟德尔认为其中一定有某种遗

传规律．经过长期坚持不懈的研究，孟德尔终于找到了规律，并提出了一种

遗传机理的概率模型．这一发现为近代遗传学奠定了基础，孟德尔本人也成

了遗传学的奠基人．
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生物的性状是由遗传因子确定的，遗传因子在体细胞内是成对存在的，

一个来自父本，一个来自母本，且是随机组合的．用ＤＤ表示子叶为纯黄色

豌豆的一对遗传因子，用ｄｄ表示子叶为纯绿色豌豆的一对遗传因子．当这两

种豌豆杂交时，子一代 （第一年收获的豌豆）的遗传因子全部为Ｄｄ．当把子

一代杂交豌豆再种下时，子二代 （第二年收获的豌豆）同样是从父本和母本

各随机地继承一个遗传因子，所以子二代的遗传因子有三种类型：ＤＤ，

Ｄｄ，ｄｄ．

D d D d dD

�� �� �� ��

��

���

��

��

���

���

DD dd

Dd

Dd Dd

DD Dd Dd dd

对豌豆的颜色来说，Ｄ是显性因子，ｄ是隐性因子．当显性因子与隐性

因子结合时，表现显性因子的性状，即ＤＤ，Ｄｄ都表现为黄色；当两个隐性

因子结合时，才表现隐性因子的性状，即ｄｄ表现为绿色．

由于子代的遗传因子是父本和母本的遗传因子的等可能随机组合，因此

在子二代中 ，ＤＤ，ｄｄ出现的概率都是０．２５，Ｄｄ出现的概率是０．５．所以子

二代中子叶为黄色的豌豆 （ＤＤ，Ｄｄ）与子叶为绿色的豌豆 （ｄｄ）的比例大

约是３∶１．

在孟德尔豌豆试验中，设犃＝ “在子二代豌豆中随机选择一粒子叶是绿

色的豌豆”，则犃是一个随机事件．孟德尔的试验 （试验次数为８０２３）表明，

事件犃发生的频率约为０．２４９４．请问：

（１）孟德尔是依据什么猜想事件犃发生的概率为０．２５，从而构造遗传机

理概率模型的？

（２）如果对某个随机现象，我们先提出一个理论概率模型，如何对模型

的正确性进行验证呢？

感兴趣的同学可以进一步思考，当随机选择子二代豌豆进行杂交时，按

照孟德尔遗传规律，子三代豌豆的子叶是绿色的概率是多大？
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GC [\F]^
在自然界和人类社会存在的各种现象中，有些在一定条件下能预知结果，

称为确定性现象；有些不能预知结果，称为不确定性现象．我们把在一定条件

下不能事先预知结果，但在大量重复观测下，各个结果出现的频率具有稳定性

的现象称为随机现象．概率论是研究随机现象规律性的数学分支．

在本章，我们在明确概率的研究对象的基础上，引进了样本点和有限样本空

间的概念，并把随机事件定义为样本空间的子集，再类比集合的关系和运算，研

究了随机事件的关系和运算；然后，我们重点研究了古典概型的特征、古典概率

的定义及计算，探究了概率的基本性质；接着，利用概率讨论了事件之间的一种

特殊关系，即事件的独立性，并利用独立性简化某些概率计算；最后，我们研究

了随机事件频率的稳定性，以及用频率估计概率时很实用的随机模拟方法．

在初中的学习中，我们对随机事件、等可能条件下概率的计算以及用频率

估计概率已有初步认识．本章我们从随机试验抽象出样本点、样本空间的概念，

将随机事件看作样本空间的子集，这是研究概率问题的基础．用样本点表示随

机事件是把现实问题转化为数学问题的关键步骤，必须给予充分重视．根据概

率的定义，设一个随机试验的样本空间为Ω，对于每个事件犃Ω，都有唯一
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确定的实数犘（犃）∈［０，１］与之对应．由此想到，我们可以类比函数的研究过

程和方法来构建概率的研究路径，发现和提出概率中要研究的问题，形成研究

方法，得出有关结论．例如，我们可以建立一个表格，通过类比函数的性质，

发现和提出概率的性质：

函数狔＝犳 （狓）的性质 概率犘 （犃）的性质

１．定义域：狓的取值范围犇．
１．事件犃的 “取值范围”，犃 是样本空间Ω

的子集，犃中元素取自Ω．

２．值域：犳（狓）的取值范围． ２．犘（犃）的取值范围：０≤犘（犃）≤１．

３．特殊点的取值：如对于狔＝犪狓（犪＞０，

犪≠１），犪０＝１．

３．特殊事件的概率：（１）犘（）＝０；

（２）犘（Ω）＝１；（３）设 ｛狑１｝，…，｛狑狀｝

为基本事件，那么∑
狀

犻＝１

犘（｛狑犻｝）＝１．

４．单调性：任意狓１，狓２∈犇，当狓１＜狓２

时，有犳（狓１）＜犳（狓２）（或犳（狓１）＞犳（狓２））．
４．单调性：如果犃犅，那么犘（犃）≤犘（犅）．

…… ……

当然，概率的研究对象比函数的研究对象复杂得多，所以在概率的学习中

要拓宽思路．例如，我们还可以从事件的关系和运算入手，或者类比长度、面

积的性质，发现概率的一些基本性质．

随机事件在一次试验中是否发生是不确定的，但在大量重复试验中，它的

发生呈现出规律性．概率是随机事件发生可能性大小的度量．古典概型是最简单

的概率模型，可以直接计算相关事件的概率．需要注意的是，只有在试验结果

是有限的、每个结果的出现是等可能的特征下，才能定义出古典概型中随机事

件发生的概率．在学习中，要注意在理解样本空间、随机事件等概念的基础上，

理解随机事件概率的意义；同时，要注意借助古典概型认识样本空间以及随机

事件发生的含义．

在现实中，还有大量随机事件不能像古典概型一样直接计算概率，要利用

频率来估计．要注意理解频率的特性、概率与频率的关系．随机事件发生的频率

是概率的近似值，随着试验次数的增加，频率会逐渐稳定于概率；频率具有随

机性，试验次数不同，频率可能不同，即使相同次数的不同试验，频率也可能

不同．不过，概率是一个确定的数，与每次试验无关．

与统计的研究一样，概率中也需要进行大数据的处理．本章我们学习了随

机模拟方法，利用计算机产生整数随机数、模拟某些随机试验，这不仅能提高数
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据处理的效率，而且能使我们更好地体会概率的意义．所以，要重视信息技术

的作用，尽可能学会用计算工具来处理数据，进行随机模拟．

请你带着下面的问题，复习一下全章的内容吧！

１．你能举出一些随机现象的例子吗？你会用什么方法了解这个随机现象的规律？

２．你能举出几个在日常生活中利用概率决策的例子吗？

３．古典概型有哪些特征？

４．由概率的基本性质你还能推出概率的其他性质吗？

５．如果两个事件犃和犅独立，那么犘（犃犅）与犘（犃），犘（犅）有什么关系？

６．重复试验１００次一定比重复试验５０次得到的频率更接近概率吗？你有办

法了解你得到的频率是否接近概率吗？

７．利用随机模拟得到的计算结果是频率还是概率？

����

复习参考题１０

１．在一个盒子中有３个球，蓝球、红球、绿球各１个，从中随机地取出１个球，观察其颜色后放

回，然后再随机取出１个球．

（１）用适当的符号表示试验的可能结果，写出试验的样本空间；

（２）用集合表示 “第一次取出的是红球”的事件；

（３）用集合表示 “两次取出的球颜色相同”的事件．

A B

Ω

（第２题）

２．如图是一个古典概型的样本空间Ω和事件犃和犅，其中狀（Ω）＝２４，狀（犃）＝１２，狀（犅）＝８，

狀（犃∪犅）＝１６，那么

（１）狀（犃犅）＝　 ，犘（犃犅）＝　 ，犘（犃∪犅）＝　 ，犘（犃
－

犅
－

）＝　 ．

（２）事件犃与犅互斥吗？事件犃与犅相互独立吗？

３．某个制药厂正在测试一种减肥药的疗效，有５００名志愿者服用此药，结果如下：

体重变化 体重减轻 体重不变 体重增加

人数 ２７６ １４４ ８０

如果另有一人服用此药，估计下列事件发生的概率：

（１）这个人的体重减轻了；

６６２
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（２）这个人的体重不变；

（３）这个人的体重增加了．

４．某中学有教职工１３０人，对他们进行年龄状况和受教育程度的调查，其结果如下：

年龄状况 本科 研究生 合计

３５岁以下 ５０ ３５ ８５

３５～５０岁 ２０ １３ ３３

５０岁以上 １０ ２ １２

从这１３０名教职工中随机地抽取一人，求下列事件的概率：

（１）学历为 “本科”；

（２）３５岁及以上；

（３）３５岁以下且学历为 “研究生”．

����

５．一个袋子中有４个红球，６个绿球，采用不放回方式从中依次随机地取出２个球．

（１）求第二次取到红球的概率；

（２）求两次取到的球颜色相同的概率；

（３）如果是４个红球，狀个绿球，已知取出的２个球都是红球的概率为
１

６
，那么狀是多少？

６．有２个人在一座７层大楼的底层进入电梯，假设每一个人自第二层开始在每一层离开电梯是等

可能的．

（１）求这两个人在不同层离开电梯的概率；

（２）求这两个人在同一层离开电梯的概率．

７．柜子里有３双不同的鞋，分别用犪１，犪２，犫１，犫２，犮１，犮２表示６只鞋，从中随机地取出２只．

（１）写出试验的样本空间．

（２）求下列事件的概率，并说明它们的关系：

①犃＝ “取出的鞋不成双”；

②犅＝ “取出的鞋都是左脚的”；

③犆＝ “取出的鞋都是一只脚的”；

④犇＝ “取出的鞋是一只左脚一只右脚的，但不是一双鞋”．


���

８．某高校的入学面试中有３道难度相当的题目，李明答对每道题目的概率都是０．６．若每位面试

者共有三次机会，一旦某次答对抽到的题目，则面试通过，否则就一直抽题到第３次为止．用

犢表示答对题目，用犖 表示没有答对题目，假设对抽到的不同题目能否答对是独立的．
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（第８题）

（１）在右侧的树状图中填写样本点，并写出样本空间；

（２）求李明第二次答题通过面试的概率；

（３）求李明最终通过面试的概率．

９．有两个盒子，其中１号盒子中有９５个红球，５个白球；２号盒子中有９５个白球，５个红球．现

在从两个盒子中任意选择一个，再从中任意摸出一个球．如果摸到的是红球，你认为选择的是

哪个盒子？做出你的推断，并说说你的想法．你认为能否做出完全正确的判断？
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中文 英文 页码

向量 ｖｅｃｔｏｒ ２

有向线段 ｄｉｒｅｃｔｅｄｌｉｎｅｓｅｇｍｅｎｔ ３

零向量 ｚｅｒｏｖｅｃｔｏｒ ３

单位向量 ｕｎｉｔｖｅｃｔｏｒ ３

平行向量 ｐａｒａｌｌｅｌｖｅｃｔｏｒｓ ３

相等向量 ｅｑｕａｌｖｅｃｔｏｒｓ ４

共线向量 ｃｏｌｌｉｎｅａｒｖｅｃｔｏｒｓ ４

向量的数乘 ｓｃａｌａｒｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｖｅｃｔｏｒｓ １３

内积 ｉｎｎｅｒｐｒｏｄｕｃｔ １７

投影 ｐｒｏｊｅｃｔ １８

基底 ｂａｓｅ ２６

余弦定理 ｃｏｓｉｎｅｔｈｅｏｒｅｍ ４３

解三角形 ｓｏｌｖｉｎｇａｔｒｉａｎｇｌｅ ４３

正弦定理 ｓｉｎｅｔｈｅｏｒｅｍ ４６

复数 ｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒ ６９

虚数单位 ｉｍａｇｉｎａｒｙｕｎｉｔ ６９

复数集 ｓｅｔｏｆｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒｓ ６９

实部 ｒｅａｌｐａｒｔ ６９

虚部 ｉｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔ ６９

虚数 ｉｍａｇｉｎａｒｙｎｕｍｂｅｒ ６９

复数的模 ｍｏｄｕｌｕｓｏｆａｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒ ７１

共轭复数 ｃｏｎｊｕｇａｔｅｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒ ７２

复数的辐角 ａｒｇｕｍｅｎｔｏｆａｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒ ８４

多面体 ｐｏｌｙｈｅｄｒｏｎ ９７

旋转体 ｓｏｌｉｄｏｆｒｏｔａｔｉｏｎ ９８

棱柱 ｐｒｉｓｍ ９８

棱锥 ｐｙｒａｍｉｄ ９９

９６２



部分中英文词汇索引

续表

中文 英文 页码

棱台 ｆｒｕｓｔｕｍｏｆａｐｙｒａｍｉｄ １００

圆柱 ｃｉｒｃｕｌａｒｃｙｌｉｎｄｅｒ １０１

圆锥 ｃｉｒｃｕｌａｒｃｏｎｅ １０２

圆台 ｃｉｒｃｕｌａｒｔｒｕｎｃａｔｅｄｃｏｎｅ １０２

球体 ｓｐｈｅｒｏｉｄ １０２

平面 ｐｌａｎｅ １２４

二面角 ｄｉｈｅｄｒａｌａｎｇｌｅ １５６

总体 ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ １７３

个体 ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌ １７３

抽样调查 ｓａｍｐｌｉｎｇｓｕｒｖｅｙ １７３

样本 ｓａｍｐｌｅ １７３

简单随机抽样 ｓｉｍｐｌｅｒａｎｄｏｍｓａｍｐｌｉｎｇ １７５

总体均值 ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎｍｅａｎ １７８

样本均值 ｓａｍｐｌｅｍｅａｎ １７８

分层随机抽样 ｓｔｒａｔｉｆｉｅｄｒａｎｄｏｍｓａｍｐｌｉｎｇ １８２

频率分布表 ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｔａｂｌｅ １９４

频率分布直方图 ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｈｉｓｔｏｇｒａｍ １９４

百分位数 ｐｅｒｃｅｎｔｉｌｅ ２０３

方差 ｖａｒｉａｎｃｅ ２１２

标准差 ｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎ ２１２

随机试验 ｒａｎｄｏｍｔｒｉａｌ ２２８

样本空间 ｓａｍｐｌｅｓｐａｃｅ ２２８

随机事件 ｒａｎｄｏｍｅｖｅｎｔ ２２９

基本事件 ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙｅｖｅｎｔ ２２９

概率 ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ２３５

０７２



后  记

本册教科书是人民教育出版社课程教材研究所中学数学课程教材研究开发中心依据教

育部《普通高中数学课程标准（2017 年版）》编写的，2019 年经国家教材委员会专家委员

会审核通过.

本册教科书的编写，集中反映了我国十余年来普通高中课程改革的成果，吸取了

2004 年版《普通高中课程标准实验教科书·数学（A 版）》的编写经验，凝聚了参与课

改实验的教育专家、学科专家、教材编写专家、教研人员和一线教师，以及教材设计装

帧专家的集体智慧. 本册教科书的编写者还有陈雪梅等；本书插图绘制为王俊宏，为本

书提供照片的有 IC photo（第 49，67，96，173 页各一张图），新华社才扬（第 67 页一张 

图）等.

我们感谢 2004 年版《普通高中课程标准实验教科书·数学（A 版）》的主编刘绍学，

副主编钱珮玲、章建跃，以及所有编写人员. 我们感谢所有对教科书的编写、出版、试教

等提供过帮助与支持的同仁和社会各界朋友.

本册教科书出版之前，我们通过多种渠道与教科书选用作品（包括照片、画作）的作

者进行了联系，得到了他们的大力支持. 对此，我们表示衷心的感谢！恳请未联系到的作

者与我们联系，以便及时支付稿酬.

本册教科书投入使用后，我们根据各方意见作了修订，真诚希望广大师生和家长继续

提出宝贵意见！

联系方式

电话：010-58758866

电子邮箱：jcfk@pep.com.cn

人民教育出版社 课程教材研究所

中学数学课程教材研究开发中心
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