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人们喜欢音乐，是因为它拥有优美和谐的旋律；人们喜欢美术，是因为它描绘了人和自然的美；

人们喜欢数学，是因为它用空间形式和数量关系刻画了自然界和人类社会的内在规律，用简洁、优

美的公式与定理揭示了世界的本质，用严谨的语言和逻辑梳理了人们的思维……

我国著名数学家华罗庚先生曾经指出：数学是一切科学的得力助手和工具；任何一门科学缺少

了数学这一工具便不能确切地刻画出客观事物变化的状态，更不能从已知数据推出未知的数据来，

因而就减少了科学预见的可能性，或者减弱了科学预见的准确度．

事实上，任何一项现代科学技术的出现与发展，背后都一定有数学知识的支撑．互联网的普及、

共享经济的繁荣、网络支付的便利、物联网的兴起、人工智能的发展、大数据的应用，离开了数学

知识都是不可能的！并且，现代生活中，类似 “逻辑”“函数”“命题”“线性增长”“指数增长”“概

率”“相关性”等数学术语，在政府文件、新闻报道中比比皆是．

正如 《普通高中数学课程标准 （２０１７年版）》（以下简称 “课程标准”）所指出的：数学在形成人

的理性思维、科学精神和促进个人智力发展的过程中发挥着不可替代的作用．数学素养是现代社会

每一个人应该具备的基本素养．高中生学习必需的数学知识，能为自身的可持续发展和终身学习奠

定基础．

为了帮助广大高中生更好地学习相关数学知识，我们按照课程标准的要求编写了这套高中数学

教材．在编写过程中，我们着重做了以下几项工作．

１$%&'()*+,-./0

教材在选取内容的背景素材时，力图从学生熟悉的情境出发，着力体现时代特征，并为学生的

成长提供支撑．例如，以下内容在本套教材中都有所体现：利用数学知识破解魔术的 “秘密”，用生

活中的例子说明学习逻辑知识以及理性思考的重要性，从数学角度理解报刊上有关人工智能、新兴

媒体等报道中出现的 “线性增长”“爆炸式增长”等名词．

教材中还提到了 “网络搜索”“人工智能”“环境保护”“大数据”“按揭贷款”“电子商务”“创

业创新”等．我们相信，这些能引起大家的共鸣．

此外，教材中多处出现了借助现代信息技术学习数学知识的内容，包括怎样借助数学软件解方

程、不等式，怎样借助信息技术呈现统计结果、展示模拟过程，等等．

在体现时代特征的同时，我们也特别注重对中华优秀传统文化的展示．例如，教材中精选了多

道我国古代数学名题，启发大家从数学角度去理解 “失败乃成功之母”“三个臭皮匠，顶个诸葛亮”

等语句的含义，呈现了与二十四节气、古典诗词等有关的调查数据，介绍了 《九章算术》在代数上

的成就以及我国古代的统计工作，等等．

２123456*789,:;

在教材编写过程中，编者认真学习和讨论了当前教育学、心理学等学科的先进理念，并通过改

变教材呈现方式来加以体现，力图真正做到 “以学习者为中心”．



书书书

ｉｉ 前言

例如，教材每一章都引用了一段名人名言，旨在为大家的数学学习提供参考和指引；通过 “情

境与问题”栏目，展示相关数学知识在现实生活等情境中的应用；利用 “尝试与发现”栏目，鼓励

大家大胆尝试，并在此基础上进行猜想、归纳与总结；通过填空的方式，培养大家学习数学的信心；

选择与内容紧密联系的专题，设置拓展阅读，以拓宽大家的知识面，了解数学应用的广泛性；等等．

３!"#$%&'()*+$,

数学学习必须循序渐进是一种共识．基础不扎实是很多人学不好数学的重要原因，本套教材在编

写时特别考虑了这一点．

事实上，教材一方面按照课程标准的要求，讲解和复习了高中数学必备的集合、等式、不等式等

内容；另一方面，在呈现新知识时，教材注重从已有知识出发，在回顾的基础上通过实际例子逐步引

入，尽力展现新旧知识的联系，以达到温故知新的效果．

例如，教材在复习了变量以及初中函数概念的基础上介绍了函数中的对应关系，在回顾了整数指

数幂、二次根式等后引入了分数指数幂，等等．

正因为如此，即使是初中数学基础比较薄弱的同学，使用本套教材也能顺利地进行学习，并最终

达到理想的效果．这在本套教材试教过程中已得到印证．

４-./012'345678

数学知识具有客观性，但数学知识的理解有多种方式与途径．揭示内容本质，培养大家对数学内

容的直观理解，是我们编写本套教材时特别注意的方面之一．

首先，教材内容的安排突出主线，强调 “通性通法”．例如，多次强调了配方法的使用，自始至

终贯彻函数的研究应从特殊到一般、从性质到图象，等等．

其次，尽量自然地引入新内容或新方法．例如，通过实例说明学习中位数、百分位数的必要性，

通过对比说明用样本估计总体的合理性，等等．

最后，注重培养大家的数学学科核心素养．课程标准提出的数学抽象、逻辑推理、数学建模、直

观想象、数学运算和数据分析，在教材中都得到了落实．仅以数学抽象为例，教材处处强调了自然语

言与符号语言之间的相互转化等．

总的来说，“引导学生会用数学眼光观察世界，会用数学思维思考世界，会用数学语言表达世界”

并不容易．为此，我们在编写教材时做了很多新的尝试，力图给大家提供一套有时代特色、易教易学

的数学教材，以帮助大家学习．

本书是这套教材选择性必修部分的第三册，呈现了数列和导数及其应用的内容．通过本书的目录

与每章的 “本章导语”，可以大致了解本书的全貌，这里不再重复．

由于编写时间有限等原因，书中难免会有疏漏之处，敬请大家多提宝贵意见，以使教材日臻完善．
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发现规律的能力是各行各业的人都需要具备的，因此，很多职业

测试中都会有数字推理的考查内容．例如，以下是 “行政职业能力测

验”中的一道题，你能快速地做出来并说明理由吗？

根据

１，２，４，７，（　　），１６

中各数字之间的关系，填出括号中的数．
解答此类题目的关键无疑是要找出其中数字出现的规律．事实

上，很久以前人们就开始了对类似问题的研究．
例如，古希腊的毕达哥拉斯学派将１，４，９，１６等数称为正方形

数，因为这些数目的点可以摆成一个正方形，如下图所示．依据这一

规律，我们很容易就能知道，下一个正方形数应该是２５，再下一个

是３６，等等．

你知道吗？通过寻找数字出现的规律，可以产生新的发现．

１９世纪的时候，为了总结出已有化学元素之间的规律，门捷列

夫尝试将元素按照原子量的大小进行了排序，结果成功地修正了一些

元素的原子量，而且准确地预言了一些未知元素的存在．
例如，门捷列夫将当时已有的原子量约为７至１４的元素按从小

到大的顺序排列后，得到了如下结果．

元素 锂 硼 碳 铍 氮

原子量 ７ １１ １２ １３．５ １４

化合价 ＋１ ＋３ ＋４ ＋２ ＋５

门捷列夫发现，上述表格中，原子量的那一行数，每个数是按从

小到大的顺序排列的，但这些元素化合价的那一行数，却出现了不

“和谐”的地方：＋２出现在了＋４与＋５之间！而且，相对其他元素

来说，铍的原子量与其后面元素的原子量差距 （仅为０．５）太小了，

锂的原子量与其后面元素的原子量差距 （为４）又太大了．因此，门

捷列夫猜测，铍的原子量可能不是１３．５，而应该约为９，这一猜想后

来在实验室得到了验证！

数学上，通常将按一定次序排列的一列数称为数列．本章我们要

学习的就是数列的基础知识，以及两种规律比较常见的数列．
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日常生活中，人们经常用数来描述事物的某种属性，从中可以得到很多

按照一定次序排列的一列数．

例如，我国古代哲学著作 《庄子》中有一句话：“一尺之捶，日取其半，

万世不竭．”这句话的意思是：一尺长的木棍，每天截去一半，永远也截不

完．从数学上来说，如果木棍初始长度为１，则每天截去一半之后木棍的长

度分别为

１

２
，
１

４
，
１

８
，…， ①

“万世不竭”的意思指的是上面的每一个数都不可能为０．

２０１６年至２０２１年，我国每年的专利申请受理数 （精确到万）分别为

３４６，３７０，４３２，４３８，５１９，５２４． ②

为了方便资金暂时不足的人购物，有些购物网站推出了分期付款服务，

如图５１１所示是标价为３０００元的电脑可以享受的分期服务，不同的付款

方式所对应的付款总金额数分别为

３０００，３０４５，３０９０，３１８０，３３６０． ③

图５１１

像①②③这样按照一定次序排列的一列数称为数列．数列中的每一个数

都称为这个数列的项，各项依次称为这个数列的第１项 （或首项），第２

项……例如
１

２
是数列①的首项，４３２是数列②的第３项，３３６０是数列③的
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第５项．

组成数列的数的个数称为数列的项数．例如，数列①由无穷多个数组

成，因此它的项数为无穷大 （也称项数无限）；而数列②由６个数组成，因

此它的项数为６（也说成数列②共有６项）；类似地，数列③的项数为５．

一般地，项数有限的数列称为有穷数列，项数无限的数列称为无穷数

列．因此，上述数列①②③中，②③为有穷数列，①为无穷数列．有穷数列

的最后一项一般也称为这个数列的末项．

�����+EM

因为数列从首项起，每一项都与正整数对应，所以数列的一般形式可以

写成

犪１，犪２，犪３，…，犪狀，…，

其中犪狀表示数列的第狀项 （也称狀为犪狀的序号，其中狀为正整数，即狀∈

犖＋），称为数列的通项．此时，一般将整个数列简记为犪狀｛ ｝，这里的小写字

母犪也可以换成其他小写英文字母．

例如，如果用犪狀｛ ｝表示由正整数１，２，３，…的倒数排成的数列

１，
１

２
，
１

３
，…， ④

则犪１＝１，犪２＝
１

２
，犪３＝　　　；

如果用犫狀｛ ｝表示当狀分别等于１，２，３，…时，（－１）狀的值排成的数列

－１，１，－１，…， ⑤

则犫１＝－１，犫２＝１，犫３＝－１．

�A��(

你能写出数列④中犪狀与狀的关系吗？数列⑤中犫狀与狀的关系呢？

因为数列④中犪狀是狀的倒数，所以

犪狀＝　　　；

数列⑤中犫狀是－１的狀次方，所以

犫狀＝　　　．

一般地，如果数列的第狀项犪狀与狀之间的关系可以用

犪狀＝犳（狀）

来表示，其中犳（狀）是关于狀的不含其他未知数的表达式，则称上述关系式
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为这个数列的一个通项公式．

显然，根据数列的通项公式，能够写出这个数列的任意一项．

��� 根据以下数列的通项公式，写出对应数列的第２项和第５项．

（１）犪狀＝
狀２－１

２狀－１
；　　 　　　　　 （２）犫狀＝ｓｉｎ

狀π

２
．

 � （１）由通项公式可知

犪２＝
２
２
－１

２×２－１
＝１，

犪５＝
５
２
－１

２×５－１
＝
２４

９
＝
８

３
．

（２）由通项公式可知

犫２＝ｓｉｎ
２π

２
＝ｓｉｎπ＝０，

犫５＝　　　　．

���　　写出以下各数列｛犪狀｝的一个通项公式．

（１）２，４，６，８，１０，…；

（２）１，３，５，７，９，…；

（３）０，２，０，２，０，…；

（４）－
２

３
，
４

１５
，－

６

３５
，
８

６３
，－
１０

９９
，…．

 � （１）观察数列的前５项可知，每一项都是序号的２倍，因此数列

的一个通项公式为

犪狀＝２狀．

（２）因为这个数列每一项都比（１）中数列的对应项小１，所

以数列的一个通项公式为

犪狀＝　　　　　　．

（３）因为数列的第１，３，５，…项都是０，而第２，４，…项

都是２，所以它的一个通项公式为

犪狀＝
０，狀为奇数，

２，狀为偶数．
烅
烄

烆

（４）忽略正负号时，数列每一项的分子构成的数列是

２，４，６，８，１０，…，

其中每一个数都是序号的２倍；数列每一项的分母都是分子的平方减去

１．又因为负号、正号是交替出现的，所以它的一个通项公式为

犪狀＝（－１）
狀 ２狀

４狀２－１
．

你能写出（３）

中数列其他形式的

通项公式吗？
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（１）已知函数犳（狓）＝－
１

２
狓＋
５

２
，你能根据这个函数构造出一个数列吗？

（２）你能总结出一般数列与函数的关系吗？

在函数犳（狓）＝－
１

２
狓＋
５

２
中，分别令狓＝１，２，３，…，狀，…，就可以

得到数列

２，
３

２
，１，…，－

１

２
狀＋
５

２
，…， ⑥

即这个数列的通项公式是

犪狀＝犳（狀）＝－
１

２
狀＋
５

２
．

nO

na

1 2 3 4

1

2

图５１２

事实上，数列犪狀｛ ｝可以看成定义域为正

整数集的子集的函数，数列中的数就是自变

量从小到大依次取正整数值时对应的函数

值，而数列的通项公式也就是相应函数的解

析式．这就提示我们，数列也可以用平面直

角坐标系中的点来直观地表示．例如，数列

⑥可以用图５１２表示．

正因为如此，我们也可以用类似函数性质的术语来描述数列．例如，从

第２项起，每一项都大于它的前一项的数列称为递增数列；从第２项起，每

一项都小于它的前一项的数列称为递减数列；各项都相等的数列称为常数数

列 （简称为常数列）．

前面的数列中，①④⑥是递减数列，②③是递增数列．

���　　已知函数犳（狓）＝
狓－１

狓
，设数列犪狀｛ ｝的通项公式为犪狀＝犳狀（），

其中狀∈犖＋．

（１）求证：０≤犪狀＜１；

（２）判断犪狀｛ ｝是递增数列还是递减数列，并说明理由．

 � （１）由题意可知

犪狀＝犳（狀）＝
狀－１

狀
＝１－

１

狀
，
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又因为狀∈犖＋，所以０＜
１

狀
≤１，因此０≤１－

１

狀
＜１，即０≤犪狀＜１．

（２）因为

犪狀＋１－犪狀＝１－
１

狀＋１（ ）－１－１狀（ ）＝ １

狀（狀＋１）
，

又因为狀＋１＞狀≥１，所以
１

狀（狀＋１）
＞０，从而犪狀＋１－犪狀＞０，即犪狀＋１＞犪狀．

因此犪狀｛ ｝是　　　数列．

例３中的（２）也可以从犳（狓）＝
狓－１

狓
在（０，＋∞）上是增函数看出来．请

读者自行尝试．

另外，当我们研究实际生活中两个变量的函数关系时，因为测得的都是

一个个数据，所以我们常常借助数列来得出函数关系．

例如，为了解地高辛 （一种用来治疗心脏病的药物）在病人血液中的含

量狔ｍｇ与时间狓ｄ之间的函数关系，可以每天检测一次，假设得到的结

果是

０．５，０．３４５，０．２３８，０．１６４，０．１１３，０．０７８．

则可以根据这些数据作出图５１３，从而观察出狔与狓的关系可以近似地用

xO

y

1 2 3 4

0.25

0.5

5 6

图５１３

狔＝
犽

狓＋犫

或其他关系式来刻画，然后再根据已知

的数据确定犽和犫的值，就可以给出函

数的近似表达式．整个过程与我们在必

修的函数部分或选择性必修的概率统计

部分学习的类似，这里不再赘述．

��"

? 已知数列犪狀｛ ｝为２，４，８，１６，…，写出犪１，犪２，犪３．

? 分别根据下列数列犪狀｛ ｝的通项公式，写出数列的前３项．

（１）犪狀＝狀
２；　　　 （２）犪狀＝（－１）

狀
×２狀；　　　 （３）犪狀＝

狀－１

狀（狀＋１）
．

? 写出以下数列的一个通项公式．

（１）２，３，４，５，…；　　　　　　 （２）－３，－６，－９，－１２，…．

? 已知数列犪狀｛ ｝的通项公式为犪狀＝２狀－３，判断这个数列是递增数列还是递减

数列．
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（第４题）

　

? 已知函数犳（狓）＝
２狓－１

狓
，设数列犪狀｛ ｝的通项公式为犪狀＝犳狀（），其中狀∈犖＋．

（１）求证：１≤犪狀＜２；

（２）判断犪狀｛ ｝是递增数列还是递减数列，并说明理由．

? 根据数列犪狀｛ ｝的通项公式，分别写出数列的第１０项．

（１）犪狀＝（－１）
狀＋１狀＋１

２狀－１
；　　　　　（２）犪狀＝１＋ｃｏｓ

（狀－１）π
２

．

? 写出以下各数列犪狀｛ ｝的一个通项公式，并根据你写的通项公式求出各数列的第

１０项．

（１）
１

２
，
１

４
，
１

８
，
１

１６
，…； （２）１，－３，５，－７，…．

? 已知数列犪狀｛ ｝的通项公式为犪狀＝狀
２
＋２狀，则１６８是不是这个数列中的项？如果

是，求出是第几项；如果不是，说明理由．

? 古希腊的毕达哥拉斯学派将１，３，６，１０等数称为三角形数，因为这些数目的

点总可以摆成一个三角形，如下图所示．把所有的三角形数按从小到大的顺序

排列，就能构成一个数列犪狀｛ ｝，写出犪５，犪６以及犪狀．

? 分别写出满足下列条件的数列犪狀｛ ｝的一个通项公式．

（１）从第２项起，每一项都比它的前一项大２；

（２）犪狀｛ ｝是无穷递减数列，且从第２项起，每一项都是它前一项的３倍．
　


１

３
　　

１

狀
　　 （－１）狀　　ｓｉｎ

５π

２
＝ｓｉｎ

π

２
＝１　　２狀－１　　 递增
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如下是某次智力测试中的一道题，你能做出来吗？你能用数列的语言来描述有

关问题吗？

　　观察

１，３，６，１０，１５，…

中数字出现的规律，写出第８个数．

尝试与发现中的问题，如果将给定的数列记作数列犪狀｛ ｝，那么就相当于

给出了数列的前５项，要求写出数列的第８项犪８．因为

犪２－犪１＝３－１＝２，

犪３－犪２＝６－３＝３，

犪４－犪３＝１０－６＝４，

犪５－犪４＝１５－１０＝５，

所以，可以猜测，数列犪狀｛ ｝应该满足

犪狀＋１－犪狀＝狀＋１，

即犪狀＋１＝犪狀＋狀＋１．从而可知

犪６＝犪５＋６＝１５＋６＝２１，

犪７＝　　　　　　　，

犪８＝　　　　　　　．

显然，上述数列犪狀｛ ｝可以由

犪１＝１，犪狀＋１－犪狀＝狀＋１

完全确定．

如果一个数列的相邻两项或两项以上的关系都可以用一个公式来表示，

则称这个公式为数列的递推关系 （也称为递推公式或递归公式）．

���　　分别写出下列数列犪狀｛ ｝的一个递推关系，并求出各个数列的第

７项．

（１）１，２，４，７，１１，…；
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（２）－１，２，５，８，１１，…；

（３）１，－２，４，－８，１６，…．

 � （１）因为

犪２－犪１＝２－１＝１，

犪３－犪２＝４－２＝２，

犪４－犪３＝７－４＝３，

犪５－犪４＝１１－７＝４，

所以

犪狀＋１－犪狀＝狀，

即犪狀＋１＝犪狀＋狀．

从而

犪６＝犪５＋５＝１１＋５＝１６，犪７＝犪６＋６＝１６＋６＝２２．

（２）因为

犪２－犪１＝犪３－犪２＝犪４－犪３＝犪５－犪４＝３，

所以

犪狀＋１－犪狀＝　　　，

即犪狀＋１＝犪狀＋３．

从而

犪７＝犪６＋３＝犪５＋３＋３＝１１＋６＝１７．

（３）因为

犪２

犪１
＝
犪３

犪２
＝
犪４

犪３
＝
犪５

犪４
＝－２，

所以

犪狀＋１

犪狀
＝　　　．

即犪狀＋１＝－２犪狀．

从而

犪７＝（－２）犪６＝（－２）
２犪５＝（－２）

２
×１６＝６４．

一般来说，根据数列的首项 （或前几项）以及数列的递推关系，可以求

出这个数列中的每一项．

���　　意大利数学家斐波那契在１３世纪初提出了一个关于兔子繁殖的

问题：假设每对新生的小兔子２个月后就长成大兔子，且从第３个月起每

个月都生１对小兔子，兔子均不死亡．由１对新生的小兔子开始，记每个

月的兔子对数构成的数列为犉狀｛ ｝．试写出犉１，犉２，犉３，犉４，犉５，犉６以

及数列犉狀｛ ｝的递推关系．
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 � 根据题意可知，前２个月内，小兔子都还没有长成大兔子，因此

犉１＝犉２＝１．

第３个月时，第１个月的那对小兔子会生１对小兔子，因此

犉３＝１＋１＝２．

第４个月时，第１个月的那对小兔子还会再生１对小兔子，因此

犉４＝２＋１＝３．

第５个月时，除了第１个月的那对小兔子会再生１对小兔子外，第３

个月出生的那对小兔子也会生１对小兔子，因此

犉５＝３＋２＝５．

第６个月时，第１个月的那对小兔子、第３个月出生的那对小兔子以

及第４个月出生的那对小兔子，都会生１对小兔子，因此

犉６＝５＋３＝８．

一般地，当狀≥３时，第狀个月的兔子对数犉狀，应该等于第狀－１个

月的兔子对数犉狀－１加上新生的兔子对数，又因为第狀－２个月的那些对

兔子到了第狀个月都能生１对兔子，所以有

犉狀＝犉狀－１＋犉狀－２．

例２中的数列，通常称为斐波那契数列．可以证明，斐波那契数列

１，１，２，３，５，８，…

的通项公式为

犉狀＝
１

槡５

１＋槡５

２（ ）
狀

－
１－槡５

２（ ）
狀

［ ］．

因为
槡５－１

２
≈０．６１８，恰好是黄金分割比，所以斐波那契数列也称为黄金数

列．令人惊奇的是，斐波那契数列在很多领域都有广泛的应用，而且自然界

处处都有斐波那契数列的影子，现代金融技术分析方法中，还有专门的斐波

那契分析法，有兴趣的读者请查阅资料进一步了解相关内容吧！

�����+��n  M	

�A��(

已知某电子书今年上半年每个月的销售量构成数列

２２０，５３０，９５０，１３６０，１８２０，２３５０．

假设你是该电子书的销售人员，关于上述数列，除了每一个数字的大小和增长趋势

外，你还会关心什么？
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作为销售人员，一般来说还会关心上半年电子书的总销售量，即

２２０＋５３０＋９５０＋１３６０＋１８２０＋２３５０＝７２３０．

一般地，给定数列犪狀｛ ｝，称

犛狀＝犪１＋犪２＋犪３＋…＋犪狀

为数列犪狀｛ ｝的前狀项和．

例如，对于尝试与发现中的数列来说，

犛１＝犪１＝２２０，

犛２＝犪１＋犪２＝２２０＋５３０＝７５０，

犛３＝犪１＋犪２＋犪３＝犛２＋犪３＝７５０＋９５０＝１７００，

等等．

�A��(

已知数列犪狀｛ ｝的前狀项和为

犛狀＝２狀＋１．

你能写出犪１，犪２，犪３吗？你能总结出一般规律吗？

因为犛１＝２×１＋１＝３，又因为犛１＝犪１，所以

犪１＝３．

因为犛２＝２×２＋１＝５，又因为犛２＝犪１＋犪２，所以

犪２＝犛２－犪１＝５－３＝２．

因为犛３＝２×３＋１＝７，又因为犛３＝犪１＋犪２＋犪３＝犛２＋犪３，所以

犪３＝　　　　　　．

一般地，如果数列犪狀｛ ｝的前狀项和为犛狀，那么当狀≥２，有

犛狀－１＝犪１＋犪２＋犪３＋…＋犪狀－１，

犛狀＝犪１＋犪２＋犪３＋…＋犪狀－１＋犪狀，

所以

犛狀＝犛狀－１＋犪狀．

因此

犪狀＝
犛１，狀＝１，

犛狀－犛狀－１，狀≥２．
烅
烄

烆

对于尝试与发现中的数列来说，因为狀≥２时，

犪狀＝犛狀－犛狀－１＝２狀＋１－［２（狀－１）＋１］＝２，

所以
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犪狀＝
３，狀＝１，

２，狀≥２．
烅
烄

烆

���　　已知数列犪狀｛ ｝的前狀项和为犛狀＝狀
２，求数列犪狀｛ ｝的通项公式．

 � 由题意可知犪１＝犛１＝　　　　　　．

当狀≥２时，有

犪狀＝犛狀－犛狀－１＝狀
２
－（狀－１）２＝２狀－１．

又因为２×１－１＝１，所以狀＝１时犪狀＝２狀－１也成立，因此

犪狀＝２狀－１．

��"

��#

xO

y

1

1
2P

1P
3P

2Q

3Q

1
2

x

y  =  
 

y    x=

（第４题）

? 分别写出下列数列犪狀｛ ｝的一个递推关系，并求出各个数列的第７项．

（１）４，５，７，１０，１４，…；　　　 （２）７，９，１１，１３，１５，…；

（３）２，６，１８，５４，１６２，…．

? 根据以下信息，分别写出数列犪狀｛ ｝的前５项．

（１）犪１＝２，犪狀＋１＝
１

２
犪狀；　　　 （２）犪１＝３，犪狀＋１＝犪狀＋２．

? 已知斐波那契数列｛犉狀｝满足犉１＝犉２＝１，犉狀＝犉狀－１＋犉狀－２ （狀≥３），写出这个

数列的第７项和第８项，以及前５项的和．

? 已知数列犪狀｛ ｝中，犪１＝－
１

４
，犪狀＋１＝１－

１

犪狀
，试写出这个数列的前５项以及前３

项、前５项的和．

? 已知数列犪狀｛ ｝的前狀项和为犛狀＝３狀，求犪狀｛ ｝的通项公式．

? 根据以下信息，分别写出数列犪狀｛ ｝的前５项以及前３项、前５项的和．

（１）犪１＝１，犪狀＋１＝２犪狀＋１；　　　 （２）犪１＝２，犪狀＋１＝犪狀＋
１

狀狀＋１（ ）．

? 满足犪狀＋１＝２犪狀的数列犪狀｛ ｝一定是递增数列吗？为什么？

? 已知数列犪狀｛ ｝的前狀项和为犛狀＝狀
２
－狀，求犪狀｛ ｝的通项公式．

? 如图，已知直线犾：狔＝狓与曲线犆：狔＝
１

２（ ）
狓

，设犘１为

曲线犆上横坐标为１的点．过犘１作狓轴的平行线交犾于

犙２，过犙２作狓轴的垂线交曲线犆于犘２；再过犘２作狓轴

的平行线交犾于犙３，过犙３ 作狓 轴的垂线交曲线犆 于

犘３……设点犘１，犘２，…，犘狀，…的纵坐标分别为犪１，

犪２，…，犪狀，…，试求数列犪狀｛ ｝的前两项以及递推关系．
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犪６＋７＝２１＋７＝２８　　犪７＋８＝２８＋８＝３６　　３　　 －２

犛３－犛２＝７－５＝２　　１
２
＝１
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? 分别写出下列各题中的数列．

（１）槡２精确到１，０．１，０．０１，０．００１，…的近似值构成的数列；

（２）０到２０之间的质数按照从小到大的顺序构成的数列．

? 根据以下数列犪狀｛ ｝的通项公式，写出数列的前５项以及前５项的和．

（１）犪狀＝１０＋２狀；　　（２）犪狀＝５×（－１）
狀－１；　　（３）犪狀＝

２狀＋１

狀２＋１
．

? 根据以下数列犪狀｛ ｝的通项公式，写出数列的第７项、第１０项、第狀－１项及

第狀＋１项．

（１）犪狀＝
１

狀３
； （２）犪狀＝

（－１）狀＋１

狀
； （３）犪狀＝－２

狀
＋３．

? 已知数列犪狀｛ ｝中，犪１＝１，犪狀＋１＝犪狀＋
１

犪狀
．设数列的前狀项和为犛狀，写出犛１，

犛２，犛３，犛４，犛５．

? 写出以下数列的一个通项公式．

（１）０，－２，－４，－６，…；　　　　　 （２）
６

５
，
７

６
，
８

７
，
９

８
，…；

（３）－１，
１

４
，－
１

９
，
１

１６
，…．

? 观察以下各数列的特点，用适当的数填空，并对每个数列各写出一个通项

公式．

（１）２，４， ，８，１０，１２；

（２）２，４， ，１６，３２， ，１２８， ；

（３） ，４，３，２，１， ，－１， ；

（４） ，４，９，１６，２５， ，４９．

? 观察下列各式．

１＋３＝４

１＋３＋５＝９

１＋３＋５＋７＝１６

……
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请写出第４个、第５个等式，并归纳出第狀个等式．

�����#

? 将下列表格补充完整．

狀 １ ２ … ５ … … 狀

犪狀 … … １９５ … 狀
２
－２狀

? 已知数列犪狀｛ ｝的通项公式为犪狀＝狀（狀＋２），

（１）求这个数列的第１０项、第１５项及第２１项；

（２）判断４４０是不是这个数列中的项，２２２呢？如果是，求出是第几项；如

果不是，说明理由．

? 已知数列犪狀｛ ｝的通项公式为犪狀＝
狀－槡９７

狀－槡９８
，它的前３０项中最大项是第几项？

最小项是第几项？

? 已知函数犳（狓）＝
１－２狓

狓＋１
，构造数列犪狀｛ ｝，且犪狀＝犳（狀）．

（１）求证：犪狀＞－２；

（２）数列犪狀｛ ｝是递增数列还是递减数列？为什么？

? 写出数列１，２，２，４，３，８，４，１６，５，…的一个通项公式．

? 已知数列犪狀｛ ｝中，前狀项和犛狀＝
狀＋１

狀
，求犪狀｛ ｝的通项公式．
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观察下列现实生活中的数列，回答后面的问题．

我国有用十二生肖纪年的习惯，例如，２０１７年是鸡年，从２０１７年开始，鸡年的

年份为

２０１７，２０２９，２０４１，２０５３，２０６５，２０７７，…； ①

我国确定鞋号的脚长值以毫米为单位来表示，常用确定鞋号脚长值按从大到小的

顺序可排列为

２７５，２７０，２６５，２６０，２５５，２５０，…； ②

２０１９年１月中，每个星期日的日期为

６，１３，２０，２７． ③

（１）数列①②③在数学中都称为等差数列，它们有什么共同点？你能给等差数列

下一个定义吗？

（２）你能分别总结出数列①②③的通项公式并得出一般等差数列的通项公式吗？

不难看出，上述数列①②③的共同点是：从第２项起，每一项与它的前

一项之差都等于同一个常数．具体地说，数列①从第２项起，每一项与它的

前一项之差都等于１２；数列②从第２项起，每一项与它的前一项之差都等

于－５；数列③从第２项起，每一项与它的前一项之差都等于７．

一般地，如果数列犪狀｛ ｝从第２项起，每一项与它的前一项之差都等于同

一个常数犱，即

犪狀＋１－犪狀＝犱

恒成立，则称犪狀｛ ｝为等差数列，其中犱称为等差数列的公差．

因此，①②③都是等差数列，且公差分别为１２，　　　，　　　．
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记数列①为犪狀｛ ｝，可以看出，犪２等于犪１ （即２０１７）加上公差１２；犪３

等于犪２加上公差１２，因此犪３也等于犪１加上２个公差１２；同样，犪４等于

犪１加上３个公差１２……由此可知，数列①的通项公式为

犪狀＝２０１７＋（狀－１）×１２＝１２狀＋２００５．

类似地，可知数列②的通项公式为

犪狀＝２７５＋（狀－１）×（－５）＝－５狀＋２８０；

数列③的通项公式为

犪狀＝　　　　　　．

一般地，如果等差数列犪狀｛ ｝的首项是犪１，公差是犱，那么根据等差数列

的定义有

犪狀＋１－犪狀＝犱，

即犪狀＋１＝犪狀＋犱，从而

犪２＝犪１＋犱，

犪３＝犪２＋犱＝（犪１＋犱）＋犱＝犪１＋２犱，

犪４＝犪３＋犱＝（犪１＋２犱）＋犱＝犪１＋３犱，

……

由此可归纳出等差数列的通项公式为

犪狀＝犪１＋（狀－１）犱．

另外，由等差数列的定义可得

犪狀－犪狀－１＝犱，

犪狀－１－犪狀－２＝犱，

……

犪３－犪２＝犱，

犪２－犪１＝犱，

将这狀－１个式子两边分别相加，则有

犪狀－犪１＝（狀－１）犱，

上式当狀＝１时也成立．因此同样可以得到等差数列的通项公式为

犪狀＝犪１＋（狀－１）犱．

等差数列的通项公式说明，只要确定了等差数列的首项与公差，就可以

写出等差数列中的每一项．

���　　判断以下数列是否是等差数列？如果是，指出公差；如果不是，

说明理由．

（１）７，１３，１９，２５，３１；　　　 （２）２，４，７，１１；

（３）－１，－３，－５，－７．

 � （１）因为
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１３－７＝１９－１３＝２５－１９＝３１－２５＝６，

所以是等差数列，且公差为６．

（２）因为

４－２＝２，７－４＝３，

４－２≠７－４，所以不是等差数列．

（３）因为

－３－（－１）＝－５－（－３）＝－７－（－５）＝－２，

所以是等差数列，且公差为　　．

又因为

犪狀＋１－犪狀＝犱犪狀＋１＝犪狀＋犱，

所以也可通过检查犪狀＋１＝犪狀＋犱是否恒成立来判断数列是否是等差数列．

例如，例１的（３）中，因为除首项外，每一项都可由其前一项加上－２得到，

所以是公差为－２的等差数列．

���　　已知等差数列１０，７，４，…，

（１）求这个数列的第１０项；

（２）－５６是不是这个数列中的项？－４０呢？如果是，求出是第几项；

如果不是，说明理由．

 � （１）记数列为犪狀｛ ｝，则由题意知犪１＝１０，犱＝７－１０＝－３，因此

数列的通项公式为

犪狀＝１０＋（狀－１）×（－３）＝－３狀＋１３．

当狀＝１０时，有

犪１０＝－３×１０＋１３＝－１７，

因此第１０项为－１７．

（２）设－５６是数列中的第狀项，则－３狀＋１３＝－５６，解得狀＝２３，

所以－５６是数列的第　　项．

设－４０是数列中的第狀项，则－３狀＋１３＝－４０，解得狀＝
５３

３
，由此

可知－４０不是数列中的项．

�A��(

在等差数列的通项公式中，犪狀与狀的关系与以前学过的什么函数有关？

因为

犪狀＝犪１＋（狀－１）犱＝狀犱＋犪１－犱，

所以，如果记



５．２　等差数列 １９　　　

犳（狓）＝犱狓＋犪１－犱，

则可以看出犪狀＝犳（狀），而且

（１）当公差犱＝０时，犳（狓）是常数函数，此时数列犪狀｛ ｝是常数列 （因

此，公差为０的等差数列是常数列）；

（２）当公差犱≠０时，犳（狓）是一次函数，而且犳（狓）的增减性依赖于公

差犱的符号，因此，当犱＞０时，犪狀｛ ｝是递增数列；当犱＜０时，犪狀｛ ｝是递

减数列．

这也说明，当用平面直角坐标系中的点来表示等差数列时，所有的点一

定在一条直线上．

���　　已知数列犪狀｛ ｝的通项公式为犪狀＝３狀－５，判断这个数列是否是等

差数列．如果是，求出公差；如果不是，说明理由．

 � 因为

犪狀＋１－犪狀＝３（狀＋１）－５－（３狀－５）＝３，

所以数列犪狀｛ ｝是等差数列，且公差为　　　　　　．

事实上，可以证明，数列犪狀｛ ｝是等差数列的充要条件是

犪狀＝犽狀＋犫，

其中犽，犫是常数．证明留作练习．

���　　已知等差数列犪狀｛ ｝的公差为犱，求证：对于任意的正整数犿，

狀，有

犪狀＝犪犿＋（狀－犿）犱．

 �� 设等差数列的首项为犪１，则

犪狀＝犪１＋（狀－１）犱，

犪犿＝犪１＋（犿－１）犱，
烅
烄

烆

两式相减，整理可得

犪狀－犪犿＝（狀－犿）犱，

即犪狀＝犪犿＋（狀－犿）犱．

���　　已知等差数列犪狀｛ ｝中，犪５＝３，犪７＝９，求犪１０．

 � 设等差数列的首项为犪１，公差为犱，则

３＝犪１＋４犱，

９＝犪１＋６犱，
烅
烄

烆

解得犪１＝－９，犱＝３．因此

犪１０＝－９＋９×３＝１８．

例５也可以借助例４的结论求解，请读者自行尝试．

当狀≠犿 时，

由例４可得

犪狀－犪犿

狀－犿
＝犱，

据此你能找出犱

的几何意义吗？
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如果狓，犃，狔是等差数列，那么称犃为狓与狔的等差中项．

�A��(

如果犃为狓与狔的等差中项，那么犃能用狓与狔表示出来吗？

根据等差中项与等差数列的定义可知犃－狓＝狔－犃，因此

犃＝
狓＋狔
２
．

例如，２与８的等差中项是
２＋８

２
＝５．

容易看出，在一个等差数列中，中间的每一项 （既不是首项

也不是末项的项，下同）都是它的前一项与后一项的等差中项．

���　　已知数列犪狀｛ ｝中，

犪狀－１＝
犪狀＋犪狀－２

２

在狀≥３时恒成立，求证：犪狀｛ ｝是等差数列．

 �� 因为

犪狀－１＝
犪狀＋犪狀－２

２
２犪狀－１＝犪狀＋犪狀－２犪狀－犪狀－１＝犪狀－１－犪狀－２，

所以

犪狀－犪狀－１＝犪狀－１－犪狀－２＝犪狀－２－犪狀－３＝…＝犪２－犪１．

因此，从第２项起，每一项与它的前一项的差都相等，所以犪狀｛ ｝是等

差数列．

例６说明，如果一个数列中，中间的每一项都是它的前一项与后一项的

等差中项，那么这个数列一定是等差数列．

�A��(

设数列犪狀｛ ｝的通项公式为犪狀＝３狀－１，求出犪２＋犪７，犪３＋犪６，并比较它们的大

小．你能由此总结出一个一般的结论并给出证明吗？

因为

犪２＋犪７＝３×２－１＋３×７－１＝２５，

犪３＋犪６＝３×３－１＋３×６－１＝２５，

所以犪２＋犪７＝犪３＋犪６．

等差中项的表

达式与数轴上两点

之间的中点坐标公

式有什么联系？
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一般地，如果犪狀｛ ｝是等差数列，而且正整数狊，狋，狆，狇满足狊＋狋＝

狆＋狇，则

犪狊＋犪狋＝犪狆＋犪狇．

特别地，如果２狊＝狆＋狇，则

２犪狊＝犪狆＋犪狇．

结论的证明只需先将各项全部用首项与公差表示出来，然后计算即可，

留作练习．

图５２１

���　　如图５２１所示，已知某梯子共有５

级，从上往下数，第１级的宽为３５ｃｍ，第５级

的宽为４３ｃｍ，且各级的宽度从小到大构成等

差数列犪狀｛ ｝，求其余３级的宽度．

 � （方法一）依题意，犪１＝３５，犪５＝４３．

设公差为犱，则３５＋４犱＝４３，解得犱＝２．

从而

犪２＝３５＋２＝３７，

犪３＝３７＋２＝３９，

犪４＝３９＋２＝４１．

因此，其余３级的宽度分别为３７ｃｍ，３９ｃｍ，４１ｃｍ．

（方法二）因为等差数列为犪１，犪２，犪３，犪４，犪５，共５项．

又因为２×３＝１＋５，所以

２犪３＝犪１＋犪５＝３５＋４３＝７８，

即犪３＝３９．

类似地，有

２犪２＝犪１＋犪３＝３５＋３９＝７４，２犪４＝犪３＋犪５＝３９＋４３＝８２，

所以犪２＝３７，犪４＝４１．

因此，其余３级的宽度分别为３７ｃｍ，３９ｃｍ，４１ｃｍ．

��"

? 在等差数列犪狀｛ ｝中，

（１）已知犪５＝６，犪７＝１６，求首项犪１与公差犱；

（２）已知犪３＝２０，犪１０＝－１，求犪１５．

? 求下列各题中两个数的等差中项．

（１）３０与１８；　 　　　　　　 　 （２）－１３与９．
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? （１）求等差数列２，５，８，…的第４项与第１０项；

（２）求等差数列１２，７，２，…的第１５项．

?１００是不是等差数列３，７，１１，…中的项？７９呢？如果是，指出是第几项；如

果不是，说明理由．

? 根据下列等差数列的通项公式，求数列的首项与公差．

（１）犪狀＝３狀＋５；　　　　　　　 （２）犪狀＝１２－２狀．

? 已知等差数列犪狀｛ ｝的首项为１７，公差为－０．６，则此等差数列从第几项开始出现

负数？

? 求证：数列犪狀｛ ｝是等差数列的充要条件是犪狀＝犽狀＋犫，其中犽，犫是常数．

? 如果犪狀｛ ｝是等差数列，而且正整数狊，狋，狆，狇满足狊＋狋＝狆＋狇，求证：

犪狊＋犪狋＝犪狆＋犪狇．

? 已知安装在一个公共轴上的５个皮带轮的直径成等差数列，其中最大的与最小

的皮带轮的直径分别为２１６ｍｍ与１２０ｍｍ，求中间３个皮带轮的直径．

? 已知一个无穷等差数列的首项为犪１，公差为犱．

（１）将数列的前犿 项去掉，其余各项依次构成的数列是等差数列吗？如果是，

它的首项与公差分别为多少？

（２）取出数列中的所有序号是奇数的各项，依次构成一个新的数列，这个数列

是等差数列吗？如果是，它的首项与公差分别为多少？

（３）取出数列中的所有序号是７的倍数的各项，依次构成一个新的数列，这个

数列是等差数列吗？如果是，它的首项与公差分别为多少？

（４）数列犪１＋犪２＋犪３，犪４＋犪５＋犪６，犪７＋犪８＋犪９，…是等差数列吗？如果是，

给出证明并求出首项与公差；如果不是，说明理由．
　

 －５　　７　　６＋（狀－１）×７＝７狀－１　　 －２　　２３　　３
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图５２２

为了达到更好的音响和观赏效果，很多剧场的座位

都是排成圆弧形的，如图５２２所示．

如果某公司要为一个类似的剧场定做椅子，而且剧

场座位的排列规律是：第１排３６个，以后每一排比前

一排多６个，共有８排．你能帮这个公司算出共需要多

少椅子吗？

利用这一小节我们要学习的等差数列前狀项和的公式，我们可以便捷地

解答出上述情境中的问题．

�A��(

图５２３

如图５２３所示，建筑工地上堆放着一些钢管，最上面一层

有４根，下面每一层比上一层多放一根，共８层．

（１）在不逐个相加的前提下，你能想办法算出这些钢管共

有多少根吗？

（２）你能得出一般等差数列前狀项和的公式吗？

图５２３中的这些钢管，从上到下每一层的数量构成一个等差数列

犪狀｛ ｝，这个数列的首项为犪１＝４，公差犱＝　　　，而且该数列共有８项，

第８项为

犪８＝４＋（８－１）×１＝１１．

设想在图５２３的钢管旁边再放同样多数量的钢管，但是倒过来放置，

如图５２４所示．

图５２４
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这时，每一层的钢管数是相同的，都是４＋１１根，因此图５２３中钢管

的总数为

（４＋１１）×８
２

＝６０．

一般等差数列前狀项的和可以用类似的方式得到．

设等差数列犪狀｛ ｝的前狀项和为犛狀，即

犛狀＝犪１＋犪２＋…＋犪狀－１＋犪狀， ①

显然，

犛狀＝犪狀＋犪狀－１＋…＋犪２＋犪１． ②

又因为根据等差数列的性质有

犪１＋犪狀＝犪２＋犪狀－１＝犪３＋犪狀－２＝犪４＋犪狀－３＝…，

所以把①②两边分别相加，可得２犛狀＝狀犪１＋犪狀（ ），因此

犛狀＝
狀（犪１＋犪狀）

２
．

这就是等差数列的前狀项求和公式．

�A��(

上述等差数列的前狀项求和公式与首项和第狀项有关，你能将其改写成与公

差犱有关的形式吗？

因为犪狀＝犪１＋（狀－１）犱，所以等差数列前狀项求和公式也可以改写为

犛狀＝狀犪１＋
狀狀－１（ ）犱

２
．

由此可知，前述情境与问题中的椅子总数为

８×３６＋
８×８－１（ ）×６

２
＝４５６．

���　　已知等差数列犪狀｛ ｝的公差为２，且犪２０＝２９，求这个等差数列前

２０项的和犛２０．

 � 由等差数列的通项公式可得２９＝犪１＋１９×２，由此可解得犪１＝

－９．因此

犛２０＝
２０×（－９＋２９）

２
＝２００．

���　　求等差数列

５，１２，１９，２６，…，２０１，２０８

的各项之和．
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 � 可以看出，所求数列是公差为　　　的等差数列．

设共有狀项，则２０８＝５＋（狀－１）×７，解得狀＝　　　．因此各项

之和为

３０×（５＋２０８）

２
＝３１９５．

���　　已知数列犪狀｛ ｝的前狀项和公式为犛狀＝２狀
２
－３０狀，

（１）求出数列的通项公式，并判断这个数列是否是等差数列；

（２）求犛狀的最小值，并求犛狀取得最小值时狀的值．

 � （１）当狀＝１时，有犪１＝犛１＝　　　．

当狀≥２时，有

犪狀＝犛狀－犛狀－１＝２狀
２
－３０狀－［２（狀－１）２－３０（狀－１）］＝　　　．

又因为４×１－３２＝－２８，所以狀＝１时犪狀＝４狀－３２也成立，因此数

列的通项公式为

犪狀＝４狀－３２．

因为

犪狀＋１－犪狀＝４（狀＋１）－３２－（４狀－３２）＝４，

所以犪狀｛ ｝是等差数列．

（２）（方法一）因为

犛狀＝２狀
２
－３０狀＝２（狀２－１５狀）＝２狀－

１５

２（ ）
２

－
２２５

２
，

又因为狀是正整数，所以当狀＝７或８时，犛狀最小，最小值是

２×７
２
－３０×７＝－１１２．

（方法二）由犪狀＝４狀－３２可知数列犪狀｛ ｝是递增的等差数列，而且

首项

犪１＝－２８＜０．

令犪狀≤０，可得４狀－３２≤０，解得狀≤８，而且犪８＝　　　．

由此可知，狀＝７或８时，犛狀最小，最小值是

８×（－２８＋０）

２
＝－１１２．

（１）等差数列中，犛狀与狀的关系与以前学过的什么函数有关？

（２）如果数列犪狀｛ ｝的前狀项和的公式是

犛狀＝犃狀
２
＋犅狀＋犆，

其中犃，犅，犆都是常数，那么犪狀｛ ｝一定是等差数列吗？为什么？



２６　　　 第五章　数列

���　　　　李先生为今年上高中的儿子办理了 “教育储蓄”．从８月１日开

始，每个月的１日都存入１０００元，共存入３年．

（１）已知当年 “教育储蓄”存款的月利率为２．７‰，则３年后李先生

一次可支取本息共多少元？（设每月存款的利息不计入下月本金，下同．）

（２）已知当年同档次的 “零存整取”储蓄的月利率是１．７２５‰，则李

先生办理 “教育储蓄”比 “零存整取”多收益多少元？

 � （１）每１０００元 “教育储蓄”存一个月能得到的利息是

１０００×２．７‰＝２．７（元）．

第１个１０００元存３６个月，得利息

２．７×３６（元）；

第２个１０００元存３５个月，得利息

２．７×３５（元）；

……

第３６个１０００元存１个月，得利息

２．７×１（元）．

因此，３年后李先生获得利息

　　２．７×３６＋２．７×３５＋…＋２．７×１

＝
（２．７×３６＋２．７×１）

２
×３６

＝１７９８．２（元）．

所以３年后李先生可支取的本息和为

１０００×３６＋１７９８．２＝３７７９８．２（元）．

（２）每１０００元 “零存整取”存一个月能得到的利息是

１０００×１．７２５‰＝１．７２５（元），

因此，若是 “零存整取”，３年后李先生获得利息

　１．７２５×３６＋１．７２５×３５＋…＋１．７２５×１

＝
（１．７２５×３６＋１．７２５×１）

２
×３６

＝１１４８．８５（元）．

因此，李先生多收益

１７９８．２－１１４８．８５＝６４９．３５（元）．

即李先生办理 “教育储蓄”比 “零存整取”多收益６４９．３５元．
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? 根据下列各题中的条件，求相应等差数列犪狀｛ ｝的前狀项和犛狀．

（１）犪１＝６，犱＝３，狀＝１０；　　　（２）犪１＝２，犪狀＝１６，狀＝８．

? 已知等差数列犪狀｛ ｝的前狀项和为犛狀，若犪４＝１０，犪１０＝－２，求犛１２．

? 求下列各式的值．

（１）１＋３＋５＋…＋（２狀－１）； （２）２＋４＋６＋…＋２狀．

? 求等差数列６３，６０，５７，…，－１２的各项之和．

? 求等差数列４，３，２，１，…前多少项的和是－１８．

? 等差数列１４，１１，８，…前多少项的和最大？为什么？

? 在两位数的正整数中，有多少个除以３余１的数？求它们的和．

? 求下列各式的值．

（１）１＋３＋５＋…＋（２狀＋３）； （２）１＋４＋７＋…＋（３狀＋１）．

? 已知一个凸狀边形内角的度数按从小到大构成等差数列，且最小角为４０°，公差

为２０°，求狀的值．

? 北京市计划于２０１７—２０２１年的５年内供应１０００公顷集体土地，用于建设集体

租赁住房．如果这５年内每年供应的土地公顷数构成公差为２５的等差数列，写

出这个数列．

１　　７　　３０　　２－３０＝－２８　　４狀－３２　　０

�����"

? 如图，用４根火柴可以拼出１个正方形，用７根火柴可以拼出２个正方

形……设用犪狀根火柴可以拼出狀个正方形，试分别写出犪１，犪２，犪３以及数

列犪狀｛ ｝的递推公式．

（第１题）

? 在等差数列犪狀｛ ｝中，

（１）已知犪１＝６，犱＝３，求犪８；
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（２）已知犪７＝
１

２
，犱＝－２，求犪１；

（３）已知犪４＝１０，犪１９＝４，求犪７及犱．

? 在１２与６０之间插入３个数，使这５个数成等差数列，求插入的３个数．

? 求集合犿｜犿＝７狀，狀∈犖，０＜犿＜１００｛ ｝的元素的个数，并求所有元素的和．

? 根据下列各题中的条件，求相应等差数列犪狀｛ ｝的前狀项和犛狀．

（１）犪１＝２，犱＝５，狀＝１０；　　 （２）犪１＝－２，犪狀＝６，狀＝１２．

�����#

? 如果一个三角形的３个内角的度数成等差数列，这个三角形３个内角的大小

能确定吗？你能得到什么结论？

? 已知等差数列犪狀｛ ｝中，犱＝－５，犪１０＝－２，求这个数列前８项的和．

? 记等差数列犪狀｛ ｝的前狀项和为犛狀，已知犛９＜０，犛１０＞０，则此等差数列的前

多少项和最小？

? 在等差数列犪狀｛ ｝中，已知犪３＋犪１１＝６，求犛１３．

? 已知函数犳（狀）＝｜狀－１｜＋｜狀－２｜＋｜狀－３｜＋…＋｜狀－２０｜，其中狀是自

然数．

（１）分别计算犳（１），犳（５），犳（２０）的值；

（２）当狀为何值时，犳（狀）取得最小值？最小值是多少？

? 我国古代数学名著 《算法统宗》中说：九百九十六斤棉，赠分八子做盘缠；

次第每人多十七，要将第八数来言；务要分明依次第，孝和休惹外人传．说

的是，有９９６斤棉花要赠送给８个子女做旅费，从第１个孩子开始，以后每

人依次多１７斤，直到第８个孩子为止……你能根据这些信息算出每人分得了

多少棉花吗？
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观察下列情境中的数列，回答后面的问题．

如图５３１所示，有些细胞在分裂时，会从１个变成２个，２个变成４个，４个变

成８个……这里细胞的个数构成数列

１，２，４，８，１６，３２，…． ①

　 　 　

图５３１

《庄子》中说：“一尺之捶，日取其半，万世不竭．”其意思是：一尺长的木棒，

每日取其一半，永远也取不完．如果记木棒的长度为１，则不断取一半的过程中，每

日截去一半之后木棒的长度构成数列

１

２
，
１

４
，
１

８
，…． ②

我们都知道，如果将钱存在银行里，就会获得利息．例如，如果某年年初将

１０００元钱存为年利率为３％的五年定期存款，且银行每年年底结算一次利息，则这

五年中，每年年底的本息和构成数列

１０００×１．０３，１０００×１．０３２，…，１０００×１．０３５． ③

（１）数列①②③在数学中都称为等比数列，它们有什么共同点？你能给等比数列

下一个定义吗？

（２）你能总结出数列①②③的通项公式并得出一般等比数列的通项公式吗？
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不难看出，上述数列①②③的共同点是：从第２项起，每一项与它的前

一项之比都等于一个常数．具体地，数列①从第２项起，每一项与它的前一

项之比都等于２；数列②从第２项起，每一项与它的前一项之比都等于
１

２
；

数列③从第２项起，每一项与它的前一项之比都等于１．０３．

一般地，如果数列犪狀｛ ｝从第２项起，每一项与它的前一项之比都等于同

一个常数狇，即

犪狀＋１

犪狀
＝狇

恒成立①，则称犪狀｛ ｝为等比数列，其中狇称为等比数列的公比．

因此，①②③都是等比数列，且公比分别为２，　　　，　　　．

如果记数列①为犪狀｛ ｝，则可以看出，犪２等于犪１ （即１）的２倍；犪３等

于犪２的２倍，因此犪３也等于犪１的２
２倍；同样，犪４等于犪１的２

３倍……由

此可知，数列①的通项公式为

犪狀＝２
狀－１
．

类似地，可知数列②的通项公式为

犪狀＝
１

２（ ）
狀

．

数列③的通项公式为

犪狀＝　　　　　．

一般地，如果等比数列犪狀｛ ｝的首项是犪１，公比是狇，那么根据等比数列

的定义可知

犪狀＋１

犪狀
＝狇，

即犪狀＋１＝犪狀狇，从而

犪２＝犪１狇，

犪３＝犪２狇＝（犪１狇）狇＝犪１狇
２，

犪４＝犪３狇＝（犪１狇
２）狇＝犪１狇

３，

……

由此可归纳出等比数列的通项公式为

犪狀＝犪１狇
狀－１
．

另外，由等比数列的定义可得

犪狀

犪狀－１
＝狇，

① 本书中，默认数列至少应该有３项，这时等比数列的公比狇≠０．



５．３　等比数列 ３１　　　

犪狀－１

犪狀－２
＝狇，

……

犪３

犪２
＝狇，

犪２

犪１
＝狇，

将这狀－１个式子两边分别相乘，则有

犪狀

犪１
＝狇

狀－１，

上式当狀＝１时也成立．因此同样可以得到等比数列的通项公式为

犪狀＝犪１狇
狀－１
．

等比数列的通项公式说明，只要确定了等比数列的首项与公比，就可以

写出等比数列中的每一项．

���　　判断以下数列是否是等比数列．如果是，指出公比；如果不是，

说明理由．

（１）１，１０，１００，１０００，１００００；　 （２）０，１，２，４，８；

（３）１，－
１

２
，
１

４
，－
１

８
，
１

１６
．

 � （１）因为

１０

１
＝
１００

１０
＝
１０００

１００
＝
１００００

１０００
＝１０，

所以是等比数列，且公比为　　　．

（２）因为
１

０
没有意义，所以不是等比数列．

（３）因为

－
１

２

１
＝

１

４

－
１

２

＝

－
１

８

１

４

＝

１

１６

－
１

８

＝－
１

２
，

所以是等比数列，且公比为　　　．

因为犪狀≠０时，

犪狀＋１

犪狀
＝狇犪狀＋１＝犪狀狇，

所以在已知每一项均不为０的前提下，可通过检查犪狀＋１＝犪狀狇是否恒成立来

判断数列是否是等比数列．例如，例１的（３）中，因为每一项都不为０，且

除首项外，每一项都是前面一项的－
１

２
倍，所以是公比为－

１

２
的等比数列．
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���　　　　已知等比数列犪狀｛ ｝的首项为犪１＝２７，公比狇＝
１

３
．

（１）求犪８；

（２）判断１８是否是这个数列中的项．如果是，求出是第几项；如果

不是，说明理由．

 � （１）由等比数列的通项公式可知

犪８＝犪１狇
７
＝２７×

１

３（ ）
７

＝
１

８１
．

（２）设１８是数列中的第狀项，则２７×
１

３（ ）
狀－１

＝１８，化简得３２－狀＝２，

因为这个方程无正整数解，所以１８不是数列中的项．

�A��(

在等比数列的通项公式中，犪狀与狀的关系与以前学过的什么函数有关？

因为

犪狀＝犪１狇
狀－１
＝
犪１

狇
×狇

狀，

所以如果记

犳（狓）＝
犪１

狇
×狇

狓，

则可以看出犪狀＝犳（狀），而且

（１）当公比狇＝１时，犳（狓）是常数函数，此时数列犪狀｛ ｝是常数列 （因

此，公比为１的等比数列是常数列）；

（２）当公比狇≠１时，犳（狓）是
犪１

狇
与狔＝狇

狓 的乘积，此时，犳（狓）的增减

性既与犪１有关，也与狇有关．

���　　已知数列犪狀｛ ｝的通项公式为犪狀＝３×２
狀，判断这个数列是否是等

比数列．如果是，求出公比；如果不是，说明理由．

 � 因为

犪狀＋１

犪狀
＝
３×２

狀＋１

３×２
狀 ＝２，

所以数列犪狀｛ ｝是等比数列，且首项为６，公比为　　　　　　．

事实上，可以证明，数列犪狀｛ ｝是等比数列的充要条件是

犪狀＝犽狇
狀，

其中犽，狇都是不为０的常数．证明留作练习．
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另外，由任何一个非零实数的偶数次方一定是正数可知，等比数列中，

所有序号为奇数的项的符号相同，所有序号为偶数的项的符号相同．

���　　已知等比数列犪狀｛ ｝的公比为狇，求证：对于任意的正整数犿，

狀，有

犪狀＝犪犿狇
狀－犿
．

 � 设等比数列的首项为犪１，则

犪狀＝犪１狇
狀－１，

犪犿＝犪１狇
犿－１，

烅

烄

烆

两式相除，整理可得

犪狀

犪犿
＝狇

狀－犿，

即犪狀＝犪犿狇
狀－犿
．

���　　已知等比数列犪狀｛ ｝中，犪３＝９，犪６＝－２４３，求犪８．

 � 设等比数列的首项为犪１，公比为狇，则

９＝犪１狇
２，

－２４３＝犪１狇
５，

烅

烄

烆

解得犪１＝１，狇＝－３．因此

犪８＝（－３）
８－１
＝－２１８７．

例５也可以借助例４的结论求解，请读者自行尝试．

���0!��+�B

如果狓，犌，狔是等比数列，那么称犌为狓与狔的等比中项．

�A��(

如果犌为狓与狔的等比中项，那么犌能用狓与狔表示出来吗？

根据等比中项与等比数列的定义可知
犌

狓
＝
狔
犌
，因此犌２＝狓狔．由此可知

犌＝± 狓槡狔．

例如，２与８的等比中项是±槡２×８＝±４．

容易看出，在一个等比数列中，中间的每一项都是它的前一

项与后一项的等比中项．

犌为狓与狔的

等比中项的充要条

件是犌２＝狓狔 吗？

为什么？



３４　　　 第五章　数列

���　　 如果数列犪狀｛ ｝中，

犪狀

犪狀－１
＝
犪狀－１

犪狀－２

在狀≥３时恒成立，求证：犪狀｛ ｝是等比数列．

 �� 根据题意有

犪狀

犪狀－１
＝
犪狀－１

犪狀－２
＝
犪狀－２

犪狀－３
＝…＝

犪３

犪２
＝
犪２

犪１
，

因此，从第２项起，每一项与它的前一项的比都相等，所以犪狀｛ ｝是等比

数列．

例６说明，如果一个数列中，中间的每一项都是它的前一项与后一项的

等比中项，那么这个数列一定是等比数列．

�A��(

设数列犪狀｛ ｝的通项公式为犪狀＝２
狀－１，求出犪２犪７，犪３犪６，并比较它们的大小．

你能由此总结出一个一般的结论并给出证明吗？

因为

犪２犪７＝２
２－１
×２

７－１
＝２

７，犪３犪６＝２
３－１
×２

６－１
＝２

７，

所以犪２犪７＝犪３犪６．

一般地，如果犪狀｛ ｝是等比数列，而且正整数狊，狋，狆，狇满足狊＋狋＝

狆＋狇，则

犪狊犪狋＝犪狆犪狇．

特别地，如果２狊＝狆＋狇，则

犪２狊＝犪狆犪狇．

结论的证明只需先将各项全部用首项与公比表示出来，然后计算即可，

留作练习．

���　　在４与
１

４
之间插入３个数，使这５个数成等比数列，求插入的３

个数．

 � （方法一）依题意，犪１＝４，犪５＝
１

４
，由等比数列的通项公式，得

１

４
＝４×狇

４，解得狇＝±
１

２
．

当狇＝
１

２
时，插入的３个数分别为

４×
１

２
＝２，２×

１

２
＝１，１×

１

２
＝
１

２
；
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当狇＝－
１

２
时，插入的３个数分别为

４× －
１

２（ ）＝－２，（－２）× －１２（ ）＝１，１× －１２（ ）＝－１２．

因此，插入的３个数分别为２，１，
１

２
或－２，１，－

１

２
．

（方法二）因为等比数列共有５项，即

犪１，犪２，犪３，犪４，犪５．

又因为２×３＝１＋５，所以

犪２３＝犪１犪５＝４×
１

４
＝１，

即犪３＝±１．又因为犪３要与犪１同号，所以犪３＝　　　　．

类似地，有犪２２＝犪１犪３，犪
２
４＝犪３犪５，而且犪２与犪４同号．因此

当犪２＝ 犪１犪槡 ３＝槡４×１＝２时，犪４＝ 犪３犪槡 ５＝ １×
１

４槡 ＝
１

２
；

当犪２＝－ 犪１犪槡 ３＝－槡４×１＝－２时，犪４＝－ 犪３犪槡 ５＝－ １×
１

４槡 ＝

－
１

２
．

因此，插入的３个数分别为２，１，
１

２
或－２，１，－

１

２
．

已知犪狀｛ ｝，犫狀｛ ｝是项数相同的两个等比数列，仿照下表中的例子填写表格，从

中你能发现什么规律？证明你的结论．

犪狀 犫狀 犪狀犫狀
｛犪狀犫狀｝是

等比数列吗？
犪狀＋犫狀

｛犪狀＋犫狀｝是

等比数列吗？

例子 ２
狀－１

５×３
狀
１５×６

狀－１ 是 ２
狀－１
＋５×３

狀 不是

自选１

自选２

如果上述数列犪狀｛ ｝，犫狀｛ ｝都是等差数列，其他条件不变，那么能得到相应的什

么结论？



３６　　　 第五章　数列

��"
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? 判断下列数列是否为等比数列．

（１）１，２，１，２，１；　　　　　　（２）－２，－２，－２，－２，－２；

（３）ｌｇ３，ｌｇ６，ｌｇ１２； （４）１，－
１

３
，
１

９
，－

１

２７
，
１

８１
．

? 求下列等比数列的第４项和第５项．

（１）４，－８，１６，…； （２）２，
４

３
，
８

９
，…；

（３）１１，３．３，０．９９，…； （４）
槡３

３
，－１，槡３，…．

? 求下列各组数的等比中项．

（１）４，９；　　　　　 　　　 （２）４－槡３，４＋槡３．

? 已知犪狀｛ ｝为等比数列，填写下表．

序号 犪１ 狇 狀 犪狀

（１） ３ －２ ５

（２）
１

２
４

１

１６

（３） －２ ４ －３２

（４） ３ ５ ４８

（５） ３ ２ ２４

!? 信息技术产业中的摩尔定律预言，每隔１８个月至２４个月，计算机等ＩＴ产品的

性能会翻一番．１９４５年，世界上第一台电子计算机每秒能完成５０００次运算，

此后按照每２４个月翻一番进行计算．

（１）求到２０１７年时，计算机每秒能完成的运算次数 （保留２位有效数字）；

（２）２０１７年６月，我国研制的超级计算机 “神威·太湖之光”的运算速度已经

达到了每秒９．３×１０１６次，（１）中得到的计算值比这一值大吗？

? 已知等比数列犪狀｛ ｝中，犪５＝２０，犪１５＝５，求犪２０．

? 存在既是等差数列又是等比数列的数列吗？如果存在，试举出实例；如果不存

在，说明理由．

? 当等比数列的首项与公比满足什么条件时，这个数列是递增数列？

? 求证：犪狀｛ ｝为等比数列的充要条件是犪狀＝犽狇
狀，其中犽，狇都是不为０的常数．
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（１）　　　　　　 （２）　　　　　　　 （３）

（第７题）

　

? 如果犪狀｛ ｝是等比数列，而且正整数狊，狋，狆，狇满足狊＋狋＝狆＋狇，求证：

犪狊犪狋＝犪狆犪狇．

? 已知一个无穷等比数列犪狀｛ ｝的首项为犪１，公比为狇．

（１）将犪狀｛ ｝的前犿 项去掉，其余各项依次构成的数列还是等比数列吗？如果

是，它的首项与公比分别为多少？

（２）取出犪狀｛ ｝的所有序号是奇数的各项，依次构成一个新的数列，这个数列还

是等比数列吗？如果是，它的首项与公比分别为多少？

（３）取出犪狀｛ ｝的所有序号为５的倍数的各项，依次构成一个新的数列，这个数

列还是等比数列吗？如果是，给出证明并求出首项与公比；如果不是，说

明理由．

? 下图（１）是一个边长为１的正三角形，将每边３等分，以中间一段为边向外作正

三角形，并擦去中间一段，得图（２），如此继续下去，得图（３）……试求第狀个

图形的周长．


１

２
　　１．０３　　１０００×１．０３

狀
　　１０　　 －

１

２
　　２　　１

5.3.2 �
���� n  ��

	����

在现代信息社会，人们可以借助手机、计算机等快速地传递有关信息．在这样的

背景下，要求每一个人都要 “不造谣，不信谣，不传谣”，否则要依法承担有关法律

责任．你知道其中的缘由吗？
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如图５３２所示，如果一个人得到某个信息之后，就将这个信息传给３个不同的

好友 （称为第１轮传播）；每个好友收到信息后，又都传给了３个不同的好友 （称为

第２轮传播）……依此下去，假设信息在传播的过程中都是传给不同的人，则每一轮

传播后，信息传播的人数就构成了一个等比数列

１，３，９，２７，８１，…．

图５３２

如果信息按照上述方式共传播了１９轮，那么知晓这个信息的人数共有多少？

为了解决情境中的问题，我们需要计算出等比数列

１，３，９，２７，８１，…

的前２０项和，即要算出

犛２０＝１＋３＋３
２
＋３

３
＋…＋３１９ ①

的值．

�A��(

你能想办法算出①式的值吗？你能得出一般等比数列前狀项和的公式吗？

当在①式两边同时乘以３时，可得

３犛２０＝３＋３
２
＋３

３
＋３

４
＋…＋３２０． ②

①－②可得－２犛２０＝　　　，因此

犛２０＝
３
２０
－１

２
≈１．７×１０

９
．

也就是说，经过１９轮传播之后，知晓这个信息的人数约为１７亿，比我

国现有的总人口还多！

一般地，设等比数列犪狀｛ ｝的公比为狇，前狀项和为犛狀，则

　　　　　　　　　犛狀＝犪１＋犪２＋犪３＋…＋犪狀
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＝犪１＋犪１狇＋犪１狇
２
＋…＋犪１狇

狀－１
． ③

当狇＝１时，由③可以看出，犛狀＝狀犪１．

当狇≠１时，在③两边同时乘以狇可得

狇犛狀＝犪１狇＋犪１狇
２
＋犪１狇

３
＋…＋犪１狇

狀， ④

③－④可得 （１－狇）犛狀＝犪１－犪１狇
狀，此时有

犛狀＝
犪１（１－狇

狀）

１－狇
．

综上可得等比数列前狀项和的公式为

犛狀＝

狀犪１，狇＝１，

犪１（１－狇
狀）

１－狇
，狇≠１．

烅

烄

烆

因为犪狀＝犪１狇
狀－１，所以狇≠１时，等比数列前狀项和的公式也可改写为

犛狀＝
犪１－犪狀狇

１－狇
．

���　　已知等比数列犪狀｛ ｝的公比狇＝
１

２
，犪８＝１，求这个数列前８项的和

犛８．

 � 因为犪８＝犪１狇
７，所以

犪１＝
犪８

狇
７＝

１

１

２（ ）
７＝２

７，

因此

犛８＝
犪１（１－狇

８）

１－狇
＝

２
７
× １－

１

２（ ）
８

［ ］
１－
１

２

＝２
８
－１＝２５５．

���　　已知等比数列犪狀｛ ｝中，犪３＝３，犪１０＝－３８４，求这个数列前１０项

的和．

 � 由已知可得

３＝犪１狇
２，

－３８４＝犪１狇
９，

烅

烄

烆

解得狇＝　　　，犪１＝　　　．

因此前１０项的和为

犛１０＝
犪１（１－狇

１０）

１－狇
＝
３

４
×
［１－（－２）１０］

１－（－２）
＝－
１０２３

４
．
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���　　 已知数列犪狀｛ ｝的前狀项和公式为犛狀＝３×２
狀
－１，求出数列的通

项公式，并判断这个数列是否是等比数列．

 � 当狀＝１时，有犪１＝犛１＝　　　．

当狀≥２时，有

犪狀＝犛狀－犛狀－１＝３×２
狀
－１－（３×２狀－１－１）＝３×２狀－１．

因此数列的通项公式为

犪狀＝
５，狀＝１，

３×２
狀－１，狀≥２．

烅
烄

烆

又因为

犪２＝３×２
２－１
＝６，犪３＝３×２

３－１
＝１２，

犪２

犪１
＝
６

５
，
犪３

犪２
＝２，所以犪狀｛ ｝不是等比数列．

（１）等比数列中，犛狀与狀的关系与以前学过的什么函数有关？

（２）如果数列犪狀｛ ｝的前狀项和的公式是

犛狀＝犃狇
狀
＋犅，

其中犃，犅，狇都是常数，且犃≠０，狇≠０，那么犪狀｛ ｝一定是等比数列吗？为什么？

���　　　　　求值：９＋９９＋９９９＋…＋９９９…９９
烐烏 烑
狀个９

．

 �� 数列９，９９，９９９，…不是等比数列，不能直接用公式计算，但

将它转化成１０－１，１００－１，１０００－１，…，就容易解决了．

 � 原式＝（１０－１）＋（１０２－１）＋…＋（１０狀－１）

＝（１０＋１０２＋…＋１０狀）－狀＝
１０（１０狀－１）

１０－１
－狀

＝
１０

９
（１０狀－１）－狀．

���　　某工厂去年１月份的产值为犪元，且月平均增长率为狆 （狆＞０），

求这个工厂去年全年产值的总和．

 � 设该工厂去年第狀个月的产值为犫狀元，由题意可知犫１＝犪，且

犫狀＋１－犫狀

犫狀
＝狆，

即
犫狀＋１

犫狀
＝１＋狆．
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因此犫狀｛ ｝是以犪为首项，　　　为公比的等比数列，这个数列共有

１２项，且

犫狀＝　　　，

从而这个数列所有项的和为

犛１２＝
犪１－１＋狆（ ）１２［ ］

１－（１＋狆）
＝
犪 １＋狆（ ）１２－１［ ］

狆
．

因此可知该工厂去年全年的总产值为
犪 １＋狆（ ）１２－１［ ］

狆
元．

��KA

国际象棋与等比数列

一般认为，国际象棋起源于古印度．国

际象棋的棋盘由６４个格子组成，如下图所

示．据说国王为了奖赏发明者，让发明者提

一个要求．发明者说：我想在棋盘的第１个

格子里放上１颗麦粒，在第２个格子里放上２

颗麦粒，在第３个格子里放上２２颗麦粒，在

第４个格子里放上２３颗麦粒……每个格子放

的麦粒数都是前一个格子里放的麦粒数的２

倍，直到第６４个格子，请国王给我足够的麦

子．国王觉得这个要求并不过分，欣然同

意．假设每１０００粒麦子的质量为４０ｇ，猜

想一下，国王有能力满足发明者的要求吗？

根据等比数列前狀项求和公式可知，发

明者所要求的麦粒数为

　１＋２＋２
２
＋２

３
＋…＋２６３

＝
１×（１－２６４）

１－２
＝２

６４
－１．

从而可知，发明者要求的麦子质量为

２
６４
－１

１０００
×４０ｇ≈７．３８×１０

１４
ｋｇ．

也就是说，发明者要求的麦子质量约为

７．３８×１０
１１吨，即７３８０亿吨．２０１６年，我

国大宗粮油作物 （包括小麦、水稻）产量约

为５．４亿吨，全球大宗粮油作物总产量约为

２７．８亿吨．古印度的那位国王能满足发明者

的要求吗？

��"

? 根据下列各题中的条件，求相应的等比数列犪狀｛ ｝的前狀项和犛狀．

（１）犪１＝３，狇＝２，狀＝６；　　　（２）犪１＝２．４，狇＝－１．５，狀＝５；

（３）犪１＝８，狇＝
１

２
，犪狀＝

１

２
； （４）犪１＝－２．７，狇＝－

１

３
，犪狀＝

１

９０
．
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? 求等比数列
１

４
，－
１

２
，１，…从第６项到第１０项的和．

? 已知等比数列犪狀｛ ｝中，犪３＝６，犛３＝１８，求公比狇．

? 某林场计划第１年造林１５公顷，以后每年比前一年多造林２０％，该林场５年共

造林多少公顷？

? 某制糖厂第１年制糖５万吨．如果平均每年的产量比上一年增加１０％，那么从

第１年起，约几年内可使总产量达到３０万吨 （结果保留到个位）？ （取ｌｇ２＝

０．３０１０，ｌｇ３＝０．４７７１，ｌｇ１．６＝０．２０，ｌｇ１．１＝０．０４１．）

? 计算．

（１）０．９＋０．９９＋０．９９９＋…＋０．９９…９
︸
狀个９

；

（２）（犪－１）＋（犪２－２）＋…＋（犪狀－狀），犪≠０，犪∈犚．

? 如果一个等比数列前５项的和等于１０，前１０项的和等于５０，那么这个数列前

１５项的和等于多少？

? 已知等比数列的首项为－１，前狀项和为犛狀，如果
犛１０

犛５
＝
３１

３２
，求犛８．

? 已知数列犪狀｛ ｝的前狀项和为犛狀，点（狀，犛狀）在函数狔＝２－２×３
狓 的图象上，求

数列犪狀｛ ｝的通项公式．

? 我国古代数学名著 《算法统宗》中有如下问题：远望巍巍塔七层，红光点点倍

加增，共灯三百八十一，请问尖头几盏灯？意思是，一座７层塔共挂了３８１盏

灯，且相邻两层中的下一层灯数是上一层灯数的２倍，求塔顶层灯的数目．你

能求出来吗？
　

１－３
２０
　　 －２　　

３

４
　　３×２－１＝５　　１＋狆　　犪（１＋狆）

狀－１

�����"

? 在等比数列犪狀｛ ｝中，

（１）已知犪５＝８，犪７＝１６，求犪１与公比狇；

（２）已知犪３＝２，公比狇＝－１，求犪１５．
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? 求犪４＋犪２犫２与犫４＋犪２犫２ （其中犪犫≠０）的等比中项．

? 某市近１０年的年国内生产总值从２０００亿元开始，以每年８％的速度增长，

这个城市近１０年的国内生产总值一共是多少？

? 假设某工厂生产某种产品，第１年产量为犪，以后每年该产品产量的增长率

是狆 （狆＞０），用犪狀表示第狀年该产品的产量，用犛狀表示从第１年到第狀年

该工厂生产这种产品的总量，分别求出犪狀与犛狀的表达式．

?３个数成等比数列，它们的和等于１４，它们的积等于６４，求这个等比数列．

? 某工厂产值的月平均增长率为狆，求该工厂产值的年增长率．

? 已知一个正三角形边长为犪，以此正三角形的高为边作第２个正三角形，以

此类推继续作正三角形．求前１０个正三角形的周长之和．

? 设犪狀｛ ｝是等比数列，且犪狀＞０，证明数列ｌｇ犪狀｛ ｝是等差数列，并求出这个等

差数列的首项与公差．

!? 中国人民银行２０１５年１０月２４日公布的 “人民币现行利率表”显示，金融

机构人民币贷款１～５年 （含５年）的基准利率为４．７５％．若某人年初时从

某银行贷款１０００００元，贷款期为５年，贷款利率就是基准利率，银行每年

年底结算一次利息．求到第５年年底时，此人欠银行的钱数 （精确到

０．０１）．

�����#

? 在等比数列犪狀｛ ｝中，

（１）已知犪１＝－１．５，犪４＝９６，求狇和犛狀；

（２）已知犪１＝２，犛３＝２６，求狇和犪３；

（３）已知狇＝
１

２
，犛５＝３

７

８
，求犪１和犪４；

（４）已知犪３＝－４，犪４＝６，求狇和犛５．

? 数列犪，犪，犪，犪，犪是等比数列吗？为什么？

? 将公比为狇的等比数列犪１，犪２，犪３，犪４，…，依次取相邻两项的乘积组成新

的数列犪１犪２，犪２犪３，犪３犪４，犪４犪５，…，这个新数列是等比数列吗？说明

理由．

? 已知两个等比数列的公比不相等，但第５项相等，这两个等比数列中除第５

项外，还有可能出现序号与数值都相等的项吗？

? 如果等比数列犪狀｛ ｝中公比狇＞１，那么犪狀｛ ｝一定是递增数列吗？为什么？
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? 设犛狀是等差数列犪狀｛ ｝的前狀项和，已知
１

３
犛３与

１

４
犛４的等比中项为

１

５
犛５，且

１

３
犛３与

１

４
犛４的等差中项为１，求犪狀｛ ｝的通项公式．

? 已知等比数列犪狀｛ ｝的前狀项的积为犜狀，即犜狀＝犪１犪２犪３…犪狀－１犪狀，又已知

犪１＝４，狇＝
１

２
，求犜狀及犜狀的最大值．

�����$

? 求１×２＋２×２２＋３×２３＋…＋狀×２狀的值．

? 在数列犪狀｛ ｝中，犛狀＋１＝４犪狀＋２，犪１＝１．

（１）设犫狀＝犪狀＋１－２犪狀，求证：数列犫狀｛ ｝是等比数列；

（２）设犮狀＝
犪狀

２
狀
，求证：数列犮狀｛ ｝是等差数列；

（３）求数列犪狀｛ ｝的通项公式及前狀项和公式．

? 设数列犪狀｛ ｝的前狀项和为犛狀，若对于任意的正整数狀，都有犛狀＝２犪狀－３狀．

（１）求数列犪狀｛ ｝的首项与递推关系；

（２）证明：数列犫狀｛ ｝满足犫狀＋１＝犃犫狀＋犅时（其中犃≠１，犅≠０，犫１≠
犅

１－犃
），

数列犫狀－
犅

１－犃｛ ｝是以犃为公比的等比数列，并求数列犪狀｛ ｝的通项公式．
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前面我们已经看到了数列的很多应用，这一节我们再通过几个实例来展

示数列的应用．

�����E ���

	����

我们知道，当偿还银行贷款时，需要将本金和利息一起偿还．分期还款是一种很

常见的还款方式，其本质是将本金和利息分摊到每一期偿还．目前，常见的分期还款

方式有 “等额本金还款法”“等额本息还款法”．你能根据这两种还款方式的名称猜

出它们的不同吗？如果向银行贷款本金犃０元，打算分成犿期偿还，并且每一期的利

率为狉 （狉＞０），记每期还款的钱数构成的数列为

犪１，犪２，…，犪犿，

你能写出两种还款方法中，第狀期所要还的钱数犪狀的表达式吗？

顾名思义，“等额本金还款法”是将本金平均分配到每一期进行偿还，

每一期的还款金额由两部分组成，一部分为每期本金，即贷款本金除以还款

期数，另一部分是利息，即贷款本金与已还本金总额的差乘以利率．因此这

种方式中，

每期还款金额＝
贷款本金

还款期数＋
（贷款本金－已还本金总额）×利率．

利用情境中的符号有

犪狀＝
犃０

犿
＋ 犃０－

犃０

犿
（狀－１）［ ］×狉．

���　　自主创业的大学生张华向银行贷款２０００００元租赁了一处经营场

所，因为预计前期经营状况会比较好，张华跟银行约定按照 “等额本金还

款法”分１０年进行还款，贷款的年利率为５％．设第狀年张华的还款金

额为犪狀元，求出犪狀的表达式，并说出数列｛犪狀｝的特征．

 � 因为每期所还本金为
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２０００００

１０
＝２００００（元），

所以，第狀年以前已还本金总额为２００００（狀－１）元，从而有

犪狀＝２００００＋［２０００００－２００００（狀－１）］×５％

＝　　　　　　　　　．

可以看出，｛犪狀｝是一个递减的等差数列．

“等额本息还款法”是将本金和利息平均分配到每一期进行偿还，因此

每一期所还钱数相等，即

犪１＝犪２＝…＝犪犿．

为了较快地推导出这种方式中每一期所要还的钱数，我们先介绍资金的现值

与未来值．

�A��(

假设你现在手中有１０００元钱，而且你打算一年以后再使用这笔钱．那么一年

以后，这笔钱所能买到的东西价值最多只能是１０００元吗？为什么？由此你能得到

什么启发？

因为可以将这笔钱存入银行中，而到期之后银行会支付利息，所以一年

后使用这笔钱时，所能买到的东西价值是不止１０００元的．例如，假设一年

定期的存款利率为５％，不计利息税，则一年后的本息和为

１０００（１＋５％）＝１０５０（元）．

即一年后可以买到价值１０５０元的东西．

换句话说，现在的１０００元相当于一年后的１０５０元．类似地，如果记

现在的犃０元相当于狀年后的犃元，银行存款的年利率为狉 （狉＞０）且每年

结算一次利息 （不计利息税，下同），则犃０（１＋狉）
狀
＝犃，即

犃０＝　　　　．

经济学上，一般称犃０为犃 的现值，而犃 为犃０的未来值．可以看出，

现值的计算公式提供了不同时期资金换算的方法，因此在日常生活中有广泛

应用．

在前面的情境中，如果用 “等额本息还款法”进行还款，设贷款时的资

金犃０元为现值，且每一期所还钱数为狓元，则：

第１期所还钱的现值为
狓

１＋狉
元；

第２期所还钱的现值为
狓

（１＋狉）２
元；

……
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第犿期所还钱的现值为　　　元．

因为最后还款的现值总和应为犃０元，所以

狓

１＋狉
＋

狓
（１＋狉）２

＋…＋
狓

（１＋狉）犿
＝犃０，

又因为狉＞０，所以由等比数列前狀项求和公式可解得

狓＝
犃０狉（１＋狉）

犿

（１＋狉）犿－１
．

���　　刚考入大学的小明准备向银行贷款５０００元购买一台笔记本电

脑，然后上学的时候通过勤工俭学来分期还款．小明与银行约定：每个月

还一次款，分１２次还清所有的欠款，且每个月还款的钱数都相等，贷款

的月利率为０．５％．试求出小明每个月所要还款的钱数 （精确到０．０１元）．

 � 可以看出，小明选择的还款方式为 “等额本息还款法”，因此

狓＝
５０００×０．５％×（１＋０．５％）１２

（１＋０．５％）１２－１
≈４３０．３３（元）．

即小明每个月要还款约４３０．３３元．

�������+���������

经济学家凯恩斯在解释政府财政政策时指出，如果政府的支出增加，那

么就会产生 “乘数”效应．

例如，政府如果增加道路维修费用３００亿元，那么这笔费用将会使部分

居民收入增加．假设这些居民将收入增加量的７５％用于国内消费，２５％用

于存储或国外消费，那么国内消费的金额将会产生第２轮影响，其也会使部

分居民收入增加．收入增加了的居民又会将一定比例的收入增加量用于国内

消费，因此又会产生新的一轮影响……假设每一个受影响的居民消费理念都

一样，那么经过３０轮影响之后，最后的国内消费总额将会是３００亿元的倍

数 （最初政府支出也算是国内消费），也就是说有了 “乘数”效应．

事实上，在这个例子中，如果设第狀轮消费的金额为犪狀元，则：

第１轮居民用于消费的金额为

犪１＝３００×７５％ （亿元）；

第２轮居民用于消费的金额为

犪２＝犪１×７５％＝３００×（７５％）
２ （亿元）；

……

第３０轮居民用于消费的金额为

犪３０＝犪２９×７５％＝　　　　（亿元）．
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因此，经过３０轮后，国内消费总额是

　３００＋３００×７５％＋３００×（７５％）
２
＋…＋３００×（７５％）３０

＝
３００［１－（７５％）３１］

１－７５％

≈３００×４＝１２００（亿元）．

政府的初始支出为３００亿元，而国内消费最后约为１２００亿元，因此国

内消费约是初始支出的４倍．

���　　假设政府增加某项支出１００亿元，每个受惠的居民会将８０％的

额外收入用于国内消费．求经过３０轮影响之后，最后的国内消费总额

（最初政府支出也算是国内消费，结果精确到１亿元）．

 � 依题意可知，经过３０轮影响之后，最后的国内消费总额为

　１００＋１００×８０％＋１００×（８０％）
２
＋…＋１００×（８０％）３０

＝
１００［１－（８０％）３１］

１－８０％
≈５００（亿元）．

�����

���　　　　　有些食物中含有一定量的微量元素，当人体摄入微量元素之后，微

量元素会随着尿液、汗液等部分排出．假设某人每天摄入某微量元素１０ｍｇ，

该微量元素每天以１０％的比率排出，则３０天后在此人身体中积累了多少该

微量元素？（设一开始某人体内该微量元素为０，计算结果精确到０．１ｍｇ．）

 � 设第狀天时此人体内有微量元素犪狀ｍｇ，则：

第１天此人身体内的微量元素为

犪１＝１０×（１－１０％）（ｍｇ）；

第２天此人身体内的微量元素为

犪２＝（犪１＋１０）（１－１０％）＝１０×（１－１０％）＋１０×（１－１０％）
２ （ｍｇ）；

第３天此人身体内的微量元素为

犪３＝（犪２＋１０）（１－１０％）

＝１０×（１－１０％）＋１０×（１－１０％）２＋１０×（１－１０％）３ （ｍｇ）；

……

第３０天此人身体内的微量元素为

犪３０＝（犪２９＋１０）（１－１０％）

＝１０×（１－１０％）＋１０×（１－１０％）２＋…＋１０×（１－１０％）３０

＝
１０（１－１０％）［１－（１－１０％）３０］

１－（１－１０％）
≈８６．２（ｍｇ）．

即３０天后在此人身体中积累了约８６．２ｍｇ的该微量元素．
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���　　 某企业为一个高科技项目注入了启动资金１０００万元，已知每年

可获利２５％，但由于竞争激烈，每年年底需从利润中取出２００万元资金

进行科研、技术改造与广告投入，方能保持原有的利润增长率．设经过

狀年之后，该项目的资金为犪狀万元．

（１）写出犪１的值以及数列｛犪狀｝的递推公式；

（２）证明：｛犪狀－８００｝为等比数列，并求出数列｛犪狀｝的通项公式；

（３）求出至少要经过多少年，该项目的资金才可以达到或超过翻两

番 （即为原来的４倍）的目标．（取ｌｇ２≈０．３）

 � （１）由题意知

犪１＝１０００×（１＋２５％）－２００＝１０５０，

而且

犪狀＋１＝犪狀×（１＋２５％）－２００＝
５

４
犪狀－２００．

（２）由（１）可知

犪狀＋１－８００＝
５

４
犪狀－２００－８００＝

５

４
（犪狀－８００），

又因为犪１－８００＝１０５０－８００＝２５０≠０，所以可知犪狀－８００≠０，从而可

知｛犪狀－８００｝为等比数列．

因此

犪狀－８００＝（犪１－８００）×
５

４（ ）
狀－１

＝２５０×
５

４（ ）
狀－１

，

所以犪狀＝２５０×
５

４（ ）
狀－１

＋８００．

（３）令犪狀≥４０００，可得
５

４（ ）
狀－１

≥
６４

５
，因此 （狀－１）ｌｇ

５

４
≥ｌｇ

６４

５
，

（狀－１）ｌｇ
１０

２
３≥ｌｇ

２
７

１０
，所以

狀－１≥
７ｌｇ２－１

１－３ｌｇ２
≈１１，

因此狀≥１２．

即至少要经过１２年，项目的资金才可以达到或超过翻两番的目标．

�����"

? “等额本金还款法”中，每一期还款数构成的数列一定是一个递减的等差数

列吗？为什么？
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? “等额本息还款法”中，每一期还款数构成的数列是什么数列？

? 一对夫妇为了５年后能购买一辆车，准备每年到银行去存一笔钱．假设银

行储蓄年利率为５％，每年结算一次利息且不计利息税，为了使５年后本利

和共有１０万元，则他们每年约需存多少钱 （精确到１元）？

? 假设某人每天服用某种药物２０ｍｇ，该药物每天以２０％的比率排出，则３０

天后在此人身体中积累了多少该药物 （精确到０．１ｍｇ）？

? 我国古代数学名著 《九章算术》中记载有 “耗子穿墙”问题：今有垣厚五

尺，两鼠对穿．大鼠日一尺，小鼠亦日一尺．大鼠日自倍，小鼠日自半．问：

几何日相逢？各穿几何？你能解答此题吗？

�����#

? 网上购鞋常常能看到脚长犪ｍｍ与鞋号犫狀的对应表格．

犪 ２２０ ２２５ ２３０ ２３５ ２４０ ２４５ ２５０ ２５５ ２６０ ２６５

犫 ３４ ３５ ３６ ３７ ３８ ３９ ４０ ４１ ４２ ４３

请解决下面的问题．

（１）找出满足表中对应规律的计算公式，通过实际脚长犪计算出鞋号犫；

（２）根据计算公式，计算３０号童鞋所对应的脚长是多少．

（３）如果一个篮球运动员的脚长为２８２ｍｍ，根据计算公式，他该穿多大号的鞋？

? 《莱因德纸草书》中曾记载有下面的数学问题：把１００个面包分给５个人，使

每个人所得的面包数成等差数列，且最大的３份之和的
１

７
等于较小的２份之

和，求最小的１份为多少．你能求解此题吗？

? 假设政府增加某项支出２００亿元，而每个受惠的居民会将５０％的额外收入用

于国内消费．求政府此项支出经过５０轮后的国内消费总金额 （最初政府支出

也算是国内消费，结果精确到１亿元）．

? 设某投资项目现在需投资２００万元，且第１年年末开始，每一年的净利润是１５

万元，而且收益可以持续５０年．求年利率为８％时所有收益的现值，并以此说

明投资者是否应该投资这个项目 （假设投资者现在有２００万元资金）．

? 假设某企业现在的净利润为２００万元，且以后每年增长４％．但该企业今年遇到了

资金困难的问题，所以企业管理人提出：如果有投资人现在出资５５００万元的话，

该企业将现在和以后每年的净利润都无条件划归给投资人．假设该企业可以无限

生存下去，而银行的年利率为８％，不考虑其他情况，你是否会同意该企业管理人

的提议？（提示：将该企业利润的现值之和与５５００万元进行比较．）
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? 某人现有资金１７２５００元，恰好可以以每股１７．２５元的价格购进某种股票

１００００股，预期一年后能以每股１７．６７元的价格卖出 （假设卖出时的交易费

率为０．１％）；此人也可以将这笔资金存入银行，其中月利率为０．２％，每月

结算一次利息且不扣利息税．你觉得该人应该将这笔资金用于买股票还是存

入银行？（取 （１＋０．２％）１２＝１．０２４２７）

? 从社会效益和经济效益出发，某地准备投入资金进行生态环境建设，以发展

旅游产业．根据规划，本年度投入８００万元，以后每年投入将比上年减少
１

５
，

本年度当地旅游业收入估计为４００万元，由于该项建设对旅游的促进作用，

预计今后的旅游业收入每年会比上年增加
１

４
．

（１）设狀年内 （本年度为第１年）总投入为犪狀 万元，旅游业总收入为犫狀 万

元，写出犪狀，犫狀的表达式；

（２）至少经过多少年，旅游的总收入能超过总投入？（取ｌｇ２＝０．３０１０）

 －１０００狀＋３１０００　　
犃

（１＋狉）狀
　　

狓
（１＋狉）犿

　　３００×（７５％）
３０
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已知数列犪狀｛ ｝中，犪１＝１，且

犪狀＋１＝
４狀２－１

犪狀
．

求出这个数列的第２、３、４、５项，你能由此猜出数列的通项公式并给出证

明吗？

由已知可得

犪２＝
４×１

２
－１

犪１
＝
３

１
＝３，犪３＝

４×２
２
－１

犪２
＝
１５

３
＝５，

犪４＝　　　　　　 ，犪５＝　　　　　　 ，

这就是说，数列 犪狀｛ ｝的前５项分别为１，３，５，７，９，因此，可以猜测

犪狀｛ ｝是一个等差数列，且通项公式为

犪狀＝２狀－１． ①

怎样才能证明这一点呢？我们已经知道，前面５项都是满足①式的，所

以原则上需要对后面的每一项都进行验证，但因为后面有无穷多项，所以一

一验证是不可能的．不过，用下述方法可以给出后面的每一项也满足①式的

严格证明．

假设狀＝犽时，①式成立，即犪犽＝２犽－１．

根据已知条件和假设可知

犪犽＋１＝
４犽２－１

犪犽
＝
４犽２－１

２犽－１
＝２犽＋１＝２（犽＋１）－１，

即狀＝犽＋１时，①式也成立．

这就能够说明①式对任何正整数都成立了：我们已经知道①式对狀＝１，

２，３，４，５都是成立的，而且我们证明了 “如果狀＝犽时成立，那么狀＝

犽＋１时也成立”，因此狀＝６时也是成立的；由于狀＝６时成立，因此狀＝

６＋１＝７时也是成立的……

上面这个说理过程的一般化，就是数学归纳法：

一个与自然数有关的命题，如果
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（ｉ）当狀＝狀０时，命题成立；

（ｉｉ）在假设狀＝犽 （其中犽≥狀０）时命题成立的前提下，能够推出狀＝

犽＋１时命题也成立．

那么，这个命题对大于等于狀０的所有自然数都成立．

图５５１

有人认为，可以借助多米诺骨牌来理解数学归纳法．

如图５５１所示，一列排好的多米诺骨牌，如果推倒第一

张，而且后续的每一张倒下时，能够导致下一张也倒下，

则所有的骨牌都能倒下．

你觉得这种理解方式怎么样？

���　　用数学归纳法证明，对任意的正整数狀，都有

１
２
＋２

２
＋３

２
＋…＋狀２＝

狀狀＋１（ ）２狀＋１（ ）

６
．

 �� （ｉ）当狀＝１时，

左边＝１
２
＝１，右边＝

１×（１＋１）×（２×１＋１）

６
＝１，

所以此时等式成立．

（ｉｉ）假设狀＝犽 （犽≥１）时，等式成立，即

１
２
＋２

２
＋３

２
＋…＋犽２＝

犽犽＋１（ ）２犽＋１（ ）

６
．

则

　１
２
＋２

２
＋３

２
＋…＋犽２＋犽＋１（ ）２

＝
犽犽＋１（ ）２犽＋１（ ）

６
＋犽＋１（ ）２

＝
犽＋１（ ）犽＋２（ ）２犽＋３（ ）

６

＝
犽＋１（ ）犽＋１（ ）＋１［ ］２犽＋１（ ）＋１［ ］

６
，

所以，当狀＝犽＋１时等式也成立．

根据（ｉ）和（ｉｉ）可知，等式对任意正整数狀都成立．
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以下是某人给出的关于

２＋４＋６＋…＋２狀＝狀２＋狀＋１　　　　　　　　②　　

对所有正整数狀都成立的证明，这个证明有问题吗？由此你能得到什么启发？

证明　假设狀＝犽时，②式成立，即

２＋４＋６＋…＋２犽＝犽２＋犽＋１．

则

　２＋４＋６＋…＋２犽＋２犽＋１（ ）

＝犽２＋犽＋１＋２犽＋１（ ）

＝犽＋１（ ）２＋犽＋１（ ）＋１，

所以，狀＝犽＋１时②式也成立．

因此②式恒成立．

显然，②式是不成立的，因为当狀＝１时，②式

左边＝２，右边＝　　　，

此时②式不成立．事实上，尝试与发现中给出的证明，只是数学归纳法证明

中的第（ｉｉ）部分．

这就说明，用数学归纳法证明时， （ｉ）与（ｉｉ）缺一不可．事实上，（ｉ）是

（ｉｉ）的基础，即只有确定了狀＝狀０时命题成立，后续的推导才会有意义．

���　　求证：平面上狀（狀≥１）个圆把平面最多分成狀２－狀＋２个区域．

 �� （ｉ）显然，一个圆将平面分成２个区域．当狀＝１时，

狀２－狀＋２＝　　　．

所以当狀＝１时结论成立．

图５５２

（ｉｉ）假设当狀＝犽 （犽≥１）时，结论成立，即

犽个圆最多把平面分成犽２－犽＋２个区域．

在此基础上增加一个圆，为使区域最多，应

使新增的圆与前犽个圆都交于两点，如图５５２所

示．于是新增了２犽个交点，这２犽个交点将新圆

分成２犽段弧，这２犽段弧将所经过的区域一分为

二，因此新增了２犽个区域，这样犽＋１个圆最多

把平面分成

（犽２－犽＋２）＋２犽＝犽＋１（ ）２－犽＋１（ ）＋２

个区域．
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即当狀＝犽＋１时结论也成立．

所以，结论对任何正整数狀都成立．

���　　求证：当狀是大于或等于５的正整数时，２狀＞狀２．

 �� （ｉ）当狀＝５时，２５＝３２，５２＝２５，显然２５＞５
２，所以此时命题

成立．

（ｉｉ）假设狀＝犽 （其中犽≥５）时命题成立，即２
犽
＞　　．

因为犽≥５，所以犽
２
≥５犽＞２犽＋１，因此

２
犽＋１
＝２×２

犽
＞２×犽

２
≥犽

２
＋５犽＞犽

２
＋２犽＋１＝犽＋１（ ）２．

可知不等式当狀＝犽＋１时也成立．

综上可知，不等式对任何大于或等于５的正整数狀都成立．

�����"

? 一个与自然数有关的命题，如果已知狀＝３时，命题成立，而且在假设狀＝犽

（其中犽≥３）时命题成立的前提下，能够推出狀＝犽＋１时命题也成立．

（１）狀＝９０时命题成立吗？

（２）狀＝２时命题一定成立吗？举例说明．

? 用数学归纳法证明：１×２＋２×３＋３×４＋…＋狀狀＋１（ ）＝
１

３
狀狀＋１（ ）狀＋２（ ）．

? 用数学归纳法证明：－１＋３－５＋…＋ －１（ ）狀（２狀－１）＝ －１（ ）狀狀．

? 用数学归纳法证明：当狀≥２时，

犪１＋犪２＋犪３＋…＋犪狀（ ）２＝犪２１＋犪
２
２＋…＋犪

２
狀＋２犪１犪２＋犪１犪３＋…＋犪狀－１犪狀（ ）．

? 用数学归纳法证明：１３＋２３＋３３＋…＋狀３＝
狀２狀＋１（ ）２

４
．

? 已知狓＞１，且狀是正整数，用数学归纳法证明：（１＋狓）
狀
≥１＋狀狓．

�����#

? 一个与自然数有关的命题，如果狀＝犽＋１时命题不成立，能够推出狀＝犽时

命题也不成立 （其中犽为正整数）．若已知狀＝６时，命题不成立；狀＝７时，

命题成立．

（１）狀＝３时命题成立吗？

（２）狀＝８时命题一定成立吗？

? 已知数列犪狀｛ ｝中，犪１＝０，且犪狀＋１＝
１

２－犪狀
．猜测这个数列的通项公式，并给

出证明．
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? 已知数列

１

１×３
，
１

３×５
，
１

５×７
，…，

１

２狀－１（ ）×２狀＋１（ ）
，…，

记这个数列前狀项和为犛狀．计算犛１，犛２，犛３，犛４，根据计算的结果，猜想

犛狀的表达式，并用数学归纳法进行证明．

? 已知数列犪狀｛ ｝的通项公式为犪狀＝
１

狀（狀＋１）
，记这个数列前狀项和为犛狀．计算

犛１，犛２，犛３，犛４，根据计算的结果，猜想犛狀的表达式，并用数学归纳法进

行证明．

? 证明４２狀＋１＋３狀＋２能被１３整除，其中狀为任意正整数．

? 观察下列各式．

１
３
＝１

２，

１
３
＋２

３
＝３

２，

１
３
＋２

３
＋３

３
＝６

２，

１
３
＋２

３
＋３

３
＋４

３
＝１０

２，

……

总结出一般规律，并用数学归纳法证明你所得到的结论．

? 下面是按照一定规律画出的一列 “树型”图．

ll

（第７题）

其中，第２个图比第１个图多２个 “树枝”，第３个图比第２个图多４个 “树

枝”，第４个图比第３个图多８个 “树枝”．假设第狀个图的 “树枝”数为犪狀，

写出数列犪狀｛ ｝的递推公式和通项公式，并用数学归纳法证明通项公式．


４×３

２
－１

犪３
＝
３５

５
＝７　　

４×４
２
－１

犪４
＝
６３

７
＝９　　１

２
＋１＋１＝３

１
２
－１＋２＝２ 犽

２
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本章我们首先学习了数列的概念，包括数列的通项公式、递增数列、递减数列、

数列的前狀项和；然后学习了等差数列，包括等差数列的定义、通项公式与性质；

接下来学习了等比数列，包括等比数列的定义、通项公式与性质；最后还学习了一

种新的数学证明方法———数学归纳法，了解了数学归纳法在证明与自然数有关的命

题中的作用．

依照知识之间的联系，我们可以作出如下的知识结构图．

请依据自己的理解，在知识结构图上补充更多的内容吧！你能作出其他形式的

知识结构图吗？

������

在本章学习的过程中，我们已经看到，我国古代数学中包含很多数列的研究成

果．实际上，早在元代数学家朱世杰所著的 《四元玉鉴》中，就已经给出了 “高阶

等差数列”的前狀项求和公式．试查阅有关文献和互联网，了解我国古代数学中数

列的研究成果，从你感兴趣的角度撰写小论文，然后与其他同学交流、分享．
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犃组

１观察数列的特点，在每个空白处填入一个适当的数，并写出每个数列的一个

通项公式．

（１）１，３，７， ，３１， ，１２７，…；

（２）２，５， ，１７，２６， ，５０，…；

（３）
１

２
，－
１

４
， ，－

１

１６
，
１

３２
， ，

１

１２８
，…；

（４）１，槡２， ，２，槡５， ，槡７，…．

２观察数列０，３，８，１５，２４，…中各项的规律，求数列的一个通项公式．

３已知数列犪狀｛ ｝中，犪１＝１，犪３＝２，犪狀＋２＝犪狀＋１＋犪狀，试写出这个数列的前１０

项，并求出前５项的和．

４已知犪狀＝２狀－１，求证：犛狀＝
（犪狀＋１）

２

４
．

５已知数列犪狀｛ ｝的通项公式为犪狀＝３狀－１＋２
狀－１，犛狀为其前狀项和．

（１）求犛４，犛５；　　　　　　　 （２）求犛狀．

６已知犪１＝１，犪狀＋１＝２犪狀＋１，记犫狀＝犪狀＋１，证明：｛犫狀｝是等比数列，并

求犪狀．

７早在公元前１世纪左右，我国古代著名的 《周髀算经》中就出现了与等差数

列有关的内容：凡八节二十四气，气损益九寸九分六分分之一；冬至晷长一丈三尺

五寸，夏至晷长一尺六寸．问：次节损益寸数长短各几何？这指的是二十四节气可

以通过特定标记的日影长度来确定，每相邻两个节气之间的日影长度差为９９
１

６
分；

且冬至时日影长度最大，为１３５０分；夏至时日影长度最小，为１６０分．问每个节气

的日影各为多少．设二十四节气的日影长按从大到小的顺序排成的数列为犪狀｛ ｝，请

依次写出这个数列中的各项．

８用数学归纳法证明：１２＋３２＋５２＋…＋２狀－１（ ）２＝
１

３
狀４狀２－１（ ）．

９已知数列犪狀｛ ｝的通项公式为

犪狀＝
１

槡狀＋ 狀槡 ＋１
，

记这个数列前狀项和为犛狀．计算犛１，犛２，犛３，犛４，并根据计算的结果，猜想犛狀 的

表达式，并用数学归纳法进行证明．
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１０求证：对任意正整数狀，狓２狀－狔
２狀都能被狓－狔整除．

犅组

１已知等差数列犪狀｛ ｝的前狀项和为犛狀，且犛犿＝１０，犛２犿＝３０，求犛３犿 的值．

２已知等比数列犪狀｛ ｝的前狀项和为犛狀，且犛犿＝１０，犛２犿＝３０，求犛３犿 的值．

３ （１）已知等差数列犪狀｛ ｝的前狀项和为犛狀，则

犛狀，犛２狀－犛狀，犛３狀－犛２狀，犛４狀－犛３狀，…

成等差数列吗？证明你的结论．

（２）已知等比数列犪狀｛ ｝的前狀项和为犛狀，则

犛狀，犛２狀－犛狀，犛３狀－犛２狀，犛４狀－犛３狀，…

成等比数列吗？证明你的结论．

４是否存在一个各项都小于５的无穷递增数列？如果存在，写出一个满足条件

的数列的通项公式；如果不存在，说明理由．

５如果犪４＝
１

８
，犪狀＋１＝

犪狀

２犪狀＋１
，试写出数列犪狀｛ ｝的前３项，并猜想它的一个通

项公式，然后给出证明．

６已知犪狀｛ ｝中，犛狀＋犛犿＝犛狀＋犿，犪１＝１，求犪１０的值．

７已知犪狀｛ ｝中，犪狀＋１＋（－１）
狀犪狀＝２狀－１，求犛８的值．

８已知犪狀｛ ｝满足犪１犪２犪３…犪狀－１犪狀＝狀
２，求犪狀．

９已知数列犪狀｛ ｝满足犪１＋２犪２＋…＋（狀－１）犪狀－１＋狀犪狀＝３狀
２，求犪狀．

１０已知数列犪狀｛ ｝是等差数列，犫狀｛ ｝是等比数列，且犫２＝３，犫３＝９，犪１＝犫１，

犪１４＝犫４．

（１）求犪狀｛ ｝的通项公式；

（２）设犮狀＝犪狀犫狀，求数列犮狀｛ ｝的前狀项和．

１１已知等差数列犪狀｛ ｝的前狀项和为犃狀，等差数列犫狀｛ ｝的前狀项和为犅狀，且

犃狀

犅狀
＝
２狀＋３

３狀＋２
，求
犪８

犫８
．

１２已知狀≥２，且平面内有狀条直线，其中任意两条不平行，任意三条不过同

一点，证明：这些直线的交点的个数为

犳（狀）＝
狀狀－１（ ）

２
．
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犆组

１甲、乙、丙、丁４人做传球练习，球首先由甲传出，每个人得到球后都等可

能地传给其余３人之一，设犘狀表示经过狀次传递后球回到甲手中的概率．

（１）求犘１，犘２；

（２）用狀表示出犘狀．

２计算１＋２狓＋３狓
２
＋…＋狀狓狀－１（狓≠１）．

３将正整数数列１，２，３，４，５，…的各项按照上小下大、左小右大的原则写

成如下的三角形数表．

１

２　３

４　５　６

……

（１）写出数表的第４行、第５行；

（２）写出数表中第１０行的第５个数；

（３）设数表中每行的第１个数依次构成数列犪狀｛ ｝，数表中每行的最后一个数依

次构成数列犫狀｛ ｝，试分别写出数列犪狀｛ ｝，犫狀｛ ｝的递推公式，并求出它们的通项公式．



书书书



�0�A

我们从物理学中已经知道，物体运动的位移狓、速度狏、加速度

犪 （均指大小，下同）之间具有紧密的联系．速度描述了位移变化的

快慢，加速度描述了速度变化的快慢，即

狏＝
Δ狓

Δ狋
，犪＝

Δ狏

Δ狋
，

其中狋表示时间，Δ狋表示时间的变化量．

特别地，当物体做的是初速度为狏０的匀加速直线运动时，犪是

一个常数，此时

狓＝狏０狋＋
１

２
犪狋２，狏＝狏０＋犪狋．

你知道吗？如果从本章我们要学习的导数知识来看的话，上述速

度就是位移关于时间的导数，而加速度就是速度关于时间的导数，即

狏＝狓′＝狏０＋犪狋，犪＝狏′，

其中狓′与狏′分别表示狓与狏对时间狋的导数．

事实上，导数是研究变化率问题不可或缺的工具．

另一方面，我们知道，物体在做

曲线运动时，速度的方向是与运动轨

迹相切的．例如，如图所示的砂轮打

磨下来的微粒，是沿着飞轮的切线飞

出去的．这也就意味着，求切线是研

究曲线运动时经常要做的事情．

我们在平面解析几何中已经知道

怎样求圆锥曲线的切线．不过，可能

会让你感到意外的是，那种求切线的

方法并不适用于一般的曲线．然而，

借助于导数来讨论曲线的切线具有一

般性．

导数还是研究函数性质和解决众

多实际问题的重要工具．

本章我们将通过实际问题理解导数的概念，并了解怎样利用导数

来研究变化率、曲线的切线、函数的性质等．
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6.1.1 ��������

日常生活中，我们经常需要关注量的变化快慢的问题，也就是变化率的

问题．

�����+��	�(

	����

药物在动物体内的含量随时间变化的规律，是药学与数学之间的边缘学科———药

物动力学的研究内容，相关的规律是确定药物的使用量和用药时间间隔的依据．他克

莫司是一种新型免疫抑制剂，在器官移植临床中的应用非常广泛．已知某病人服用他

克莫司狋ｈ后血药浓度狑μｇ／Ｌ的一些对应数据如下表所示．

狋 ０ ０．５ １ １．５ ２ ３ ５ ８

狑 ０ ６．６ ２８．６ ３９．１ ３１ ２２．７ ８．８ ８．３

（１）当狋∈［０．５，１］和狋∈［１，１．５］时，狑都是增加的，哪个时间段狑的增加

更快？

（２）当狋∈［３，５］时，平均每小时狑的变化量为多少？这里的平均每小时的变

化量有什么实际意义？

由所给数据不难看出，当狋∈［０．５，１］和狋∈［１，１．５］时，狑 的增加

量分别为

２８．６－６．６＝２２，３９．１－２８．６＝１０．５．

因为时间间隔都是０．５ｈ，所以狋∈［０．５，１］时，狑增加更快．

当狋∈［３，５］时，狑的变化量为

　　　　　　　　　．
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又因为共有５－３＝２ （ｈ），所以平均每小时的变化量为
－１３．９

２
＝

－６．９５．这说明，在［３，５］这段时间内，任意１个小时血药浓度平均减少

６．９５μｇ／Ｌ，此时，任意犺（犺∈［０，２］）个小时血药浓度平均减少６．９５犺μｇ／Ｌ．

一般地，若函数狔＝犳狓（）的定义域为犇，且

狓１，狓２∈犇，狓１≠狓２，狔１＝犳（狓１），狔２＝犳（狓２），

则称

Δ狓＝狓２－狓１

为自变量的改变量；称

Δ狔＝狔２－狔１（或Δ犳＝犳（狓２）－犳（狓１））

为相应的因变量的改变量；称

Δ狔

Δ狓
＝
狔２－狔１

狓２－狓１
或Δ犳

Δ狓
＝
犳（狓２）－犳（狓１）

狓２－狓１
（ ）

为函数狔＝犳（狓）在以狓１，狓２为端点的闭区间上的平均变化率，其中 “以

狓１，狓２为端点的闭区间”，在狓１＜狓２时指的是［狓１，狓２］，而狓１＞狓２时指

的是　　　　　　　．

平均变化率的实际意义是，在以狓１，狓２为端点的闭区间上，自变量每

增加１个单位，因变量平均将增加
Δ狔

Δ狓
个单位．因此，如果自变量增加犺个

单位，那么因变量将增加　　　　　　　个单位．

值得注意的是，上述Δ狓在狓１＜狓２时是大于０的，在狓１＞狓２时是小

于０的，而且狓２总可以用狓１和Δ狓表示，即狓２＝狓１＋Δ狓，此时 “以狓１，

狓２为端点的闭区间”也可表述为 “以狓１，狓１＋Δ狓为端点的闭区间”，而且

犳（狓２）＝犳（狓１＋Δ狓），因此平均变化率

Δ犳

Δ狓
＝
犳（狓１＋Δ狓）－犳（狓１）

（狓１＋Δ狓）－狓１
＝
犳（狓１＋Δ狓）－犳（狓１）

Δ狓
．

O x

y

1x 2x

y∆

x∆A

B

C1y

2y
(  )y=f x

图６１１

依照定义可知，函数在一个区间内的平均

变化率，等于这个区间端点对应的函数图象上

两点连线的斜率．例如，图６１１中函数狔＝

犳（狓）在［狓１，狓２］上的平均变化率，等于直线

犃犅的斜率，其中

犃（狓１，犳（狓１）），犅（狓２，犳（狓２））．

因此，平均变化率近似地刻画了函数对应的

曲线 （即函数图象）在某一区间上的变化趋势，是曲线倾斜程度的 “数量

化”，曲线的倾斜程度是平均变化率的 “直观化”．
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���　　 求函数犳（狓）＝狓
２在下列区间上的平均变化率．

（１）［１，３］；

（２）以１和１＋Δ狓为端点的闭区间．

 � （１）依定义可知

Δ犳

Δ狓
＝
犳（３）－犳（１）

３－１
＝
３
２
－１

２

２
＝４，

即犳（狓）在［１，３］上的平均变化率为４．

（２）依定义可知

Δ犳

Δ狓
＝
犳（１＋Δ狓）－犳（１）

Δ狓
＝
（１＋Δ狓）

２
－１

２

Δ狓
＝２＋Δ狓，

犳（狓）在以１和１＋Δ狓为端点的闭区间上的平均变化率为　　　．

O x

y

1

1
AB

C

图６１２

例１（２）的计算结果说明，函数犳（狓）＝狓
２在以

１和１＋Δ狓为端点的闭区间上的平均变化率与Δ狓

有关：Δ狓增大时，平均变化率　　　．

从几何上来看就是，当 Δ狓 增大时，函数

犳（狓）＝狓
２ 的图象上，连接 （１，犳（１））与 （１＋

Δ狓，犳（１＋Δ狓））的直线的斜率将不断增大．如图

６１２所示的图中，直线犃犅 的斜率小于直线犃犗

的斜率，且直线犃犗的斜率小于直线犃犆的斜率．

����,��

O t

w

A

B

1 2 3 4 5 6 7 8

35
30
25
20
15
10
5

40

C

图６１３

前述情境与问题中的数据可以用

图６１３表示．

值得注意的是，若将狑 作为时间

狋的函数，除了根据已知数据得到的点

以外，函数图象上的其他点我们是不

知道的．例如，函数的图象有可能是

图６１３中黄色的曲线，也有可能是绿

色的曲线．

�A��(

观察前述情境与问题中的数据与图６１３，思考怎样才能估计出狋＝４时狑的值．



书书书

６６　　　 第六章　导数及其应用

不难想到，此时我们可以将图６１３中的线段犃犅近似地看成

狑 在［３，５］上的图象，从而由犃犅的方程可以算出狋＝４时狑的估

计值：因为直线犃犅 的斜率为－６．９５，且犅（５，８．８），所以由直

线的点斜式可知犃犅的方程为

狑－８．８＝－６．９５（狋－５），

代入狋＝４，可以算得狑＝１５．７５，也就是说狑的估计值为１５．７５．

上述求出狑估计值的关键是用直线段代替了曲线段，这在数

学中简称为 “以直代曲”．

�����E����	�(

从物理学中我们知道，平均速度可以刻画物体在一段时间内运动的

快慢．如果物体运动的位移狓ｍ与时间狋ｓ的关系为狓＝犺（狋）， 则物体

在 ［狋１，狋２］（狋１＜狋２时）或 ［狋２，狋１］（狋２＜狋１时）这段时间内的平均速

度为

犺（狋２）－犺（狋１）

狋２－狋１
（ｍ／ｓ）．

这就是说，物体在某段时间内的平均速度等于狓＝犺（狋）在该段时间内的

平均变化率．

���　　已知某物体运动的位移狓ｍ是时间狋ｓ的函数，而且狋＝０．１时，

狓＝０．２５；狋＝０．５时，狓＝２．２５．

（１）求这个物体在时间段［０．１，０．５］内的平均速度；

（２）估计出狋＝０．２时物体的位移．

 � （１）所求平均速度为

２．２５－０．２５

０．５－０．１
＝
２

０．４
＝５（ｍ／ｓ）．

（２）在时间段 ［０．１，０．５］内，将位移—时间图象看成直线的一部

分，则由（１）可知，该直线的斜率为　　　　　，且直线通过点（０．１，

０．２５），因此，狓与狋的关系可近似地表示为

狓－０．２５＝５（狋－０．１）．

在上式中令狋＝０．２，可求得狓＝　　　　　，即狋＝０．２时物体的

位移可以估计为０．７５ｍ．

你能利用３，

４，５成等差数列

来算出狑 的估计

值吗？
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（第４题）

? 分别求函数犳（狓）＝狓与犵（狓）＝狓
２在［０，１］上的平均变化率．

? 试指出正弦函数狔＝ｓｉｎ狓在区间 ０，
π

６［ ］和 π

３
，π
２［ ］上的平均变化率中，哪一个较大．

? 分别求函数狔＝狓
２在区间 １，

４

３［ ］，２，７３［ ］，８３，３［ ］上
的平均变化率，并指出它们的大小关系．

? 已知函数狔＝犳（狓）的图象如图所示，设犳（狓）在区间［０，

１］与［１，２］上的平均变化率为犪，犫，比较犪，犫的大小．

? 地高辛是用来治疗心脏病的一种药物，若某病人血液中地

高辛的初始剂量为０．５ｍｇ，且狓天后血液中剩余的剂量

为狔ｍｇ，狔与狓的部分数据如下表所示．

狓 ０ １ ２ ３ ４ ５

狔 ０．５ ０．３４５ ０．２３８ ０．１６４ ０．１１３ ０．０７８

将狔看成狓的函数，分别求函数在［０，２］和［３，５］上的平均变化率．

? 已知二次函数犳（狓）＝狓
２
－２狓＋犪，

（１）比较犳（０）与犳（３）的大小；

（２）比较犳（狓）在区间 ０，１［ ］与 １，３［ ］上的平均变化率的大小．

? 已知函数犳（狓）与犵（狓）在区间［０，１］上都有定义，且狓∈（０，１），犳（狓）＜

犵（狓），那么犳（狓）与犵（狓）在区间 ［０，１］上的平均变化率一定不相等吗？

为什么？

? 已知某物体运动的位移狓ｍ是时间狋ｓ的函数，而且狋＝０．３时，狓＝０．３８；狋＝０．６

时，狓＝５．０６．

（１）求这个物体在时间段［０．３，０．６］内的平均速度；

（２）估计出狋＝０．５时物体的位移．

? 已知狑是狋的函数，部分函数值如下表所示，且［５，８］是这个函数的定义域的子

集，试估计狋＝６和狋＝７时狑的值．

狋 ２ ３ ５ ８

狑 ３１ ２２．７ ８．８ ８．３

? 已知甲、乙两人百米赛跑路程与时间的关系如图所示．

（１）甲、乙两人的平均速度各是多少？

（２）在接近终点时，甲、乙两人谁的速度更快？
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８．８－２２．７＝－１３．９　　［狓２，狓１］　　
Δ狔

Δ狓
犺　　２＋Δ狓　　 增大　　

５　　０．７５　　

6.1.2 ������
�

	����

从物理学中我们知道，如果物体运动的轨迹是一条曲线，那么该物体在每一个点

处的瞬时速度的方向是与曲线相切的．例如，若物体的运动轨迹如图６１４所示，而

且物体是顺次经过犃，犅两点的，则物体在犃 点处的瞬时速度的方向与向量狏的方

向相同．

A

B

v

m
n

图６１４

那么，到底什么是瞬时速度呢？怎样才能确定一般曲线在某一点的切线？例如，

图６１４中物体在犅处的速度方向与向量犿还是狀的方向相同？

学习完本小节的内容后，上述问题我们都能给出明确的答案．

���,�	�(���

�A��(

已知物体运动的位移狓ｍ与时间狋ｓ的关系为

狓＝犺（狋）＝０．５狋
２
．

（１）分别求出物体在［１，２］与［２，３］这两段时间内的平均速度；

（２）思考物体在狋＝２时的速度该如何定义，并指出这一速度的实际意义．

根据平均速度等于平均变化率可知，在［１，２］内，物体的平均速度为
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０．５×２
２
－０．５×１

２

２－１
＝１．５（ｍ／ｓ）；

在［２，３］这段时间内，物体的平均速度为

０．５×３
２
－０．５×２

２

３－２
＝２．５（ｍ／ｓ）．

不难想到，如果记狋＝２时物体的速度为狏ｍ／ｓ，那么当 Δ狋 很小时，

物体在以２和２＋Δ狋为端点的闭区间上的平均速度应该是狏的近似值，即

狏≈
０．５×（２＋Δ狋）

２
－０．５×２

２

Δ狋
＝　　　　　．

而且当Δ狋无限接近于０时，近似会越来越精确，此时，可以看出２＋

０．５Δ狋是无限接近于２的，如下表所示．

Δ狋 －０．１ －０．０１ －０．００１ ０．００１ ０．０１ ０．１

区间 ［１．９，２］ ［１．９９，２］ ［１．９９９，２］ ［２，２．００１］ ［２，２．０１］ ［２，２．１］

平均速度

２＋０．５Δ狋
１．９５ １．９９５ １．９９９５ ２．０００５ ２．００５ ２．０５

因此，可以认为狋＝２时，物体的速度

狏＝２（ｍ／ｓ）．

图６１５

这个速度通常称为瞬时速度（简称为速度）．这一

速度的实际意义是，在狋＝２附近的任意一小

段时间Δ狋ｓ内，物体运动的位移近似为狏Δ狋＝

２Δ狋ｍ．

瞬时速度在日常生活中随处可见．例如，

汽车在行驶时，速度表盘上显示的就是瞬时速

度，如图６１５所示，而且该瞬时速度也是按

照类似上述方法得出的近似值．

一般地，设函数狔＝犳（狓）在狓０附近①有定义，自变量在狓＝狓０处的改

变量为Δ狓，当Δ狓无限接近于０时，若平均变化率

Δ犳

Δ狓
＝
犳狓０＋Δ狓（ ）－犳狓０（ ）

Δ狓

无限接近于一个常数犽，那么称常数犽为函数犳（狓）在狓＝狓０处的瞬时变化率．

此时，也称犳（狓）在狓０处可导，并称犽为犳狓（）在狓＝狓０处的导数，记作

犳′狓０（ ）＝犽．

为了简单起见，“当Δ狓无限接近于０时，
犳狓０＋Δ狓（ ）－犳狓０（ ）

Δ狓
无限接

① “狓０附近”是指存在区间（犪，犫），使得狓０∈（犪，犫），且（犪，犫）是犳（狓）定义域的子集，下同．
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近于常数犽”也常用符号 “→”（读作 “趋向于”）表示为

当Δ狓→０时，
犳狓０＋Δ狓（ ）－犳狓０（ ）

Δ狓
→犽，

或者写成ｌｉｍ
Δ狓→０

犳狓０＋Δ狓（ ）－犳狓０（ ）

Δ狓
＝犽，即

犳′（狓０）＝ｌｉｍ
Δ狓→０

犳狓０＋Δ狓（ ）－犳狓０（ ）

Δ狓
． ①　　

由①式还可以看出，当 Δ狓 很小时，犳′（狓０）≈
犳狓０＋Δ狓（ ）－犳狓０（ ）

Δ狓
，从而

犳（狓０＋Δ狓）－犳（狓０）≈犳′（狓０）Δ狓．

由此能得到瞬时变化率犳′狓０（ ）的实际意义：当自变量在狓＝狓０处改变

量的绝对值 Δ狓 很小时，因变量对应的改变量的近似值为犳′狓０（ ）Δ狓．

前面的尝试与发现中，狋＝２时的瞬时速度实际上就是函数犺（狋）＝０．５狋
２

在狋＝２处的导数犺′（２），即

犺′（２）＝ｌｉｍ
Δ狋→０

犺２＋Δ狋（ ）－犺２（）

Δ狋
＝ｌｉｍ
Δ狋→０
（２＋０．５Δ狋）＝　　　　　．

���　　已知函数犳狓（）＝－狓２，求犳狓（）在狓＝３处的导数犳′３（）．

 � 当自变量在狓＝３处的改变量为Δ狓时，平均变化率

Δ犳

Δ狓
＝
犳３＋Δ狓（ ）－犳３（）

Δ狓
＝
－（３＋Δ狓）

２
－（－３

２）

Δ狓
＝－６－Δ狓．

可以看出，当Δ狓无限接近于０时，
Δ犳

Δ狓
无限接近于－６，因此

犳′（３）＝ｌｉｍ
Δ狓→０

犳３＋Δ狓（ ）－犳３（）

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０
（－６－Δ狓）＝－６．

���　　在生产过程中，产品的总成本犆一般来说是产量犙 的函数，记

作犆＝犳（犙），称为总成本函数．为了方便起见，经济学家一般假设犙能

在某一区间内连续地取值，并将总成本函数在犙０处的导数犳′（犙０）称为

在犙０处的边际成本，用犕犆（犙０）表示，即犕犆（犙０）＝犳′（犙０）．

已知某产品的总成本函数为犆＝犙
２，求边际成本犕犆（３００），并说明

其实际意义．

 � 设犙＝３００时产量的改变量为Δ犙，则

Δ犆

Δ犙
＝
（３００＋Δ犙）

２
－３００

２

Δ犙
＝　　　　　．

令Δ犙→０，可得犕犆（３００）＝　　　　　．

因此，产量为３００时的边际成本为６００．其实际意义是：此时多生产

１件产品，成本要增加６００．
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���　　 某正方形铁板在０℃时，边长为１０ｃｍ．当温度在很小的范围内

变化时，由于热胀冷缩，铁板的边长也会发生变化，而且已知温度为狋℃

时正方形的边长为１０１＋犪狋（ ）ｃｍ，其中犪为常数．设此时正方形的面积

为犛ｃｍ２，且犛＝犳（狋），求犳′（０）并解释其实际意义．

 � 依题意可知

犳（狋）＝［１０１＋犪狋（ ）］２＝１００（１＋犪狋）
２
．

设狋＝０时温度的改变量为Δ狋，则

Δ犳

Δ狋
＝
犳（０＋Δ狋）－犳（０）

Δ狋

＝
１００１＋犪０＋Δ狋（ ）［ ］２－１００１＋犪×０（ ）２

Δ狋

＝２００犪＋１００犪
２
Δ狋．

令Δ狋→０，可得犳′（０）＝２００犪．

这表示在０℃时，铁板面积对温度的瞬时变化率为２００犪． 实际意义

是，在０℃时，温度改变量的绝对值 Δ狋 很小时，铁板面积的改变量的

近似值为２００犪Δ狋．

�����+����

�A��(

已知函数犳狓（）＝狓
２
＋狓，设自变量在狓＝０处的改变量为Δ狓．

（１）依照定义求出犳′０（）；

（２）设犕（０＋Δ狓，犳（０＋Δ狓））为函数图象上一点，探讨Δ狓无限接近于０时，

直线犗犕 具有什么样的性质．

O
x

y

1

1

A B

D

l

C

图６１６

显然，平均变化率

Δ犳

Δ狓
＝
犳０＋Δ狓（ ）－犳０（）

Δ狓
＝
０＋Δ狓（ ）２＋ ０＋Δ狓（ ）［ ］－ ０

２
＋０（ ）

Δ狓
＝１＋Δ狓．

可以看出，当Δ狓无限接近于０时，
Δ犳

Δ狓
无

限接近于１，因此

犳′（０）＝ｌｉｍ
Δ狓→０

犳０＋Δ狓（ ）－犳０（）

Δ狓

＝ｌｉｍ
Δ狓→０
（１＋Δ狓）＝１．

从几何上来看，如图６１６所示，点犃，犅
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对应的Δ狓都小于０，而且犅对应的Δ狓更加接近于０，这也就是说，直线

犗犃，犗犅的斜率都小于１，且犗犅的斜率更接近于１；类似地，点犆，犇 对

应的Δ狓都大于０，而且犆对应的Δ狓更加接近于０，直线犗犆，犗犇 的斜率

都大于１，且犗犆的斜率更接近于１．

因此，若犕（０＋Δ狓，犳（０＋Δ狓））为函数图象上一点，则Δ狓无限接近

于０时，直线犗犕 的斜率将无限接近于１，直线犗犕 将无限接近于过犗点且

斜率为１的直线犾．这里的直线犾就是曲线狔＝狓
２
＋狓在（０，０）处的切线．

0P
P

P

l

图６１７

一般地，如图６１７所示，设犛是平面上的一条

曲线，犘０是曲线犛上的一个定点，犘是曲线犛上犘０

附近的点，则称直线犘犘０为曲线犛的割线，如果犘

无限接近于犘０时，割线犘犘０无限接近于通过犘０的

一条直线犾，则称直线犾为曲线犛在点犘０处的切线．

依照切线的定义可知，如果将函数狔＝犳（狓）的

图象看成曲线 （称为曲线狔＝犳（狓），下同），而且曲线在点犃（狓０，犳（狓０））

处的切线为犾，则 Δ狓 很小时，犅（狓０＋Δ狓，犳（狓０＋Δ狓））是犃附近的一

点，割线犃犅的斜率是

Δ犳

Δ狓
＝
犳狓０＋Δ狓（ ）－犳狓０（ ）

Δ狓
，

则当Δ狓无限接近于０时，割线的斜率将无限趋近于切线犾的斜率．

这就是说，犳′狓０（ ）就是曲线狔＝犳狓（）在点 （狓０，犳（狓０））处 （也称在

狓＝狓０处）的切线的斜率，从而根据直线的点斜式方程可知，切线的方程是

狔－犳（狓０）＝犳′（狓０）（狓－狓０）．

����　　已知函数犳（狓）＝狓２，求曲线狔＝犳（狓）在 １，犳（１）（ ）处切线的斜

率与方程．

 � 因为

犳′１（）＝ｌｉｍ
Δ狓→０

犳１＋Δ狓（ ）－犳１（）

Δ狓

＝ｌｉｍ
Δ狓→０

１＋Δ狓（ ）２－１

Δ狓

＝ｌｉｍ
Δ狓→０
２＋Δ狓（ ）

＝　　　　　　，

所以所求切线的斜率为２．

又因为犳（１）＝１
２
＝１，所以切线的方程为

狔－１＝２（狓－１），

即狔＝２狓－１．
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����　　 已知函数犳（狓）＝
１

狓
，求曲线狔＝犳（狓）在 ２，犳（２）（ ）处切线的方

程．

 � 因为

犳′２（）＝ｌｉｍ
Δ狓→０

犳２＋Δ狓（ ）－犳２（）

Δ狓

＝ｌｉｍ
Δ狓→０

１

２＋Δ狓
－
１

２

Δ狓

＝ｌｉｍ
Δ狓→０

－１

２２＋Δ狓（ ）

＝　　　　　　，

又因为犳（２）＝
１

２
，所以所求切线方程为

狔－
１

２
＝－
１

４
（狓－２），

即狔＝－
１

４
狓＋１．

借助曲线的切线，我们还可以从几何上来理解瞬时变化率的实际意义，

并可以利用某一点的导数来估计这一点附近的函数值，具体过程如下．

如果函数狔＝犳（狓）在狓０处的导数为犳′（狓０），且在狓０处自变量的改变

量为Δ狓，对应的函数值改变量为

Δ狔＝犳（狓０＋Δ狓）－犳（狓０），

则

犳（狓０＋Δ狓）＝犳（狓０）＋Δ狔．

y

xO

A

�
0x x+ ∆0x

x∆

0(x ) x∆f ′
0(x )f

0(x +     )x∆f

y∆

B

C

D
l

图６１８

如图６１８所示，此时曲线狔＝犳（狓）在

狓０处的切线犾的斜率为犳′（狓０），因此

犃犆＝Δ狓，犆犇＝犳′（狓０）Δ狓．

又因为犅犆＝Δ狔，可以看出，当 Δ狓 很

小时，Δ狔可用犳′（狓０）Δ狓来近似表示，即

Δ狔≈犳′（狓０）Δ狓，

所以

犳（狓０＋Δ狓）≈犳（狓０）＋犳′（狓０）Δ狓．

这就说明，在狓＝狓０的附近，Δ狓 很小时，因变量改变量的近似值为

犳′狓０（ ）Δ狓，这与前面所说的瞬时变化率的实际意义是相同的．此时，也就

能用犳（狓０），犳′（狓０）和 Δ狓 的值来得到犳（狓０＋Δ狓）的近似值，而且

Δ狓 越小，近似效果越好．这种求近似值的方法，本质上是用狓＝狓０处的
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切线代替了狓＝狓０附近的曲线狔＝犳（狓），因此也是使用了“以直代曲”的

方法．　

以例５中的函数为例，如果我们要计算犳（２．０３）＝
１

２．０３
的近似值，可以

借助犳（２）＝
１

２
＝０．５，犳′（２）＝－

１

４
＝－０．２５和Δ狓＝０．０３来实现，即

犳（２．０３）＝犳（２＋０．０３）

≈犳（２）＋犳′（２）×０．０３

＝０．５＋（－０．２５）×０．０３

＝０．４９２５．

事实上， １
２．０３

＝０．４９２６１０８３７…，因此，近似效果是比较好的．

将这一节中切线的定义同解析几何中圆锥曲线的切线定义进行比较，说出两者

的区别与联系．

��"

��#

O x

y
A

B1
2

1 2

3

（第１题）

? 已知Δ狓无限接近于０时，下列各式都无限接近于某个常数，分别求出对应的

常数．

（１）３－２Δ狓；　　　 （２）（Δ狓）
２； 　　　（３）（Δ狓）

２
－２Δ狓＋１．

? 已知函数犳狓（）＝狓
２
－狓，求犳′０（）．

? 求圆的面积在半径为２时关于半径的瞬时变化率，并指出这一瞬时变化率的实

际意义．

? 已知某产品的总成本函数为犆＝犙
２
＋２犙，总成本函数在犙０处导数犳′（犙０）称

为在犙０处的边际成本，用犕犆（犙０）表示．求边际成本犕犆（５００）并说明它的实

际意义．

? 如图，函数犳（狓）的图象是线段犃犅，求ｌｉｍ
Δ狓→０

犳（１＋Δ狓）－犳（１）

Δ狓

的值．
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? 已知函数狔＝犪狓
２
＋犫狓＋犮，其中犪，犫，犮为常数，求这个函数在狓＝１和狓＝２

处的导数．

? 求球的体积在半径为３时关于半径的瞬时变化率，并指出这一瞬时变化率的实

际意义．

? 求下列曲线在给定点处的切线的方程．

（１）狔＝３狓－５，２，１（ ）；　（２）狔＝狓
２
＋１，１，２（ ）；　（３）狔＝

１

狓
，１，１（ ）．

? 已知犳（狓）＝狓
２，利用犳（１）＝１

２
＝１，犳′（１）＝２，Δ狓＝０．０３，求犳（１．０３）的近

似值．

２＋０．５Δ狋　　２　　６００＋Δ犙　　６００　　２　　－
１

４

6.1.3 ���������

�����������+��

�A��(

已知函数犳（狓）＝狓
２，任取一实数狓０，判断犳（狓）在狓０处是否可导．如果可

导，求出犳′（狓０），并观察犳′（狓０）与狓０的关系．

设自变量在狓＝狓０处的改变量为Δ狓，则函数在以狓０，狓０＋Δ狓为端点

的闭区间上的平均变化率为

Δ犳

Δ狓
＝
犳狓０＋Δ狓（ ）－犳狓０（ ）

Δ狓
＝
狓０＋Δ狓（ ）２－狓

２
０

Δ狓
＝２狓０＋Δ狓．

可以看出，当Δ狓无限接近于０时，平均变化率无限接近于　　　，

因此犳（狓）在狓０处可导，而且

犳′狓０（ ）＝ｌｉｍ
Δ狓→０

犳狓０＋Δ狓（ ）－犳狓０（ ）

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０
（２狓０＋Δ狓）＝２狓０．

显然，犳′（狓０）随狓０的变化而变化，而且狓０的值确定之后，犳′（狓０）也就确定

了．例如，狓０＝２时，犳′（２）＝２×２＝４；狓０＝－３时，犳′（－３）＝２×（－３）＝－６．
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这就说明，犳′（狓０）是狓０的函数．

一般地，如果函数狔＝犳狓（）在其定义域内的每一点狓都可导，则称

犳狓（）可导．此时，对定义域内的每一个值狓，都对应一个确定的导数

犳′狓（）．于是，在犳狓（）的定义域内，犳′狓（）是一个函数，这个函数通常称

为函数狔＝犳狓（）的导函数，记作犳′狓（）（或狔′，狔′狓），即

犳′狓（）＝狔′＝狔′狓＝ｌｉｍ
Δ狓→０

犳狓＋Δ狓（ ）－犳狓（）

Δ狓
．

导函数通常也简称为导数．本书后续内容中，除了特别声明指的是求某

一点的导数之外， “求导数”均指的是 “求导函数”．当然，如果已知函数

犳狓（）的导函数是犳′（狓），那么可以方便地求得这个函数在狓＝狓０处的导数

犳′（狓０）：只要将狓＝狓０代入导函数的表达式即可．这也说明，如果函数

犳狓（）的导函数存在，那么曲线狔＝犳狓（）在每一点处的切线都存在．

前面的尝试与发现说明，当犳狓（）＝狓
２时，其导函数

犳′（狓）＝２狓．

为了求得犳′（－１）的值，只要将狓＝－１代入导函数的表达式即可，即

犳′（－１）＝　　　　　．

����　　　　分别求出下列函数的导数．

（１）犳狓（）＝犆，其中犆是常数；　　（２）犳狓（）＝狓；

（３）犳狓（）＝狓
３；　　　　　　　　 （４）犳狓（）＝

１

狓
；

（５）犳狓（）＝槡狓 （狓＞０）．

 � （１）根据定义可知

犳′狓（）＝ｌｉｍ
Δ狓→０

犳狓＋Δ狓（ ）－犳狓（）

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０

犆－犆

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０
０＝０．

（２）根据定义可知

犳′狓（）＝ｌｉｍ
Δ狓→０

犳狓＋Δ狓（ ）－犳狓（）

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０

狓＋Δ狓（ ）－狓

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０
１＝　　　．

（３）根据定义可知

犳′狓（）＝ｌｉｍ
Δ狓→０

犳狓＋Δ狓（ ）－犳狓（）

Δ狓

＝ｌｉｍ
Δ狓→０

狓＋Δ狓（ ）３－狓
３

Δ狓

＝ｌｉｍ
Δ狓→０

３狓２＋３狓Δ狓＋ Δ狓（ ）２［ ］

＝３狓
２
．

（４）根据定义可知

犳′狓（）＝ｌｉｍ
Δ狓→０

犳狓＋Δ狓（ ）－犳狓（）

Δ狓
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＝ｌｉｍ
Δ狓→０

１

狓＋Δ狓
－
１

狓

Δ狓

＝ｌｉｍ
Δ狓→０

－１

狓狓＋Δ狓（ ）

＝　　　　　．

（５）根据定义可知

犳′狓（）＝ｌｉｍ
Δ狓→０

犳狓＋Δ狓（ ）－犳狓（）

Δ狓

＝ｌｉｍ
Δ狓→０

狓＋Δ槡 狓－槡狓

Δ狓

＝ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狓

Δ狓 狓＋Δ槡 狓＋槡狓（ ）

＝ｌｉｍ
Δ狓→０

１

狓＋Δ槡 狓＋槡狓

＝　　　　　．

上述结果表明，例１中的函数在它们的定义域或指定的范围内都是可导

的，这也就说明对应的曲线在各点处都存在切线．我们还能根据导函数来分

析不同点的切线有什么联系或不同．

例如，由犳（狓）＝狓
３的导函数犳′（狓）＝３狓

２是偶函数可知，在曲线狔＝狓
３

上，自变量互为相反数的两点，它们的切线的斜率相等；又因为狓＞０时，

犳′（狓）＝３狓
２是增函数，这就说明曲线狔＝狓

３在狓＞０的那一部分，自变量

越大，切线的斜率越大，如图６１９所示．

y

xO 1

图６１９
　　　

y

x1O

图６１１０

同样，由犳（狓）＝
１

狓
的导函数为犳′（狓）＝－

１

狓２
也能得到类似的结论．例

如，曲线狔＝
１

狓
在狓＞０的那一部分，自变量越大，切线的斜率越大，如图

６１１０所示．

为了简单起见，前面我们得到的有关导函数的结论通常简写为
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犆′＝０，

狓′＝１，

狓２（ ）′＝２狓，

狓３（ ）′＝３狓
２，

１

狓（ ）
′
＝－

１

狓２
，

槡狓（ ）′＝
１

２槡狓
．

�A��(

观察上述导函数的结论，归纳出犳（狓）＝狓
α 的导函数具有的形式 （即写出

（狓α）′的结果）．

因为
１

狓
＝狓

－１，１

狓２
＝狓

－２，所以 １

狓（ ）
′
＝－

１

狓２
可以改写为

狓－１（ ）′＝－狓
－２；

类似地，槡狓（ ）′＝
１

２槡狓
可以改写为

狓
１

２（ ）′＝
１

２
狓
－
１

２．

结合 狓２（ ）′＝２狓和 狓
３（ ）′＝３狓

２，可以归纳出

狓α（ ）′＝α狓
α－１．

　　事实上，可以证明上式对任意实数α都成立，这里从略．在以后的学习

中，我们可以直接应用这一结论．

����　　已知犳狓（）＝狓
３

２，求犳′（４）以及曲线狔＝犳（狓）在点（４，犳（４））处

的切线的方程．

 � 因为

犳′狓（）＝
３

２
狓

３

２－１
＝
３

２
狓

１

２，

所以犳′４（）＝
３

２
×４

１

２
＝
３

２
×２＝３．又因为犳４（）＝４

３

２
＝（２

２）
３

２
＝２

３
＝８，所

以所求切线方程为

狔－８＝３（狓－４），

即狔＝３狓－４．
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在科学研究和工程计算中，经常要使用一些初等函数的导数．为了方便并

减少重复的劳动，数学工作者制作出了常用函数的求导公式表，供大家使用．下

表列出了一些常用函数的求导公式，其中犆，α，犪均为常数，犪＞０且犪≠１．

犆′＝０，

狓α（ ）′＝α狓
α－１，

犪狓（ ）′＝犪
狓
ｌｎ犪，

ｌｏｇ犪狓（ ）′＝
１

狓ｌｎ犪
，

ｓｉｎ狓（ ）′＝ｃｏｓ狓，

ｃｏｓ狓（ ）′＝－ｓｉｎ狓．

���　　已知函数犳狓（）＝ｅ狓，犵狓（）＝ｌｎ狓，求犳′狓（），犵′狓（）．

 � 在 犪狓（ ）′＝犪
狓
ｌｎ犪中令犪＝ｅ，可得

ｅ
狓（ ）′＝ｅ

狓
ｌｎｅ＝ｅ

狓，

因此犳′狓（）＝ｅ
狓
．

在 ｌｏｇ犪狓（ ）′＝
１

狓ｌｎ犪
中令犪＝ｅ，可得ｌｏｇｅ狓（ ）′＝

１

狓ｌｎｅ
，即

ｌｎ狓（ ）′＝
１

狓
，

因此犵′狓（）＝
１

狓
．

例３的结论以后也可直接使用．

���　　求曲线狔＝ｓｉｎ狓在（０，ｓｉｎ０）处的切线方程．

 � 因为 ｓｉｎ狓（ ）′＝ｃｏｓ狓，所以所求切线的斜率为ｃｏｓ０＝１，又因为

ｓｉｎ０＝０，所以所求切线方程为

狔－０＝１（狓－０），

即狔＝狓．

���　　已知函数犳（狓）＝狓２，而犾是曲线狔＝犳（狓）的切线，且犾经过点

（２，３）．

（１）判断（２，３）是否是曲线狔＝犳（狓）上的点；

（２）求犾的方程．

 � （１）因为犳（２）＝２
２
＝４≠３，所以点（２，３）不是曲线狔＝犳（狓）上

的点．
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（２）设切点为 狓０，犳（狓０）（ ）．

因为

犳′（狓）＝　　　　　，

所以切线的斜率为犳′（狓０）＝２狓０，又因为犳（狓０）＝狓
２
０，所以直线犾的方程

为

狔－狓
２
０＝２狓０（狓－狓０），

将（２，３）代入上式并整理，可得

狓２０－４狓０＋３＝０，

由此可解得狓０＝１或狓０＝３．

因此，切点为 １，１（ ）或 ３，９（ ），切线方程为

狔－１＝２狓－１（ ）或狔－９＝６狓－３（ ）．

即犾的方程为狔＝２狓－１或狔＝６狓－９．

例５说明，在利用导数求曲线的切线时，关键是要确定切点．

（１）利用单位圆理解ｌｉｍ
Δ狓→０

ｓｉｎΔ狓

Δ狓
＝１，并在此基础上得出

ｓｉｎ狓（ ）′＝ｌｉｍ
Δ狓→０

ｓｉｎ狓＋Δ狓（ ）－ｓｉｎ狓

Δ狓
＝ｃｏｓ狓，

ｃｏｓ狓（ ）′＝ｌｉｍ
Δ狓→０

ｃｏｓ狓＋Δ狓（ ）－ｃｏｓ狓

Δ狓
＝－ｓｉｎ狓．

（２）根据（１）的结论，探索引入弧度制的必要性．

��"

? 试说明犆′＝０和狓′＝１的几何意义．

? 写出下列幂函数的导函数．

（１）狔＝狓
１５；　　　　　　　　　　（２）狔＝狓

－３；　　

（３）狔＝狓
５

４；　　　　　　　　　　（４）狔＝狓
２

３．

? 写出函数的导数：狔＝ｃｏｓ狓，狔＝ｓｉｎ狓，狔＝２
狓，狔＝ｌｎ狓，狔＝ｅ

狓
．

? 求函数犳（狓）＝狓
５在狓＝２处的导数．

? 设某质点的位移狓ｍ与时间狋ｓ的关系是狓＝２狋
２
＋４狋，求

（１）质点开始运动后３ｓ内的平均速度；
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　（２）质点在２ｓ到３ｓ内的平均速度；

（３）质点在第３ｓ时的瞬时速度．

? 求下列函数在给定点处的导数．

（１）狔＝狓
１

４，狓＝１６；　　　　 （２）狔＝ｓｉｎ狓，狓＝
π

２
；

（３）狔＝
１

狓
，狓＝

１

２
．

? 求余弦曲线狔＝ｃｏｓ狓在
π

２
，０（ ）处的切线方程．

? 已知犳狓（）＝狓
－
２

３，求犳′（８）以及曲线狔＝犳（狓）在点 （８，犳（８））处的切线的

方程．

? 已知函数犳（狓）＝狓
２，而犾是曲线狔＝犳（狓）的切线，且犾经过点（３，５）．

（１）判断（３，５）是否是曲线狔＝犳（狓）上的点；

（２）求犾的方程．

? 求函数狔＝犪狓＋犫的导数，其中犪，犫为常数．

２狓０　　２×（－１）＝－２　　１　　－
１

狓２
　　

１

２槡狓
　　２狓

6.1.4 
�����	�

我们知道，由基本初等函数经过加、减、乘、除等运算可以构造出新的

函数．例如，由犳（狓）＝狓
３与犵（狓）＝狓相加可以得到新函数

犳（狓）＋犵（狓）＝狓
３
＋狓．

那么，构造出的新函数的导函数与原有函数的导函数之间是否有联系

呢？这就是这一小节我们要讨论的问题．
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设犳（狓）＝狓
２，犵（狓）＝狓，且犺（狓）＝犳（狓）＋犵（狓）＝狓

２
＋狓，猜测犺′（狓）与

犳′（狓），犵′（狓）的关系，并尝试给出证明．

直觉上可以猜测得出

犺′（狓）＝犳′（狓）＋犵′（狓）＝（狓
２）′＋狓′＝２狓＋１．

一般地，如果犳狓（），犵狓（）都可导，则

［犳（狓）＋犵（狓）］′＝犳′（狓）＋犵′（狓）．

即两个函数之和的导数，等于这两个函数的导数之和．

事实上，设犺（狓）＝犳狓（）＋犵狓（），则

　　　　　
Δ犺

Δ狓
＝
犺（狓＋Δ狓）－犺（狓）

Δ狓

＝
犳狓＋Δ狓（ ）＋犵狓＋Δ狓（ ）－ 犳狓（）＋犵狓（）［ ］

Δ狓

＝
犳狓＋Δ狓（ ）－犳狓（）＋ 犵狓＋Δ狓（ ）－犵狓（）［ ］

Δ狓

＝
Δ犳

Δ狓
＋
Δ犵

Δ狓
，

所以

ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ犺

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ犳

Δ狓
＋
Δ犵

Δ狓（ ）＝ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ犳

Δ狓
＋ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ犵

Δ狓
，

即犺′（狓）＝犳′（狓）＋犵′（狓）．

类似地，如果犳狓（），犵狓（）都可导，则

［犳（狓）－犵（狓）］′＝犳′（狓）－犵′（狓）．

即两个函数之差的导数，等于这两个函数的导数之差．

上述法则可以推广到任意有限个函数，即

［犳１（狓）±犳２（狓）±…±犳狀（狓）］′＝犳′１（狓）±犳′２（狓）±…±犳′狀（狓）．

例如，

（狓３＋狓
２）′＝（狓

３）′＋（狓
２）′＝３狓

２
＋２狓，

（ｓｉｎ狓－ｃｏｓ狓＋２）′＝（ｓｉｎ狓）′－（ｃｏｓ狓）′＋２′＝　　　　　．
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如果犳狓（），犵狓（）都可导，你认为犳（狓）犵（狓）的导数与犳′（狓），犵′（狓）有什

么关系？用实例验证你的猜想．

需要注意的是，一般来说，

［犳（狓）犵（狓）］′≠犳′（狓）犵′（狓）．

例如，当犳狓（）＝狓，犵狓（）＝狓
２时，犳（狓）犵（狓）＝狓

３，因此

［犳（狓）犵（狓）］′＝（狓
３）′＝３狓

２，犳′狓（）＝１，犵′狓（）＝２狓，

即［犳（狓）犵（狓）］′≠犳′（狓）犵′（狓）．

事实上，可以证明，当犳狓（），犵狓（）都可导时，有

犳狓（）犵狓（）［ ］′＝犳′狓（）犵狓（）＋犳狓（）犵′狓（）．

即两个函数之积的导数，等于第一个函数的导数乘以第二个函数，加上第一

个函数乘以第二个函数的导数．

例如，

（狓２·狓）′＝（狓
２）′狓＋狓

２·狓′＝２狓·狓＋狓
２
×１＝３狓

２，

（ｓｉｎ狓ｃｏｓ狓）′＝（ｓｉｎ狓）′ｃｏｓ狓＋ｓｉｎ狓（ｃｏｓ狓）′＝ｃｏｓ
２狓－ｓｉｎ

２狓＝ｃｏｓ２狓，

（狓２ｅ狓）′＝（狓
２）′ｅ狓＋狓

２（ｅ狓）′＝　　　　　．

特别地，当犵狓（）是常数函数，即犵狓（）＝犆时，因为犆′＝０，所以由上

述法则立即可以得出

犆犳狓（）［ ］′＝犆犳′（狓）．

即常数与函数之积的导数，等于常数乘以函数的导数．

例如，

（３狓２）′＝３（狓
２）′＝３×２狓＝６狓，

（５ｃｏｓ狓）′＝５（ｃｏｓ狓）′＝　　　　　．
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如果犳（狓），犵狓（）都可导，且犵狓（）≠０，你认为
犳（狓）

犵（狓）
的导数与犳′（狓），

犵′（狓）有什么关系？用实例验证你的猜想．

同样要注意的是，一般来说，

犳（狓）

犵（狓）［ ］′≠犳′（狓）犵′（狓）
．

例如，当犳狓（）＝狓
２，犵狓（）＝狓时，

犳（狓）

犵（狓）
＝
狓２

狓
＝狓，因此

犳（狓）

犵（狓）［ ］′＝狓′＝１，犳′（狓）犵′（狓）
＝
２狓

１
＝２狓，

即 犳（狓）

犵（狓）［ ］′≠犳′（狓）犵′（狓）
．

事实上，可以证明，当犳（狓），犵（狓）都可导，且犵狓（）≠０时，有

犳狓（）

犵狓（）［ ］′＝犳′狓（）犵狓（）－犳狓（）犵′狓（）
犵
２狓（）

．

其中犵
２狓（）表示的是［犵狓（）］

２
．特别地，当犳狓（）＝１时，因为１′＝０，所以

１

犵狓（）［ ］′＝－犵′狓（）
犵
２狓（）

．

例如，

ｅ
狓

狓（ ）′＝（ｅ
狓）′狓－ｅ

狓狓′

狓２
＝
狓ｅ狓－ｅ

狓

狓２
＝
（狓－１）ｅ

狓

狓２
，

１

狓（ ）
′
＝－
狓′

狓２
＝－

１

狓２
．

���　　求下列函数的导数．

（１）犳（狓）＝２狓
３
＋３狓－１；　　　 　　 （２）狔＝狓ｓｉｎ狓．

 � （１）犳′（狓）＝（２狓
３）′＋（３狓）′－１′

＝２（狓
３）′＋３狓′

＝２×３狓
２
＋３×１

＝６狓
２
＋３．

（２）狔′＝狓′ｓｉｎ狓＋狓（ｓｉｎ狓）′＝　　　　　．
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���　　　　求曲线狔＝ｔａｎ狓在
π

４
，ｔａｎ

π

４（ ）处的切线方程．
 � 因为

（ｔａｎ狓）′＝
ｓｉｎ狓

ｃｏｓ狓（ ）′

＝
（ｓｉｎ狓）′ｃｏｓ狓－（ｃｏｓ狓）′ｓｉｎ狓

ｃｏｓ
２狓

＝
ｃｏｓ

２狓＋ｓｉｎ
２狓

ｃｏｓ
２狓

＝
１

ｃｏｓ
２狓
，

所以所求切线的斜率为
１

ｃｏｓ
２π

４

＝　　　　　，又因为ｔａｎ
π

４
＝１，所以切

点为 π

４
，１（ ），从而可知所求切线方程为

狔－１＝２狓－
π

４（ ），

即狔＝２狓－
π

２
＋１．

���0��	��+!�"�

假设某商品的利润狔是销售量狌的函数，销售量狌是销售价格狓的函

数，且

狔＝犳（狌）＝６０狌－狌
２，狌＝犵（狓）＝６０－３狓，

那么，不难看出，利润狔是销售价格狓的函数，且有

狔＝６０狌－狌
２
＝６０（６０－３狓）－（６０－３狓）

２
＝１８０狓－９狓

２，

上式也可这样得到

犳（犵（狓））＝６０犵（狓）－［犵（狓）］
２
＝１８０狓－９狓

２
．

一般地，已知函数狔＝犳（狌）与狌＝犵（狓），给定狓的任意一个值，就能

确定狌的值．如果此时还能确定狔的值，则狔可以看成狓的函数，此时称

犳（犵（狓））有意义，且称

狔＝犺（狓）＝犳（犵（狓））

为函数犳（狌）与犵（狓）的复合函数，其中狌称为中间变量．
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已知犺（狓）＝ｓｉｎ２狓，犳（狌）＝ｓｉｎ狌，犵（狓）＝２狓．

（１）犺（狓）可以由犳（狌）与犵（狓）得到吗？

（２）分别求出犺′（狓），犳′（狌），犵′（狓），并总结它们之间的关系．

如果在犳（狌）＝ｓｉｎ狌中，令狌＝犵（狓）＝２狓，则有

犳（犵（狓））＝ｓｉｎ（犵（狓））＝ｓｉｎ２狓＝犺（狓）．

因为犺（狓）＝ｓｉｎ２狓＝２ｓｉｎ狓ｃｏｓ狓，所以

犺′（狓）＝（２ｓｉｎ狓ｃｏｓ狓）′

＝２（ｓｉｎ狓）′ｃｏｓ狓＋２ｓｉｎ狓（ｃｏｓ狓）′

＝２ｃｏｓ
２
狓－２ｓｉｎ

２狓

＝２ｃｏｓ２狓．

又因为犳′（狌）＝ｃｏｓ狌，犵′（狓）＝２，所以

犺′（狓）＝犳′（犵（狓））犵′（狓）．

一般地，如果函数狔＝犳（狌）与狌＝犵（狓）的复合函数为

狔＝犺（狓）＝犳（犵（狓）），

则可以证明，复合函数的导数犺′（狓）与犳′（狌），犵′（狓）之间的关系为

犺′（狓）＝［犳（犵（狓））］′＝犳′（狌）犵′（狓）＝犳′（犵（狓））犵′（狓）．

这一结论也可以表示为

狔′狓＝狔′狌狌′狓．

事实上，设狓的改变量为Δ狓，对应的狌，狔的改变量分别为Δ狌，Δ狔，

则形式上我们有Δ狔

Δ狓
＝
Δ狔

Δ狌
·Δ
狌

Δ狓
，从而

ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狔

Δ狓
＝ｌｉｍ
Δ狌→０

Δ狔

Δ狌
·ｌｉｍ
Δ狓→０

Δ狌

Δ狓
，

即狔′狓＝狔′狌狌′狓．

我们平常接触到的函数，很多都可以看成复合函数，因此也就能借助上

述复合函数的求导法则去求导数．例如，犺（狓）＝（３狓－１）
２可以看成犳（狌）＝

狌２与狌＝犵（狓）＝３狓－１的复合函数，又因为

犳′（狌）＝２狌，犵′（狓）＝３，

所以

犺′（狓）＝犳′（狌）犵′（狓）＝２狌×３＝６狌＝６（３狓－１）＝１８狓－６．
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���　　 求下列函数的导数．

（１）犺（狓）＝ｅ
５狓－１；　　　 　　　（２）犳（狓）＝ｌｎ２狓＋１（ ）；

（３）狔＝ ２狓－槡 １；　　　 　　　（４）狔＝ｓｉｎ２狓＋
π

３（ ）．
 � （１）犺（狓）＝ｅ

５狓－１可以看成犳（狌）＝ｅ
狌 与狌＝犵（狓）＝５狓－１的复合

函数，因此

犺′（狓）＝犳′（狌）犵′（狓）＝（ｅ
狌）′（５狓－１）′＝ｅ

狌
×５＝５ｅ

５狓－１．

（２）犳（狓）＝ｌｎ（２狓＋１）可以看成犺（狌）＝ｌｎ狌与狌＝犵（狓）＝２狓＋１的

复合函数，因此

犳′（狓）＝犺′（狌）犵′（狓）＝（ｌｎ狌）′２狓＋１（ ）′＝
１

狌
×２＝

２

２狓＋１
．

（３）狔＝ ２狓－槡 １可以看成函数狔＝槡狌 与狌＝２狓－１的复合函数，因

此

狔′狓＝狔′狌狌′狓＝（槡狌）′２狓－１（ ）′＝　　　　　．

（４）狔＝ｓｉｎ２狓＋
π

３（ ）可以看成函数狔＝ｓｉｎ狌与狌＝２狓＋π３的复合函
数，因此

狔′狓＝狔′狌狌′狓＝（ｓｉｎ狌）′２狓＋
π

３（ ）′＝　　　　　．
由例３可以看出，求复合函数的导数，关键是找出合适的中间变量，本

质上也就是将函数的某些部分看成一个整体．因此，当大家对复合函数的求

导法则熟悉之后，也可不写出中间变量．例如，求狔＝（２狓－１）
５的导数时，

可以将２狓－１当成一个整体，从而有

狔′＝５（２狓－１）
５－１
×（２狓－１）′＝５（２狓－１）

４
×２＝１０（２狓－１）

４
．

���*����!��+��

利用计算机软件可以方便地求出函数的导数．例如，在ＧｅｏＧｅｂｒａ中，

输入 “ｈ（ｘ）＝ｅ^（５ｘ－１）”，然后再输入 “ｈ′（ｘ）”，ＧｅｏＧｅｂｒａ就能显示出函

数犺（狓）＝ｅ
５狓－１以及它的导函数的表达式，并且给出它们的图象，如下页图

６１１１所示．
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图６１１１

��KA

r

r∆

S∆

图１

r∆
r2π

图２

利用导数由圆的周长得到圆的面积

我们知道，圆周长犾是圆的半径狉的函

数，即

犾＝２π狉．

你知道吗？利用前面我们学习过的导数

知识，可以由圆的周长计算公式得到圆的面

积计算公式！

如图１所示，设半径为狉时圆的面积为

犛，且半径增加Δ狉时，圆的面积增加Δ犛．

半径为狉时圆的周长为２π狉，而且当Δ狉

很小时，Δ犛近似地等于如图２所示的矩形的

面积，因此

Δ犛≈２π狉Δ狉，

从而可知

Δ犛

Δ狉
≈２π狉，

令Δ狉→０，并注意到Δ狉越接近于０，近似程

度越高，由此可知

犛′＝２π狉．

又由于（π狉
２）′＝２π狉，可知

（犛－π狉
２）′＝０，

然后根据只有常数的导数才能恒为０，以及

半径为０时面积也应该为０可得

犛＝π狉
２
．

利用类似的方法可以解决很多能求出平

均变化率的函数问题，例如由球的表面积计

算公式得到球的体积计算公式等，请读者自

行尝试．
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? 求下列函数的导数．

（１）狔＝ｅ
狓
＋ｓｉｎ狓；　　　（２）狔＝狓＋狓

－１；　　　　（３）狔＝２
狓
－ｌｎ狓．

? 求下列函数的导数．

（１）狔＝狓
２
ｓｉｎ狓； （２）狔＝３

狓
ｌｎ狓； （３）狔＝２

狓
ｅ
狓
．

? 求下列函数的导数．

（１）狔＝
ｓｉｎ狓

狓
； （２）狔＝

ｅ
狓

狓２
； （３）狔＝

ｌｎ狓

狓
．

? 求下列函数的导数．

（１）狔＝ｌｎ（３狓）； （２）狔＝ｅ
－狓； （３）狔＝３

２狓
．

? 求下列函数的导数．

（１）狔＝３狓＋５（ ）７； （２）狔＝ｅ
５狓－７； （３）狔＝ｌｎ－狓＋４（ ）；

（４）狔＝３
２狓－１； （５）狔＝ｓｉｎ２狓－

π

６（ ）； （６）狔＝３狓－５（ ）
３

４
．

? 求下列函数的导数．

（１）狔＝狓
７
＋狓

６
－３狓

５；　　（２）狔＝
狓

狓２＋１
；　　 （３）狔＝ｃｏｓ３狓ｓｉｎ２狓；

（４）狔＝
ｃｏｓ狓

１＋ｓｉｎ狓
； （５）狔＝１＋ｃｏｓ狓（ ）ｓｉｎ狓．

? 求下列函数的导数．

（１）狔＝ ２狓－槡 ５； （２）狔＝
１

１－３狓（ ）４
； （３）狔＝狓

２
＋１（ ）槡狓．

? 求函数犳（狓）＝
犪狓２＋犫狓

犮狓２＋犱
的导数，其中犪，犫，犮，犱都是常数．

? 求下列函数在指定点处的导数．

（１）狔＝狓ｓｉｎ狓，狓＝
π

４
； （２）狔＝

狓

ｅ
狓
，狓＝１．

? 求正弦型曲线狔＝ｓｉｎ２狓＋
π

２（ ）在点 π

４
，０（ ）处的切线方程．

? 求曲线狔＝５槡狓 的与直线狔＝２狓－４平行的切线方程．
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ｃｏｓ狓＋ｓｉｎ狓　　２狓ｅ
狓
＋狓

２
ｅ
狓
＝ （２狓＋狓

２）ｅ狓　　－５ｓｉｎ狓　　ｓｉｎ狓＋狓ｃｏｓ狓

２　　
１

２槡狌
×２＝

１

２狓－槡 １
＝
２狓－槡 １

２狓－１
　　２ｃｏｓ狌＝２ｃｏｓ２狓＋

π

３（ ）

�����"

t0O t

W

+

�

（第１题）

? 为了响应国家节能减排的号召，甲、乙两个工厂进行了污

水排放治理，已知某月内两厂污水的排放量犠 与时间狋的

关系如图所示．

（１）该月内哪个厂的污水排放量减少得更多？

（２）在接近狋０时，哪个厂的污水排放量减少得更快？

? 设质点犕 沿狓轴做直线运动，在时刻狋ｓ时，质点所在的位

置为狓ｍ，且狓＝狋
２
－５狋＋６．

（１）求１ｓ到３ｓ这段时间内质点犕 的平均速度；

（２）求出质点犕 在什么时刻的瞬时速度等于（１）中求出的平均速度．

? 求下列函数的导数．

（１）狔＝狓＋狓
３
＋狓

５；　 （２）狔＝狓
２
＋２ｃｏｓ狓；　 （３）狔＝２５狓－４（ ）２．

? 求曲线狔＝２狓－狓
３在点 －１，－１（ ）处的切线的倾斜角．

? 分别求出曲线狔＝槡狓 在（１，１）及（２，槡２）处的切线方程．

? 如果某导体在狋ｓ时的电荷量为狇Ｃ （库），且狇＝２狋
２
＋３狋，则该导体在时刻狋

的电流强度为狇′狋Ａ （安）．求第５ｓ与第７ｓ时的电流强度，并求何时电流强度

达到４３Ａ．

�����#

? 求下列函数的导数．

（１）狔＝２＋３狓（ ）（３－５狓＋狓
２）；　　（２）狔＝２狓－１（ ）２２－３狓（ ）３；

（３）狔＝３狓＋２（ ）ｓｉｎ５狓； （４）狔＝ｅ
２狓
ｃｏｓ３狓．

? 求正弦函数犳狓（）＝ｓｉｎ狓在区间 ０，２π［ ］内使犳′狓（）＝０的狓的值，并说明曲

线狔＝犳狓（）在这些点处的切线有什么特征．

? 已知曲线狔＝
狓２

４
－３ｌｎ狓＋１的一条切线的斜率为

１

２
，求切点的横坐标．

? 求犳狓（）＝狓
２
－３狓＋１（ ）ｅ

狓的导数，并求出曲线狔＝犳狓（）的平行于狓轴的切

线的切点坐标．
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? 设犾是曲线狔＝
１

狓
的一条切线，证明犾与坐标轴所围成的三角形的面积与切点

无关．

? 求满足下列条件的直线犾的方程．

（１）过原点且与曲线狔＝ｌｎ狓相切；

（２）斜率为ｅ且与曲线狔＝ｅ
狓 相切．

? 设曲线狔＝２狓
３在 犪，２犪３（ ）处的切线与直线狓＝犪，狔＝０所围成的三角形面

积为１

３
，求犪的值．

? 已知函数犳（狓）＝４狓
２，且曲线狔＝犳（狓）在点（１，犳（１））处的切线为犾，直线

犿平行于直线犾且过点（０，－６）．

（１）求出直线犾与犿的方程；

（２）指出曲线狔＝犳（狓）上哪个点到直线犿的距离最短，并求出最短距离．

? 已知犳（狓）＝槡狓，求犳（９．０５）的近似值．

�����$

? 求下列函数的导数．

（１）狔＝狓
２狓＋１（ ）狓－２（ ）； （２）狔＝ｌｎ

１＋狓

１－狓
．

? 已知函数犳狓（）的导数为犳′狓（），而且犳（狓）＝狓
２
＋３狓犳′２（）＋ｌｎ狓，求

犳′２（）．

? 已知抛物线犆１：狔＝狓
２
＋２狓和犆２：狔＝－狓

２
＋犪，如果直线犾同时是犆１和犆２

的切线，称犾是犆１和犆２的公切线，则犪取什么值时，犆１和犆２有且仅有一条

公切线？写出此公切线的方程．
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导数是函数的瞬时变化率，因此导数必然与函数的增减性以及增减的快

慢等有关，本节我们用导数来研究函数的性质，体会导数在研究函数性质中

的作用．

6.2.1 ��������	

�A��(

竖直上抛的一个小物体，其高度犺ｍ与时间狋ｓ之间的关系是

犺＝１０狋－５狋
２（０＜狋＜２）．

求出这个函数的导函数犺′，作出这个函数的图象与导函数的图象，观察函数

犺＝１０狋－５狋
２的单调性与导函数之间的关系，并总结出一般结论．

t

1

1

h

O

A
� 210 5h t t= −

� 10 10h t′ = −

图６２１

因为

犺′＝１０狋′－５（狋
２）′＝　　　　　 （０＜狋＜２），

所以可以作出函数及导函数的图象，如图６２１所

示．其中，犺＝１０狋－５狋
２是一个二次函数，而且这个

函数的对称轴为狋＝１．

从图６２１可以看出，在区间（０，１）上，

犺′＝１０－１０狋＞０，

这说明曲线犺＝１０狋－５狋
２ （０＜狋＜２）在狋＝１左边

部分的每一点处的切线斜率都大于０，曲线呈上升状态，因此函数在区间

（０，１）上是增函数；类似地，在区间（１，２）上，

犺′＝１０－１０狋＜０，

这说明曲线犺＝１０狋－５狋
２ （０＜狋＜２）在狋＝１右边部分的每一点处的切线

斜率都小于０，曲线呈下降状态，因此函数在区间（１，２）上是减函数．

事实上，函数犺＝１０狋－５狋
２ （０＜狋＜２）在 （０，１］上是增函数，在

［１，２）上是减函数．
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一般地，

（１）如果在区间 犪，犫（ ）内，犳′狓（）＞０，则曲线狔＝犳狓（）在

区间 犪，犫（ ）对应的那一段上每一点处切线的斜率都大于０，曲线

呈上升状态，因此犳狓（）在 犪，犫（ ）上是增函数，如图６２２（１）所

示；

（２）如果在区间 犪，犫（ ）内，犳′狓（）＜０，则曲线狔＝犳狓（）在

区间 犪，犫（ ）对应的那一段上每一点处切线的斜率都小于０，曲线

呈下降状态，因此犳狓（）在 犪，犫（ ）上是减函数，如图６２２（２）

所示．

y

xO
a

b

y

xOa
b

�1� �2�

图６２２

利用上述性质，我们可以求出函数的单调区间．

���　　求函数狔＝狓２－２狓＋４的单调区间．

 � 据题意有

狔′＝２狓－２．

令狔′＞０，可得２狓－２＞０，解得狓 ＞１． 因此，函数在区间

１，＋∞（ ）上是增函数．

令狔′＜０，可得２狓－２＜０，解得　　　　　．因此，函数在区间

　　　　　上是减函数．

因此，函数狔＝狓
２
－２狓＋４的单调递减区间为（－∞，１］，单调递增

区间为［１，＋∞）．

���　　求函数犳狓（）＝狓３－３狓２－９狓－１的单调区间．

 � 据题意有

犳′狓（）＝３狓
２
－６狓－９＝３（狓＋１）（狓－３）．

令犳′狓（）＞０，可得３（狓＋１）（狓－３）＞０，解不等式可得

狓＜－１或狓＞３；

令犳′狓（）＜０，可得３（狓＋１）（狓－３）＜０，解不等式可得

　　　　　．

如果将条件

犳′（狓）＞ ０ 改成

犳′（狓）≥０，结论

还成立吗？为什么？
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因此，函数犳狓（）的单调递增区间为（－∞，－１］和［３，＋∞），单

调递减区间为［－１，３］．

���　　求函数犳（狓）＝狓ｅ狓 的单调区间．

 � 据题意有

犳′狓（）＝ｅ
狓
＋狓ｅ

狓
＝（狓＋１）ｅ

狓
．

令犳′狓（）＞０，可得（狓＋１）ｅ
狓
＞０，因为ｅ

狓
＞０恒成立，所以狓＋

１＞０，因此

狓＞－１；

令犳′狓（）＜０，可得（狓＋１）ｅ
狓
＜０，解不等式可得

　　　　　．

因此，函数犳狓（）的单调递增区间为［－１，＋∞），单调递减区间为

（－∞，－１］．

���　　生物学上的种群研究表明，很多物种的数量狓与时间狋的关系都

存在下述规律：一开始，由于物种数量较少，物种数量增加得比较慢；随

着物种数量的增加，又因为有大量的资源可以利用，物种数量增加得越来

越快；到了一定程度之后，因为资源有限，再加上物种内部的竞争开始变

得激烈，物种数量增加将变缓．假设狓是时间狋的函数，而且认为它们都

能在某一区间内任意取值，则如图６２３所示的 （１）（２）中，哪个能近似

地表示上述规律？

�1� �2�

x

tO

x

tO

图６２３

 � 物种数量增加得比较慢，表示曲线在对应点的切线斜率比较小；

增加得越来越快，表示曲线在对应点的切线斜率越来越大．因此，图６２３

（２）能近似地表示上述规律．

���　　讨论函数犳（狓）＝犪ｌｎ狓＋狓的单调性，其中犪为实常数．

 � 函数犳（狓）的定义域为（０，＋∞）．

因为犳′（狓）＝
犪

狓
＋１，令犳′（狓）＞０，可得

犪

狓
＋１＞０，即狓＞－犪，

所以

当－犪≤０，即犪≥０时，犳′（狓）＞０恒成立，此时犳（狓）在（０，＋∞）
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上单调递增；

当－犪＞０，即犪＜０时，犳′（狓）＞０的解为狓＞－犪，此时犳（狓）在

（０，－犪］上单调递减，在［－犪，＋∞）上单调递增．

结合函数犳（狓）＝狓
３研究：如果函数犳狓（）在区间 犪，犫（ ）上单调递增，那么在

区间 犪，犫（ ）内必有犳′狓（）＞０吗？

��"

��#

O x

y

1
2

y =   (x)f ′

（第１题）

l0

l

O

（第６题）

? 已知函数犳（狓）的定义域为［０，２］，且狔＝犳′（狓）的图象如图

所示，写出犳（狓）的单调区间．

? 已知函数犳（狓）的定义域为犚，且犳′（狓）＝２狓－１，求犳（狓）的

单调区间．

? 求下列函数的单调区间．

（１）狔＝狓
２
－５狓＋６；　　　　　 （２）狔＝狓

３
－８狓

２
＋１３狓－６．

? 已知函数犳（狓）的导函数为犳′（狓），且犳′（狓）＞０在区间（－１，２）上恒成立，判

断犳（０）与犳（１）的大小．

? 求下列函数的单调区间．

（１）狔＝狓＋
１

狓
；　　　（２）犳（狓）＝狓－

１

狓
； 　　 （３）狔＝

１

狓＋１
．

? 求函数犳狓（）＝狓
２
－
３

２
狓（ ）ｅ狓 的单调递增区间．

? 求函数狔＝狓ｌｎ狓的单调递减区间．

? 利用导数讨论函数狔＝ｓｉｎ狓的单调性．

? 如图，设有圆和定点犗，当犾从犾０开始在平面内绕犗点匀速旋

转时 （角速度不变且旋转角度不超过９０°），直线犾扫过的圆内

的面积犛是时间狋的函数，这个函数的图象只可能是 （　　）．

S

tO

（Ａ）
　　

S

tO

（Ｂ）
　　

S

tO

（Ｃ）
　　

S

tO

（Ｄ）
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? 分别讨论下列函数犳（狓）的单调性，其中犪为非零实常数．

（１）犳（狓）＝ｌｎ狓＋犪狓；　　　　 （２）犳（狓）＝
１

２
狓２＋犪ｌｎ狓－（犪＋１）狓．

１０－１０狋　　狓＜１　　 －∞，１（ ）　　－１＜狓＜３　　狓＜－１

6.2.2 �����������

�����+�����

	����

如图６２４所示，在群山之中，各个山峰的顶端虽然不一定是群山的最高处，但

它却是其附近的最高点．同样，各个谷底虽然不一定是群山之中的最低处，但它却是

其附近的最低点．

观察图６２５中函数狔＝犳狓（）的图象，指出其中是否有类似山峰、山谷的地方，

如果有，尝试用数学语言描述．

图６２４
　　　

y

xO1x 2x 3x
4x

5x

y = f(x)

图６２５

从图６２５中可以看出，函数狔＝犳狓（）在狓１，狓３，狓５这三点对应的函数

值，都是其附近的函数值中的最大者；而在狓２，狓４这两点对应的函数值，

都是其附近的函数值中的最小者．
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一般地，设函数狔＝犳狓（）的定义域为犇，设狓０∈犇，如果对于狓０附近

的任意不同于狓０的狓①，都有

（１）犳狓（）＜犳狓０（ ）， 则称狓０ 为函数犳狓（）的一个极大值点，且

犳狓（）在狓０处取极大值；

（２）犳狓（）＞犳狓０（ ）， 则称狓０ 为函数犳狓（）的一个极小值点，且

犳狓（）在狓０处取极小值．

极大值点与极小值点都称为极值点，极大值与极小值都称为

极值．显然，极大值点在其附近函数值最大，极小值点在其附近

函数值最小．

下面我们来探讨可导函数的极值与导数之间的关系．

�A��(

y

xO 1x 2x 3x
4x

y = f(x)
A C

B

D

图６２６

从图６２６所示函数狔＝犳狓（）的图象中可以看出，犃，

犅，犆，犇对应的横坐标狓１，狓２，狓３，狓４都是函数的极值点．

已知曲线狔＝犳狓（）在犃，犅，犆，犇处都存在切线．

（１）犃，犅，犆，犇 处的切线具有什么特征？这说明

犳狓（）在狓１，狓２，狓３，狓４处的导数具有什么特点？

（２）曲线狔＝犳狓（）在犃，犅，犆，犇附近的点处的切线

具有什么特征？

可以看出，曲线狔＝犳狓（）在犃，犅，犆，犇处的切线都是水平的，这等

价于

犳′（狓１）＝犳′（狓２）＝犳′（狓３）＝犳′（狓４）＝０．

在犃点与犆点左侧的附近，曲线的切线的斜率都大于０；在右侧的附

近，曲线的切线的斜率都小于０．在犅点与犇 点的附近则正好相反．因此，

犳′狓（）在狓１，狓２，狓３，狓４两侧附近的符号不一样．

一般地，如果狓０是狔＝犳狓（）的极值点，且犳狓（）在狓０处可导，则必有

犳′狓０（ ）＝０．

���　　已知犳（狓）＝狓３，求所有使得犳′（狓）＝０的狓，并判断所求得的数

是否为函数的极值点．

 � 因为

犳′（狓）＝３狓
２，

① “狓０附近的任意不同于狓０的狓”，是指存在区间（犪，犫）犇，使得狓０∈（犪，犫），狓∈（犪，犫）且狓≠狓０，下同．

极大值一定比

极小值大吗？
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y

x1
1
O

图６２７

令犳′（狓）＝０，可知３狓
２
＝０，由此可解得狓＝０．

但０不是犳（狓）＝狓
３的极值点，因为犳（０）＝０，而

０左侧的点的函数值总是小于０，且０右侧的点的函数

值总是大于０．这也可以从图６２７中函数犳（狓）＝狓
３

的图象看出来．

例１说明，若犳′狓０（ ）存在，则 “犳′狓０（ ）＝０”是

“狓０是狔＝犳狓（）的极值点”的　　　　　条件．

一般地，设函数犳狓（）在狓０处可导，且犳′狓０（ ）＝０．

（１）如果对于狓０左侧附近的任意狓，都有犳′（狓）＞０，对于狓０右侧附

近的任意狓，都有犳′（狓）＜０，那么此时狓０是犳狓（）的极大值点．

（２）如果对于狓０左侧附近的任意狓，都有犳′（狓）＜０，对于狓０右侧附

近的任意狓，都有犳′（狓）＞０，那么此时狓０是犳狓（）的极小值点．

（３）如果犳′（狓）在狓０的左侧附近与右侧附近均为正号 （或均为负号），

则狓０一定不是狔＝犳狓（）的极值点．

事实上，这些结论成立的依据都是 “犳′（狓）＞０时，犳狓（）在狓附近单

调递增”以及 “犳′（狓）＜０时，犳狓（）在狓附近单调递减”．

���　　已知函数犳狓（）＝
１

３
狓３－４狓＋４，求函数的极值，并作出函数图象

的示意图．

 � 由题意可得

犳′狓（）＝狓
２
－４＝（狓＋２）（狓－２）．

解方程犳′（狓）＝０，可得狓＝－２或　　　　　．

解不等式犳′（狓）＞０，可得狓＜－２或　　　　　，此时犳（狓）单调

递增．

解不等式犳′（狓）＜０，可得－２＜狓＜２，此时犳（狓）　　　　　．

因此，犳（狓）在（－∞，－２）上单调递增，在（－２，２）上单调递减，在

（２，＋∞）上单调递增，而且犳′（－２）＝犳′（２）＝０．

x

y

O
−2

2

图６２８

从而可知狓＝－２是函数的极大值点，极大值为

犳－２（ ）＝
１

３
×－２（ ）３－４× －２（ ）＋４＝９

１

３
；

狓＝２是函数的极小值点，极小值为

犳２（）＝
１

３
×２

３
－４×２＋４＝－１

１

３
．

　函数图象的示意图如图６２８所示．

　为了方便起见，也可以先将例２中的结论整理成下页表格的形式
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（表示单调递增，表示单调递减），然后再作示意图．

狓 （－∞，－２） －２ （－２，２） ２ （２，＋∞）

犳′（狓） ＋ ０ － ０ ＋

犳（狓）  极大值９
１

３
 极小值－１

１

３


�������+!"

�A��(

y

xO
−3

2

图６２９

观察图６２９所示函数狔＝犳狓（），狓∈［－３，２］的图象，回

忆函数最值的定义，回答下列问题．

（１）图中所示函数的最值点与最值分别是多少？

（２）图中所示函数的极值点与极值分别是多少？

（３）一般地，函数的最值与函数的极值有什么关系？怎样求

可导函数的最值？

我们知道，函数的最大 （小）值是函数定义域内最大 （小）的函数值．

因此，图６２９所示函数狔＝犳狓（），狓∈［－３，２］的最大值点为２，最大值

为　　　　　；最小值点为０，最小值为　　　　　．函数的极大值点

为－２，极大值为２；极小值点为０，极小值为－３．

由此可以看出，最值与极值是有区别的．如何求函数的最大 （小）

值呢？

假设函数狔＝犳狓（）在闭区间 ［犪，犫］上的图象是一条连续不间断的曲

线，则该函数在［犪，犫］上一定能够取得最大值与最小值，函数的最值一定

在极值点或区间端点取得．由于可导函数在区间（犪，犫）内的极值只可能在

使犳′（狓）＝０的点取得，因此把函数在区间端点的值与区间内使犳′（狓）＝０的

点的值作比较，最大的就是函数在［犪，犫］上的最大值，最小的就是最小值．

���　　已知犳（狓）＝狓２ｅ狓，狓≤１，求犳（狓）的极值点以及极值、最值点

以及最值．

 � 当狓＜１时，犳′（狓）＝２狓ｅ
狓
＋狓

２
ｅ
狓
＝狓（狓＋２）ｅ

狓
．

解方程犳′（狓）＝０，可得狓＝－２或狓＝０．

解不等式犳′（狓）＞０，可得狓＜－２或０＜狓＜１，此时犳（狓）单调递增．

解不等式犳′（狓）＜０，可得－２＜狓＜０，此时犳（狓）单调递减．
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因此，犳（狓）在（－∞，－２）上单调递增，在（－２，０）上单调递减，

在（０，１）上单调递增．由于犳′（－２）＝犳′（０）＝０，可知狓＝－２是函数的

极大值点，极大值为

犳－２（ ）＝４ｅ
－２
＝
４

ｅ
２
；

狓＝０是函数的极小值点，极小值为

犳０（）＝０．

又因为犳１（）＝ｅ＞
４

ｅ
２
， 所以函数的最大值点为１，最大值为ｅ；

狓２ｅ狓 ≥０对任意实数都是成立的，因此函数的最小值点为０，而且最小值

是０．

��"

��#

y

xO

1
1

y = h(x)

y

xO

1

1

y = f(x)

y

xO

1

1

y = g(x)

（第１题）

? 已知函数犳（狓），犵（狓），犺（狓）的定义域均为［－４，４］，且它们的图象如下图所

示，分别指出这３个函数的极值点和最值点．

? 判断函数狔＝ｌｇ狓是否有极值，并说明理由．

? 已知函数犳狓（）＝
３狓２＋犪狓

ｅ
狓

在狓＝０处取得极值，求犪的值．

? 求下列函数的极值．

（１）狔＝狓
２
－７狓＋６；　　　　　　　　 （２）狔＝３狓

４
－４狓

３；

（３）狔＝狓＋２ｓｉｎ狓，狓∈ ０，２π（ ）．

? 求函数狔＝狓
４
－２狓

２
＋５在区间 －２，２［ ］上的最大值与最小值．

? 求函数犳狓（）＝２狓
３
－１５狓

２
＋３６狓－２４在区间 １，

７

２［ ］上的最大值与最小值．

? 判断下列命题的真假．

（１）如果函数犳（狓）的定义域为 ［犪，犮］，且犳（狓）在 ［犪，犫］上单调递增，在

［犫，犮］上单调递减，则函数犳（狓）的最大值为犳（犫）．
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　 （２）如果函数犳（狓）的定义域为 （犪，犮），且犳（狓）在 （犪，犫］上单调递减，在

［犫，犮）上单调递增，则函数犳（狓）无最小值．

? 求函数犳狓（）＝狓－１（ ）２狓２－ ３犪＋４（ ）狓＋９犪－４［ ］在 ０，３［ ］上的最大值与最

小值，其中０＜犪＜２．

? 设函数犳狓（）＝犪狓
３
＋３狓＋２有极值，求犪的取值范围，并求出函数的极值点．

? 求下列函数的值域．

（１）犳狓（）＝ｌｎ狓－狓；　　　　　　　 （２）犳狓（）＝ｅ
狓
－狓－１．

? 已知犳（狓）＝（狓－１）
２
ｅ
狓，求犳（狓）的极值点以及极值、最值点以及最值．

? 已知犳（狓）＝狓
２
－３狓＋ｌｎ狓，求犳（狓）的极值点以及极值、最值点以及最值．

? 求证：当狓≤２时，狓
３
－６狓

２
＋１２狓－１≤７．

 必要不充分　　狓＝２　　狓＞２　　 单调递减　　３　　－３

�����"

? 证明函数狔＝２狓＋ｓｉｎ狓是犚上的增函数．

? 利用导数求下列函数的最值．

（１）狔＝狓
２
－３狓＋２，狓∈ ０，３［ ］；

（２）狔＝－２狓
２
＋７狓－３，狓∈ ０，２［ ］；

（３）狔＝狓
２
－２狓－１，狓∈ －２，０［ ］．

? 利用导数求下列函数的单调区间．

（１）狔＝２狓－３；　　　　　　　　　（２）狔＝狓
２
－８狓＋１６；

（３）狔＝狓－１（ ）３；　 　　　　 　　 （４）狔＝狓
２狓－１（ ）．

? 求下列函数的极值．

（１）狔＝狓
３
－狓

２
－狓＋４；　　 　　 （２）狔＝－狓

３
＋３狓－５；

（３）狔＝４狓
３
－３狓

２
－６狓＋２．

? 讨论下列函数的性质．

（１）狔＝狓＋２槡狓，狓∈ ０，４［ ］；　　　（２）狔＝２狓
２
－狓

４
．

? 设犳狓（）＝２－狓（ ）狓＋２（ ）２．

（１）求犳狓（）的极值点；

（２）求犳狓（）的单调区间；

（３）求犳狓（）在区间 －５，１［ ］的最大值与最小值；
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（４）作出犳狓（）的草图．

�����#

? 可导函数在闭区间内的最大值必在 （　　）取得．

（Ａ）极值点　　　　　　　　 （Ｂ）导数为０的点

（Ｃ）极值点或区间端点　　　 （Ｄ）区间端点

? 已知犳（狓）＝
３狓＋４

狓２＋１
，求犳（狓）的极值点以及极值、最值点以及最值．

? 求函数犳（狓）＝狓＋
犪

狓
的单调区间，其中犪为实常数．

? 已知函数犳狓（）＝狓
３
－狓

２
－狓－１的图象与直线狔＝犮有３个不同的交点，求

实数犮的取值范围．

? 已知ｅ狓 ≥犽狓＋１恒成立，求犽的取值范围．

? 已知函数狔＝犽（狓－１）与狔＝ｌｎ狓的图象有且只有一个公共点，求犽的取值范围．

�����$

? 利用导数求一元二次函数狔＝犪狓
２
＋犫狓＋犮 犪≠０（ ）的单调区间与最值．

? 若函数犳狓（）＝－狓
３
＋犪狓

２
＋犫狓＋１在狓＝１时有极值，试求函数犳狓（）的极值，

并求函数犳狓（）在区间 －３，
３

２［ ］上的最值．
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在生活中，人们经常会遇到最优化的问题．例如，在铺设管道或者公路

时，怎样使得花费最少？在制作容器时，怎样使得用料最少？经济活动中，

怎样使得经营成本最小？等等．这些问题都需要寻求相应的最佳方案或最佳

策略，因此数学上都称为最优化问题．因为利用导数可以求得最值，所以可

以利用导数来求解最优化问题，下面我们举例说明．

	����

"�A

&"	BC D

图６３１

如图６３１所示，海中有一座油井犃，其离岸的距离犃犆＝

１．２ｋｍ，岸是笔直的，岸上有一座炼油厂犅，且犅犆 ＝

１．６ｋｍ．现要用输油管将油井犃与炼油厂犅连接起来，且输

油管既可以铺设在水下，也可以铺设在陆地上，还可以一部

分铺设在水下另一部分铺设在陆地上．已知水下的铺设成本

为每千米５０万元，陆地的铺设成本为每千米３０万元．那么，

铺设输油管的最少花费是多少？

�A��(

分别计算下列两种铺法的铺设成本，然后尝试给出最优的铺设方案．

（１）先沿犃犆铺设再沿犆犅铺设；

（２）直接沿着线段犃犅铺设．

如果先沿犃犆铺设，再沿犆犅铺设，则成本为

１．２×５０＋１．６×３０＝１０８（万元）．

又因为

犃犅＝ 犃犆２＋犆犅槡 ２
＝ １．２

２
＋１．６槡 ２

＝２（ｋｍ），

所以直接沿线段犃犅铺设，成本为

２×５０＝１００（万元）．

如图６３１所示，在线段犆犅上取一点犇，设其离犆的距离为狓ｋｍ，则

犃犇＝ 犃犆２＋犆犇槡 ２
＝ １．２

２
＋狓槡 ２ （ｋｍ），

犇犅＝　　　　　 （ｋｍ）．
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设先沿犃犇铺设再沿犇犅铺设输油管时成本为狔万元，则

狔＝５０ １．２
２
＋狓槡 ２

＋３０（１．６－狓），０≤狓≤１．６．

因此，当０＜狓＜１．６时，

狔′＝５０×
１

２
×（１．２

２
＋狓

２）－
１

２
×２狓－３０＝

５０狓

１．２
２
＋狓槡 ２

－３０．

令狔′＞０，可解得　　　　　．

可知狔在 ０，０．９［ ］上单调递减，在 ０．９，１．６［ ］上单调递增．从而狔

在狓＝　　　　　时取得最小值，而且最小值为

５０ １．２
２
＋０．９槡 ２

＋３０（１．６－０．９）＝９６．

从而可知最少花费是９６万元．

O

B

A
C

#�

图６３２

���　　　如图６３２所示，某海岛码头犗 离岸

边最近点犅的距离是１５０ｋｍ，岸边的医药公司

犃与点犅的距离为３００ｋｍ，现有一批药品要尽

快送达海岛码头．已知犃 与犅 之间有一条公

路，现要用海陆联运的方式运送这批药品，若

汽车的速度为 １３０ｋｍ／ｈ，快艇的速度为

５０ｋｍ／ｈ．试在岸边选一点犆，先将药品用汽车从犃 送到犆，再用快艇

从犆运到海岛码头，则点犆选在何处可使运输时间最短？

 � 设点犆与点犅的距离为狓ｋｍ，运输时间为犜狓（）ｈ，则

犜狓（）＝
１５０

２
＋狓槡 ２

５０
＋
３００－狓

１３０
，０≤狓≤３００．

由

犜′狓（）＝
１

２

（１５０２＋狓
２）－

１

２
×２狓

５０
－
１

１３０
＝

狓

５０ １５０
２
＋狓槡 ２

－
１

１３０
，

令犜′狓（）＞０，可解得狓＞
１２５

２
．

因此可知犜（狓）在 ０，
１２５

２［ ］上单调递减，在　　　　　上单调递

增，从而犜（狓）在狓＝
１２５

２
时取得最小值．

这就是说，点犆选在离点犅为
１２５

２
ｋｍ时可使运输时间最短．

���　　如图６３３所示，现有一块边长为１．２ｍ的正方形铁板，如果从

铁板的四个角各截去一个边长相等的小正方形，然后做成一个长方体形的

无盖容器，则容器的容积犞ｍ３是截下的小正方形边长狓ｍ的函数．
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（１）写出函数的解析式；

（２）为了使容器的容积最大，截去的小正方形边长应为多少？

图６３３

 �� 当截去的正方形边长较短时，容器的底面积就会较大，高较小；

反之，当截去的正方形边长较长时，容器的底面积就会较小，高较大．但

是容器的容积等于底面积乘以高，因此，为了使得容器的容积最大，必须

寻找合适的狓值．

 � （１）根据题意可知，容器底面的边长为（１．２－２狓）ｍ，高为狓ｍ，

于是

犞＝１．２－２狓（ ）２狓，

又因为显然狓的长度必须小于原有正方形边长的一半，所以０＜狓＜

０．６，所以

犞＝１．２－２狓（ ）２狓，０＜狓＜０．６．

（２）由题意有

犞′＝２（１．２－２狓）×（－２）狓＋（１．２－２狓）
２
＝１２（狓－０．６）（狓－０．２）．

令犞′＞０，可解得狓＜０．２．

因此可知犞在（０，０．２］上单调递增，在［０．２，０．６）上单调递减．故犞

在狓＝ 　　　　　时取得极大值，而且在此时取得最大值．

即截去的正方形边长为０．２ｍ时，容器的容积最大．

���　　某种退烧药能够降低的温度犚 是血液中该药含量犕 的函数，

而且

犚＝犕
２犆－

犕

３（ ），０＜犕 ＜３犆，
其中犆是一个常数．试求这种退烧药在血液中的含量犕 为多少时，能够

降低的温度最大．

 � 由题意有

犚′＝２犕 犆－
犕

３（ ）＋犕２－１３（ ）＝－犕（犕－２犆），
令犚′＞０，可解得犕 ＜２犆．
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因此可知犚在（０，２犆］上单调递增，在［２犆，３犆）上单调递减．故犚

在犕＝２犆时取得极大值，而且在此时取得最大值．

���　　已知某种产品总成本犆元是月产量犙ｔ的函数，且

犆＝１０犙
２
＋２００犙＋１０００，１≤犙≤３０．

设犙能取区间［１，３０］内的每一个值，求月产量犙 为多少时，才能

使每吨产品的平均成本最低？最低平均成本为多少？

 � 记每吨产品的平均成本为犳（犙）元，则

犳（犙）＝
犆

犙
＝
１０犙２＋２００犙＋１０００

犙
＝１０犙＋

１０００

犙
＋２００．

由题意有犳′（犙）＝１０－
１０００

犙２
（１≤犙≤３０），令犳′（犙）＞０，可解得

犙＞１０．

因此可知犳（犙）在 ［１，１０］上单调递减，在 ［１０，３０］上单调递增，

从而犳（犙）在犙＝１０时取得极小值，而且在此时取得最小值

犳（１０）＝１０×１０＋
１０００

１０
＋２００＝４００．

即当月产量为１０ｔ时，每吨产品的平均成本最低，最低为４００元．

��KA

���

���

A

B
C

图１

���

���

A

B
CE

F
h1

h2x
d � x

1θ

2θ

图２

利用导数来推导光的折射定律

光学中的费马原理是 “光永远以时间最

短的路径行进”．由费马原理可知，在同一

均匀介质内，光行进的路径一定是直线，这

是因为两点之间线段最短．但是，在不同的

均匀介质中，光速不相等．

那么，如图１所示，如果光要从一种均

匀介质的犃点出发，达到另外一种均匀介质

的犅点，光将沿着什么样的路径行进呢？

因为在同一均匀介质中光是沿直线行进

的，所以光肯定是先从犃沿直线行进到两种

介质的分界面上的一点犆，然后再从犆行进

到犅，如图１所示．我们需要确定的是，犆

点在何处？假设光在介质１与介质２中的速

度分别为犮１，犮２，根据费马原理可知，犆点的

位置要使得光行进的时间最短．

如图２所示，过犃，犅分别作两种介质

分界面的垂线犃犈，犅犉，连接犈犉，设

犃犈＝犺１，犅犉＝犺２，犈犉＝犱，

则犺１，犺２，犱都是常数．
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设犈犆＝狓，则

犃犆＝ 犺
２
１＋狓槡

２，

犅犆＝ 犺
２
２＋（犱－狓）槡

２，

因此光行驶的时间为

　狔＝
犃犆

犮１
＋
犅犆

犮２

＝
犺
２
１＋狓槡

２

犮１
＋
犺
２
２＋（犱－狓）槡

２

犮２
．

因为

狔′＝
狓

犮１ 犺
２
１＋狓槡

２
－

犱－狓

犮２ 犺
２
２＋（犱－狓）槡

２
，

可以证明，狔取最小值的充要条件是狔′＝０，

即　

狓

犮１ 犺
２
１＋狓槡

２
＝

犱－狓

犮２ 犺
２
２＋（犱－狓）槡

２
．

又因为

ｓｉｎ∠犈犃犆＝
狓

犺
２
１＋狓槡

２
，

ｓｉｎ∠犉犅犆＝
犱－狓

犺
２
２＋（犱－狓）槡

２
，

所以有

ｓｉｎ∠犈犃犆

犮１
＝
ｓｉｎ∠犉犅犆

犮２
．

如果过犆 点作犈犉 的垂线犾，且称犃犆

与犾所成的锐角为光线的入射角，记作θ１，

称犅犆与犾所成的锐角为光线的折射角，记

作θ２，则入射角与折射角之间的关系为

ｓｉｎθ１

犮１
＝
ｓｉｎθ２

犮２
．

这就是光学中的折射定律．

�����"

? 从物理学中我们知道，如果电源的电动势为犈，内阻为狉，外阻为犚， 则电

源的输出功率为犘＝
犈２犚

犚＋狉（ ）２
．假设犈与狉保持不变，计算外阻犚为多少时，

电源的输出功率最大．

? 用边长为６０ｃｍ的正方形铁皮做一个无盖水箱，先在四角分别截去边长相等

的小正方形，然后把四边翻转９０°再焊接成一个长方体形水箱，则水箱底边

为多少时才能使水箱的容积最大？

? 将长为７２ｃｍ的铁丝截成１２段，搭成一个正四棱柱的模型，以此为骨架做成

一个容积最大的容器，则铁丝应怎样截？

? 横截面为矩形的横梁的强度同此矩形的长的平方与宽的积成正比，而且比例

系数为犽（犽＞０）．要将直径为犱的圆木锯成强度最大的横梁，则横截面的宽

与长分别应是多少？
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�
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（第５题）

? 如图所示，现要建一条高速公路连接城市犃 与城市

犅，且犅在一条旧公路尽头，犃 距旧公路最近的点

犆的距离为４０ｋｍ，犅，犆之间的距离为９０ｋｍ．如

果新建高速公路的成本为每千米３００万元，将旧公

路改造成高速公路的成本为每千米２００万元．试判

断高速公路怎样建才能使得成本最低．

�����#

? 已知正方形犃犅犆犇 的边长为１，而犈，犉，犌，犎 分别是犃犅，犅犆，犆犇，

犇犃上的点，且四边形犈犉犌犎 也是正方形，求四边形犈犉犌犎 面积的最小值．

? 在等腰梯形犃犅犆犇中，已知上底犆犇＝４０，腰犃犇＝４０，则犃犅为多少时等腰

梯形的面积最大？

? 已知等腰三角形的周长为２狆，将该三角形围绕底边旋转一周形成几何体，则

三角形的各边长分别是多少时所得几何体的体积最大？

? 要做一个容积为２１６ｍＬ的圆柱形封闭容器，高与底面直径分别为何值时，所

用材料最省？

? 若狓１，狓２，…，狓狀是一组已知数据，令

狊狓（）＝狓－狓１（ ）２＋狓－狓２（ ）２＋…＋狓－狓狀（ ）２，

用导数求狓取何值时狊狓（）取得最小值．

１．６－狓　　狓＞０．９　　０．９　　
１２５

２
，３００［ ］　　０．２
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按照优势互补的原则，跟其他同学组成一个数学建模小组，采用分工合

作的方式，根据有关知识，并作出其他合理假设，完成数学建模任务．

生物学中认为，

（１）睡眠中的恒温动物依然会消耗体内能量，主要是为了保持体温；

（２）动物体温通过身体表面散发热量，表面积越大，散发的热量越多，

保持体温需要的能量也就越大，但可以认为，动物体内消耗的能量犈 关于

身体的表面积犛的导数是一个常数；

（３）消耗的能量犈关于心脏的血流量犙 （单位时间流过的血量）的导

数可以认为是一个常数；

（４）心脏每次收缩挤压出来的血量狇与心脏大小成正比；

（５）动物心脏的大小与这个动物的大小成正比；

（６）动物的体重与体积成正比．

设脉搏率犳是单位时间心跳的次数，犠 是动物的体重，试建立犳与犠

之间的关系式，并从网络或有关专业书籍中查找数据进行验证．

"��.

１可以认为动物的表面积犛 是体积犞 的函数，即犛＝犳（犞），其中

犳′（犞）与犞的关系可以通过类比正方体或球得到．

２下表给出了一些动物体重与脉搏率对应的数据，建模时可以参考．

动物名 体重／ｇ 脉搏率／（心跳次数·ｍｉｎ－１）

鼠 ２５ ６７０

大鼠 ２００ ４２０

豚鼠 ３００ ３００

兔 ２０００ ２０５

小狗 ５０００ １２０

大狗 ３００００ ８５
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续表

动物名 体重／ｇ 脉搏率／（心跳次数·ｍｉｎ－１）

羊 ５００００ ７０

马 ４５００００ ３８

３在利用有关数学模型进行参数求解时，既可以利用上述表格中的部

分数据 （参见必修第二册的 “４．７　数学建模活动：生长规律的描述”），也

可利用上述表格中的全部数据 （参见选择性必修第二册的 “４．３．１　一元线

性回归模型”）．
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本章我们在函数的平均变化率的基础上，学习了导数的概念，了解了导数的几

何意义，并学习了基本初等函数的导数以及求导法则，还利用导数研究了函数的单

调性、极值、最值等．

依照知识之间的联系，可以作出如下的知识结构图．

2 1

2 1

( ) ( )f x f xf
x x x

−∆
=

∆ −

( ) ( )0 0
0 0

( ) lim
x

f x x f x
f x

x∆ →

+ ∆ −
′ =

∆

0 0 0( ) ( )( )y f x f x x x′− = −

请依据自己的理解，在知识结构图上补充更多的内容吧．

结合自己的学习心得，发挥你的想象力和创造力，为本章的知识重新设计出一

份独特的知识结构图，然后和同学交流制作的一些心得吧！

������

（１）对于微积分的发现，恩格斯说：在一切理论成就中，未必再有什么像１７世

纪下半叶微积分的发明那样被看作人类精神的最高胜利了！不过，微积分的发现并

不是一蹴而就的，其思想的发端可以追溯到很早以前，而微积分的知识刚开始出现

时，很多人并不看好微积分的发展．收集与阅读微积分创立和发展过程中的故事，

了解重要历史人物和事件，自选角度，与他人合作或者独立整理有关成果，写成演

讲用的材料，并与其他同学交流．

（２）在信息技术高度发展的今天，数学学习除了通过课堂进行之外，也可以借

助 “互联网＋”等进行．例如，可以通过慕课平台进行有关数学知识的学习，可以
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通过作业平台等进行知识的巩固，还可以通过在线评价系统了解自己的数学核心素

养发展情况，等等．

了解借助 “互联网＋”进行数学学习的途径，整理不同途径的优缺点，向朋友

或低年级学生进行介绍，并思考有关学习平台等可以如何改进．

�����

犃组

１已知曲线在某点处的切线的斜率为负数，求此切线的倾斜角的取值范围．

２求下列函数的导数．

（１）狔＝狓
０．１；　　　　　　　　　　（２）狔＝４狓－３（ ）（２狓＋５）；

（３）狔＝１０狓＋３（ ）１００；　　　　 （４）狔＝ｌｎ（６狓－４）．

３求下列函数在给定点处的导数．

（１）犳狓（ ）＝狓
１

４，狓＝５；　　　　　 （２）犳狓（ ）＝３狓＋１（ ）狓２，狓＝１．

４已知函数犳（狓）＝狓
２，分别求出曲线狔＝犳（狓）在点（０．３，０．０９），（１，１），

（３，９）处的切线的斜率．

５已知犳狌（）＝狌
３，求犳′（３）以及曲线狔＝犳（狌）在点（３，犳（３））处的切线方程．

６求曲线狔＝狓
３
＋３狓的平行于直线狔＝１５狓＋２的切线方程．

７求下列函数在给定点处的切线方程．

（１）狔＝
３狓

狓＋１
，２，２（ ）；　　　　　 （２）狔＝５狓＋ｌｎ狓，１，５（ ）．

８求下列函数的单调区间．

（１）狔＝２狓
２
－ｌｎ狓；　　 （２）狔＝

２狓

狓２＋１
；　　 （３）狔＝ｓｉｎ狓＋ｃｏｓ狓．

９求函数狔＝２狓
３
－１５狓

２
＋３６狓－２７的极值点和单调区间，并画出这个函数的草图．

１０求函数狔＝２狓
３
－３狓

２
－１２狓＋８在区间 －２，３［ ］上的最大值和最小值．

１１已知定义在区间 －π，π（ ）上的函数犳（狓）＝狓ｓｉｎ狓＋ｃｏｓ狓，求犳狓（ ）的单

调递增区间．

１２若曲线狔＝狓
２
＋犪狓＋犫在点 ０，犫（ ）处的切线方程是狓－狔＋１＝０，求犪，犫．

犅组

１写出函数犳（狌）＝狌
５和犵（θ）＝ｃｏｓθ的导函数．
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２已知犳狓（ ）＝狓
３，求犳犪－犫狓（ ）的导数，其中犪，犫均为常数．

３如果函数犳（狓）的定义域为犚，且犳′（狓）＝０，那么犳（狓）的取值具有什么

特点？

４已知关于狓的函数狔＝狓
３
－狋

２狓－狋狓
２
＋狋

３在区间 －１，３（ ）上单调递减，求

实数狋的取值范围．

５已知犪＞０且犳（狓）＝犪狓＋
犪－２

狓
＋２－２犪，若犳（狓）≥２ｌｎ狓在 １，＋∞［ ）

上恒成立，求实数犪的取值范围．

６若函数犳（狓）＝狓
２
－
１

２
ｌｎ狓＋１在其定义域内的一个子集 犪－１，犪＋１（ ）内存

在极值，求实数犪的取值范围．

７已知犳狓（）＝ｅ
狓
－犪狓，

（１）求犳狓（）的图象与狔轴的交点犃的坐标；

（２）若犳狓（）的图象在点犃处的切线斜率为－１，求犳狓（）的极值．

８已知狓轴为函数犳狓（）＝狓
３
＋犪狓＋

１

４
的图象的一条切线，求实数犪的值．

９求曲线狔＝ｌｎ
１＋狓

１－狓
在狓＝０处的切线方程．

１０函数犳（狓）＝狓ｓｉｎ狓，狓∈［－π，π］的图象大致是 （　　）．

π x

y

O−π

（Ａ）
　

π x

y

O−π

（Ｂ）
　

π
x

y

O
−π

（Ｃ）
　

π x

y

O−π

（Ｄ）

１１设函数犳（狓）＝
狓３－３狓，狓≤犪，

－２狓，狓＞犪．
烅
烄

烆

（１）若犪＝０，求犳（狓）的最大值；

（２）若犳（狓）无最大值，求实数犪的取值范围．

１２要在半径为０．５ｍ的圆桌中心正上方安装一个吊灯，已知桌面上灯光的强

度可以用狔＝犽
ｓｉｎφ
狉
２
表示，其中犽是一个正常数，狉是灯与桌面上被照点的距离，φ

是光线与桌面的夹角．为使桌边最亮，吊灯应离桌面多高？

１３设函数犳狓（）＝ 狓
２
＋槡 １－犪狓，其中犪＞０，若函数犳狓（）在 ０，＋∞［ ）上

是减函数，试求实数犪的取值范围．
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１４证明：当狓＞０时，ｌｎ１＋狓（ ）＜狓．

１５已知函数犳狓（）＝狓
３
＋犫狓

２
＋犮狓＋犱在（－∞，０］上是增函数，在 ０，２［ ］上

是减函数，且方程犳狓（）＝０有３个实数根，它们分别是α，β，２．

（１）求实数犮的值；

（２）求证：犳１（）≥２；

（３）求 α－β 的取值范围．

犆组

１设函数犳（狓）＝狓
３
＋犪狓

２
＋犫狓＋犮，

（１）求曲线狔＝犳（狓）在点 （０，犳（０））处的切线方程；

（２）设犪＝犫＝４，若函数犳（狓）有３个不同零点，求实数犮的取值范围；

（３）求证：犪２－３犫＞０是犳（狓）有３个不同零点的必要不充分条件．

２若函数犳狓（ ）在犚上可导，且满足犳（狓）－狓犳′（狓）＞０，判断３犳１（）与犳３（）

的大小．

３设函数犳（狓）＝狓ｅ
犪－狓
＋犫狓，曲线狔＝犳（狓）在 （２，犳（２））处的切线方程为狔＝

（ｅ－１）狓＋４．

（１）求实数犪，犫的值；

（２）求犳（狓）的单调区间．

４已知函数犳（狓）＝犪狓
３
－３狓

２
＋１，若犳（狓）存在唯一的零点狓０，且狓０＞０，求

实数犪的取值范围．

５已知函数犳（狓）＝ｅ
狓（２狓－１）－犪狓＋犪，其中犪＜１，若存在唯一的整数狓０使

得犳（狓０）＜０，求实数犪的取值范围．

６令犳（狓）＝狓
２
＋狓－１，对抛物线狔＝犳（狓），持续实施下面牛顿切线法的步骤：

在点 （１，１）处作抛物线的切线交狓轴于 （狓１，０）；

在点 （狓１，犳（狓１））处作抛物线的切线，交狓轴于 （狓２，０）；

在点 （狓２，犳（狓２））处作抛物线的切线，交狓轴于 （狓３，０）；

……

由此能得到一个数列 狓狀｛ ｝，回答下列问题．

（１）求狓１的值；

（２）设狓狀＋１＝犵（狓狀），求犵（狓狀）的解析式；

（３）用二分法求方程的近似解，给出前４步结果．比较牛顿切线法和二分法的

求解速度．

７求证：狓≥０时，有狓ｅ
－狓
≤ｌｎ（１＋狓）．
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后  记

本套教科书是人民教育出版社课程教材研究所中学数学教材实验研究组依据教育部

《普通高中数学课程标准（2017年版）》编写的，2019年经国家教材委员会专家委员会审核

通过 . 

本套教科书的编写，集中反映了我国十余年来普通高中课程改革的成果，吸取了2004

年版《普通高中课程标准实验教科书 数学（B版）》的编写经验，凝聚了参与课改实验的

教育专家、学科专家、教材编写专家、教研人员和一线教师，以及教材设计装帧专家的集

体智慧 . 

我们衷心感谢2004年版《普通高中课程标准实验教科书 数学（B版）》的所有编写

人员，尤其是因为种种原因未能参加此次教材修订的专家、学者：丁尔陞、江守礼、房艮

孙、张润琦、高尚华、万庆炎、魏榕彬、邱万作、陈研、段发善、李冱岸、陈亦飞、刘长

明、郭鸿、王池富……

本套教科书在编写过程中，得到了《普通高中数学课程标准（2017年版）》制定组、

国家教材委员会专家委员会等的大力支持．借此机会，向所有制定组成员、专家委员会成

员以及其他为我们教材编写提供过帮助的专家表示衷心的感谢！

我们感谢对本套教科书的编写、出版、试教等提供过帮助与支持的所有同仁和社会

各界朋友：王跃飞、胡细宝、邵丽云、王晓声、曹付生、侯立伟、王中华、王光图、王秀

梅、卞文、邓艳强、田媛、史洪波、付一博、吕希、吕晶、朱明鲜、刘超、闫旭、池洪

清、阮征、孙国华、牟柏林、李刚、李广勤、李洪岩、何艳国、张伟、张羽、张明、张文

刚、张春青、张晶强、金永涛、郑继平、常丽艳、潘戈、薛达志、郑海军、赵争鸣、吴晖

湘、戴莉、金盈、舒凤杰、李祥广、胡文亮、王玉洁、杨长智、徐会吉、尹玉柱、尹燕

花……

本套教科书出版之前，我们通过多种渠道与教科书选用作品（包括照片、画作）的作

者进行了联系，得到了他们的大力支持．对此，我们表示衷心的感谢！同时也向为本书提

供照片的单位表示感谢！

后记
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本套教科书投入使用后，我们根据各方意见作了修订，真诚希望广大师生和家长继续

提出宝贵意见！ 

本书责任编辑：朱春柳；美术编辑：史越；插图绘制：郑海军 . 

联系方式

电话：010-58758650，010-58758866

电子邮箱：mathb@pep.com.cn，jcfk@pep.com.cn

人民教育出版社 课程教材研究所

中 学 数 学 教 材 实 验 研 究 组
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