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人们喜欢音乐，是因为它拥有优美和谐的旋律；人们喜欢美术，是因为它描绘了人和自然的美；

人们喜欢数学，是因为它用空间形式和数量关系刻画了自然界和人类社会的内在规律，用简洁、优

美的公式与定理揭示了世界的本质，用严谨的语言和逻辑梳理了人们的思维……

我国著名数学家华罗庚先生曾经指出：数学是一切科学的得力助手和工具；任何一门科学缺少

了数学这一工具便不能确切地刻画出客观事物变化的状态，更不能从已知数据推出未知的数据来，

因而就减少了科学预见的可能性，或者减弱了科学预见的准确度．

事实上，任何一项现代科学技术的出现与发展，背后都一定有数学知识的支撑．互联网的普及、

共享经济的繁荣、网络支付的便利、物联网的兴起、人工智能的发展、大数据的应用，离开了数学

知识都是不可能的！并且，现代生活中，类似 “逻辑”“函数”“命题”“线性增长”“指数增长”“概

率”“相关性”等数学术语，在政府文件、新闻报道中比比皆是．

正如 《普通高中数学课程标准 （２０１７年版）》（以下简称 “课程标准”）所指出的：数学在形成

人的理性思维、科学精神和促进个人智力发展的过程中发挥着不可替代的作用．数学素养是现代社

会每一个人应该具备的基本素养．高中生学习必需的数学知识，能为自身的可持续发展和终身学习

奠定基础．

为了帮助广大高中生更好地学习相关数学知识，我们按照课程标准的要求编写了这套高中数学

教材．在编写过程中，我们着重做了以下几项工作．

１$%&'()*+,-./0

教材在选取内容的背景素材时，力图从学生熟悉的情境出发，着力体现时代特征，并为学生的

成长提供支撑．例如，以下内容在本套教材中都有所体现：利用数学知识破解魔术的 “秘密”，用生

活中的例子说明学习逻辑知识以及理性思考的重要性，从数学角度理解报刊上有关人工智能、新兴

媒体等报道中出现的 “线性增长”“爆炸式增长”等名词．

教材中还提到了 “网络搜索”“人工智能”“环境保护”“大数据”“按揭贷款”“电子商务”“创

业创新”等．我们相信，这些能引起大家的共鸣．

此外，教材中多处出现了借助现代信息技术学习数学知识的内容，包括怎样借助数学软件解方

程、不等式，怎样借助信息技术呈现统计结果、展示模拟过程，等等．

在体现时代特征的同时，我们也特别注重对中华优秀传统文化的展示．例如，教材中精选了多

道我国古代数学名题，启发大家从数学角度去理解 “失败乃成功之母”“三个臭皮匠，顶个诸葛亮”

等语句的含义，呈现了与二十四节气、古典诗词等有关的调查数据，介绍了 《九章算术》在代数上

的成就以及我国古代的统计工作，等等．

２123456*789,:;

在教材编写过程中，编者认真学习和讨论了当前教育学、心理学等学科的先进理念，并通过改

变教材呈现方式来加以体现，力图真正做到 “以学习者为中心”．
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例如，教材每一章都引用了一段名人名言，旨在为大家的数学学习提供参考和指引；通过 “情境

与问题”栏目，展示相关数学知识在现实生活等情境中的应用；利用 “尝试与发现”栏目，鼓励大家

大胆尝试，并在此基础上进行猜想、归纳与总结；通过填空的方式，培养大家学习数学的信心；选择

与内容紧密联系的专题，设置拓展阅读，以拓宽大家的知识面，了解数学应用的广泛性；等等．

３!"#$%&'()*+$,

数学学习必须循序渐进是一种共识．基础不扎实是很多人学不好数学的重要原因．本套教材在编

写时特别考虑了这一点．

事实上，教材一方面按照课程标准的要求，讲解和复习了高中数学必备的集合、等式、不等式等

内容；另一方面，在呈现新知识时，教材注重从已有知识出发，在回顾的基础上通过实际例子逐步引

入，尽力展现新旧知识的联系，以达到温故知新的效果．

例如，教材在复习了变量以及初中函数概念的基础上介绍了函数中的对应关系，在回顾了整数指

数幂、二次根式等后引入了分数指数幂，等等．

正因为如此，即使是初中数学基础比较薄弱的同学，使用本套教材也能顺利地进行学习，并最终

达到理想的效果．这在本套教材试教过程中已得到印证．

４-./012'345678

数学知识具有客观性，但数学知识的理解有多种方式与途径．揭示内容本质，培养大家对数学内

容的直观理解，是我们编写本套教材时特别注意的方面之一．

首先，教材内容的安排突出主线，强调 “通性通法”．例如，多次强调了配方法的使用，自始至

终贯彻函数的研究应从特殊到一般、从性质到图象，等等．

其次，尽量自然地引入新内容或新方法．例如，通过实例说明学习中位数、百分位数的必要性，

通过对比说明用样本估计总体的合理性，等等．

最后，注重培养大家的数学学科核心素养．课程标准提出的数学抽象、逻辑推理、数学建模、直

观想象、数学运算和数据分析，在教材中都得到了落实．仅以数学抽象为例，教材处处强调了自然语

言与符号语言之间的相互转化等．

总的来说，“引导学生会用数学眼光观察世界，会用数学思维思考世界，会用数学语言表达世界”

并不容易．为此，我们在编写教材时做了很多新的尝试，力图给大家提供一套有时代特色、易教易学

的数学教材，以帮助大家学习．

本书是这套教材选择性必修部分的第二册，呈现了排列、组合与二项式定理，概率与统计的内

容．通过本书的目录与每章的 “本章导语”，可以大致了解本书的全貌，这里不再重复．

由于编写时间有限等原因，书中难免会有疏漏之处，敬请大家多提宝贵意见，以使教材日臻完善．
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“排列”“组合”这两个词语或许大家并不陌生，比如，大家可能

看到过 “按字母顺序排列”“士兵们排列在两旁”“这本书由诗、散

文、短篇小说三部分组合而成”等．首先要说明的是，我们这一章里

所要学习的 “排列”“组合”与 “计数”有关，同上述句子中对应词

语的意义有差别．

“计数”就是数事物的个数，这是数学学科发展的起点，也是我

们从小学开始就在学习的．可以说，随着大家掌握的内容越来越多，

我们的计数能力也变得越来越强大．

小学一年级，我们是通过 “１，２，３，４，５，…”这种不断加１

的方法来计数的．学习了乘法之后，我们就可以借助乘法来计数了．

比如，要数出下图中圆的个数，你会怎么数呢？

相信大家肯定不会一个一个地数，而是会先数出每一行有１７个，

每一列有５个，最后得出共有１７×５＝８５个．

我们这里要学习的 “排列”“组合”是更强大的计数方法，利用

它们可以快速地解决一些看起来很难的计数问题．比如，高考不分文

理科后，思想政治、历史、地理、物理、化学、生物这６大科目是选

考的，假设某地考生可以从中任选３科作为自己的高考科目，那么选

考的组合方式一共有多少种可能的情况呢？

排列、组合的知识还与我们后续要学习的概率知识密切相关，它

们能帮助我们解决一些复杂的概率问题．

二项式定理讨论的是（犪＋犫）狀在狀 为任意正整数时的展开式

（狀＝２的情形大家已经很熟悉了吧？），利用二项式定理不仅可以证明

“９９９８－１能被１００整除”，而且还能帮助我们研究一类重要的概率问

题．你知道吗？我国古代数学家发现二项式定理的有关结论比西方早

好几百年呢！



３．１　排列与组合 ３　　　　

!．"! "#$%&

3.1.1 ������

	����

�3-1-2��3-1-2

�3-1-1

在数学学习和日常生活中，我们经常会遇到类似 “共

有多少种情况”的计数问题．例如：

（１）一个由３个元素组成的集合，共有多少个不同的

子集？

（２）由３个数字组成的密码锁，如图３１１所示，如

果忘记了密码，最多要试多少次才能打开密码锁？

（３）有４位同学和１位老师站成一排照相，如果老师要站在中间，如图３１２所

示，则有多少种不同的站法？

你能解答上述问题吗？对于比较简单的计数问题，我们可以通过列举法

求得结果，例如上述的问题 （１）；但是，如果问题比较复杂，那么只借助列

举法可能就难以求得问题的答案了，例如上述的问题 （２）和 （３）．有没有
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其他方法可以帮助我们计数呢？答案是肯定的．

����1�"@��)

�A��(

你能解答下述两个问题吗？试着由此归纳出一般的规律．

（１）已知某天从北京到上海的Ｇ字头列车有４３班，Ｄ字头列车有２班，其他

列车有３班，小张想在这一天坐火车从北京到上海旅游，不考虑其他因素，小张有

多少种不同的选择？

（２）从甲地到乙地，可以乘火车，也可以乘汽车，还可以乘轮船．假定火车每

日有１班，汽车每日有３班，轮船每日有２班，那么一天中从甲地到乙地有多少种

不同的走法呢？

尝试与发现中的问题 （１），小张乘坐的列车可以分为３类，即Ｇ字头

列车、Ｄ字头列车或其他列车，其中任何一类的任何一班车都可以让小张从

北京到达上海，因此不同的选择有

４３＋２＋３＝４８

种．

类似地，问题 （２）中，从甲地到乙地，可乘坐三类交通工具：火车、

汽车或轮船，每类交通工具又各有若干个班次，选择其中任何一类的任何一

个班次都可以从甲地到达乙地，因此一天中不同的走法有

　　　　　　　

种．

把上述解法推广到一般情况，就可以得出：

分类加法计数原理　完成一件事，如果有狀类办法，且：第一类办法中

有犿１种不同的方法，第二类办法中有犿２种不同的方法……第狀类办法中

有犿狀种不同的方法，那么完成这件事共有

犖＝犿１＋犿２＋…＋犿狀

种不同的方法．

图３１３

���　　在某设计活动中，李明要用红色

和蓝色填涂四个格子 （如图３１３所示），

要求每种颜色都用两次，李明共有多少种

不同的填涂方法？
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试给出一种满足条件的涂法，在明确要完成的事情是什么的前提下思考：

（１）怎样用符号表示填涂结果？

（２）可以将填涂结果分类吗？

 � 用Ｒ表示红色，用Ｂ表示蓝色，例如，ＲＢＲＢ表示第一个和第三

个格子涂红色，第二个和第四个格子涂蓝色．

因为红色和蓝色都要用两次，为了简化问题，考虑涂红色的格子是否相

邻，则填涂结果可以分为两类：涂红色的格子相邻，涂红色的格子不相邻．

涂红色的格子相邻的方法有：ＲＲＢＢ，ＢＲＲＢ，ＢＢＲＲ，共３种；

涂红色的格子不相邻的方法有：ＲＢＲＢ，ＢＲＢＲ，ＲＢＢＲ，共３种．

依据分类加法计数原理，李明共有

　　　　　　　

种不同的涂法．
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图３１４

已知某公园的示意图如图３１４所示，其中从西门到景点Ａ共有３条不同的

路，从景点Ａ到东门共有两条不同的路．王瑞从公园的西门进入公园后，想去Ａ

景点游玩，然后从东门出公园．只考虑路的选择，王瑞共有多少种不同的走法？你

能用适当的符号表示出所有的情况吗？

如果把从西门到景点Ａ的三条路分别记为犪１，犪２，犪３，把从景点Ａ到

东门的路记为犫１，犫２，用犪１犫１表示王瑞经犪１到景点Ａ，然后经犫１到东门．

注意到不管王瑞选择哪条路到景点Ａ，其去东门都有两种不同的选择方法，

因此不同的走法为

犪１犫１，犪１犫２，　　　　　　　，
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共有６种．可以看出，这里的６能看成３和２的乘积，即

３×２＝６，

这样，不同的走法可以用图３１５直观地表示出来．

�
�
 ��A

1a 1b

1a 2b

2a 1b

2a 2b

3a 1b

3a 2b

1a
1b

2b

2a

3a

1b

2b

1b

2b

图３１５

把上述解法推广到一般情况，就可以得出：

分步乘法计数原理　完成一件事，如果需要分成狀个步骤，且：做第一

步有犿１种不同的方法，做第二步有犿２种不同的方法……做第狀步有犿狀

种不同的方法，那么完成这件事共有

犖＝犿１×犿２×…×犿狀

种不同的方法．

���　　用１，２，３，４，５可以排成多少个数字不重复的三位数？

 �� 要排成一个三位数，只需分别指定这个三位数的百位、十位、

个位上的数字即可，因此可以分为三步完成．

 � 排成一个三位数，可以分为三步：

第一步，确定百位上的数字，共有５种方法；

第二步，确定十位上的数字，因为数字不能重复，所以不能是百位上

已有的数字，共有４种方法；

第三步，确定个位上的数字，共有３种方法．

依据分步乘法计数原理，可以排成数字不重复的三位数的

个数为

５×４×３＝６０．

本节一开始的情境与问题中的问题 （２），可借助分步乘法计数原理来解

答，因为共有３位数字，每一位数字都有１０种可能，所以密码的设定方法

共有

１０×１０×１０＝１０００

种．这就意味着，遗忘密码时，最多要试１０００次才能打开密码锁．

例２的解答有

其他的分步方法

吗？如果有，得到

的结果一样吗？
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情境与问题中的问题 （３），可以转化为将４位同学安排在从左到右的４

个位置上，也可以借助分步乘法计数原理解答，请读者自行完成．

分类加法计数原理和分步乘法计数原理合称为基本计数原理．

���
�@��)+�*

在有关问题的解决中，我们往往需要综合使用分类加法计数原理和分步

乘法计数原理．

���　　某班班委由２位女同学、３位男同学组成，现要从该班班委里选

出２人去参加学校组织的培训活动，要求至少要有１位女同学参加，则不

同的选法共有多少种？

 � 按照选择的女同学人数分为两种情况，即２位都是女同学和只有１

位女同学．

２位都是女同学的选法显然只有１种．

只有１位女同学的选法，可以分为两步完成：先从２位女同学中选出

１人，有２种选法；再从３位男同学中选出１人，有３种选法．依据分步

乘法计数原理，共有不同的选法２×３＝６种．

依据分类加法计数原理，不同的选法共有

　　　　　　　

种．

值得注意的是，例３中的选择，不能分为如下两步来完成：首先选择１

位女同学，然后在剩下的４人中选择１人．事实上，如果用犪１，犪２代表２

位女同学，犫１，犫２，犫３代表３位男同学，则这种分步的结果可用图３１６表

示，你能看出其中的问题吗？

1a 2a

1a 1b 1a 2b 1a 3b

1b 2b
3b

1a 2a

2a

2a 1b 2a 2b 2a 3b

1b 2b
3b

2a 1a

1a

图３１６
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（第１题）


� ��

（第４题）

? 张丽的书桌上有３本不同的语文课外读物和２本不同的数学课外读物．现在她

想从中取出一本随身携带，以便外出时阅读，有多少种不同的取法？如果她想

从语文课外读物和数学课外读物中各取一本随身携带，有多少种不同的取法？

? 用０，１，２，…，９这十个数字，可以组成多少种不同的银行卡密码？（每个银

行卡密码均由六位数字组成，数字可以重复，不考虑其他因素．）

? （１）用１，２，３，４，５，６可以排成多少个数字不重复的两位数？

（２）用１，２，３，４，５，６可以排成多少个数字可以重复的两位数？

? 将代数式（狓＋狔＋狕）（犪＋犫＋犮＋犱＋犲）展开后，共有多少项？

? 某城市电话局管辖范围内的电话号码由八位数字组成，其中前面四位数字是固

定的，后面四位的每一个数字都是０到９这十个数字中的任意一个．该电话局

管辖范围内的不同的电话号码最多能有多少个？

? 如图所示，从甲地到乙地有２条路，从乙地到丁地

有３条路；从甲地到丙地有４条路，从丙地到丁地

有２条路．要从甲地去丁地，共有多少种不同的

走法？

? 已知Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ这五位司机中，Ａ，Ｂ既能开

大客车，也能开小客车，但Ｃ，Ｄ，Ｅ这三位司机都

只能开小客车．现要从这五位司机中选用两人，分

别去开一辆大客车和一辆小客车，共有多少种不同

的选用方法？

? 已知狀是一个小于１０的正整数，且由集合犃＝｛狓｜狓∈犖＋，狓≤狀｝中的元素可

以排成数字不重复的两位数共２０个，求狀的值．

? 如图所示，把硬币有币值的一面称为正面，有花的一

面称为反面．抛一次硬币，得到正面记为１，得到反

面记为０．现抛一枚硬币５次，按照每次的结果，可得

到由５个数组成的数组 （例如，若第一、二、四次得

到的是正面，第三、五次得到的是反面，则结果可记

为（１，１，０，１，０）），则可得不同的数组共有多少个？

? 已知犃是一个有限集，且犃中的元素个数为５，求犃的子集的个数．

１＋３＋２＝６　　３＋３＝６　　犪２犫１，犪２犫２，犪３犫１，犪３犫２　　１＋６＝７
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3.1.2 ������
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试解答下列三个计数问题：

（１）小张要在３所大学中选择２所，分别作为自己的第一志愿和第二志愿，小

张共有多少种不同的选择方式？

（２）在３名学生中选出２名，分别在某话剧表演中扮演Ａ和Ｂ两个角色，共

有多少种不同的选择方式？

（３）学校要在３名教师中指派２人，分别去上海和浙江交流教学经验，共有多

少种不同的指派方案？

它们的答案是否一致？

如果用Ａ，Ｂ，Ｃ分别表示上述问题 （１）中的三所大学，用（Ａ，Ｂ）表示第一

志愿是Ａ，第二志愿是Ｂ，你能列出小张所有的选择方式吗？上述问题 （２） （３）

的结果是否也能用类似的方法表示？

不难看出，以上三个问题虽然实际背景不同，但所求的本质上都是 “从

３个不同对象中选出２个并排成先后顺序，有多少种不同的排法”，因此它

们的答案肯定是一致的．事实上，根据分步计数原理可知，方法种数都是

　　　　　　　．

一般地，从狀个不同对象中，任取犿 （犿≤狀）个对象，按照一定的顺

序排成一列，称为从狀个不同对象中取出犿 个对象的一个排列．特别地，

犿＝狀时的排列 （即取出所有对象的排列）称为全排列．

上述尝试与发现的问题 （１）中，用（Ａ，Ｂ）表示第一志愿是Ａ，第二志

愿是Ｂ，则（Ａ，Ｂ）就是一个排列．两个排列，如果组成排列的对象是相同

的，并且对象的排列顺序也相同，那么就称这两个排列是相同的；否则，就

称为是不同的．因此，（Ａ，Ｂ）与（Ａ，Ｃ）是不同的排列，（Ａ，Ｂ）与（Ｂ，Ａ）

也是不同的排列．

从狀个不同对象中取出犿 个对象的所有排列的个数，称为从狀个不同

对象中取出犿个对象的排列数，用符号Ａ犿狀①表示．

① Ａ是英语单词ａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔ（排列）的第一个字母的大写．
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注意：（１）所谓排成一列，是指与顺序有关，例如，排列ＡＢ与排列

ＢＡ是不同的排列，可以把一个排列看成一个类似点坐标的有序数对．

（２）符号Ａ犿狀 中，总是要求狀和犿都是正整数，且犿≤狀，以后不再声明．

前面三个计数问题实际上就是求Ａ
２
３，我们已经知道，Ａ

２
３＝６．

一般情况下，Ａ犿狀 等于多少呢？

Ａ
１
狀等于从狀个不同对象中取出１个的方法种数，显然Ａ

１
狀＝狀．

Ａ
２
狀等于从狀个不同对象中取出２个并排成先后顺序的方法种数．分两

步完成：第一步，选一个排在第一个位置，有狀种选法；第二步，在剩下的

对象中选一个排在第二个位置，有狀－１种选法．因此共有狀（狀－１）种选法，

即Ａ
２
狀＝狀（狀－１）．

用类似的方法可知

Ａ
３
狀＝狀（狀－１）（狀－２），

Ａ
４
狀＝狀（狀－１）（狀－２）（狀－３），

……

一般地，我们有

Ａ
犿
狀＝狀（狀－１）…［狀－（犿－１）］

烐烏 烑
犿个数

＝狀（狀－１）…（狀－犿＋１），

这个公式称为排列数公式．

例如，Ａ３５＝５×４×３＝６０，Ａ
４
４＝　　　　　　　．

���　　求从Ａ，Ｂ，Ｃ这３个对象中取出３个对象的所有排列的个数，

并写出所有的排列．

 � 所求排列数为Ａ
３
３＝３×２×１＝６．

所有的排列可用图３１７表示．

A

B

C
AB

C A

B

C

A

BC

A

B C

图３１７

由图３１７可知，所有排列为ＡＢＣ，ＡＣＢ，　　　　　　　　　．
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例１计算的其实是３个对象的全排列数．

一般地，在Ａ犿狀 中，当犿＝狀时，排列数公式为

Ａ
狀
狀＝狀×（狀－１）×…×２×１，

通常将上式的右边简写为狀！（读作 “狀的阶乘”），从而上式可以简写为

Ａ
狀
狀＝狀！．

例如，如果５名同学要排成一排照相，那么不同的排法种数为

Ａ
５
５＝５！＝　　　　　　　　．

当０＜犿＜狀时，注意到

狀！＝狀×（狀－１）×…×［狀－（犿－１）］
烐烏 烑
Ａ
犿
狀

×（狀－犿）×［狀－（犿＋１）］×…×２×１
烐烏 烑

（狀－犿）！

，

所以此时排列数公式可以改写为

Ａ
犿
狀＝

狀！

（狀－犿）！
．

为了使得上式在犿＝狀时也成立，我们规定０！＝１．另外，为了方便起

见，也规定Ａ０狀＝１．

���　　求证：Ａ犿狀＋犿Ａ犿－１狀 ＝Ａ
犿
狀＋１．

 �� 由排列数公式可知

Ａ
犿
狀＋犿Ａ

犿－１
狀 ＝

狀！

（狀－犿）！
＋犿

狀！

［狀－（犿－１）］！

＝
狀！

（狀－犿）！
×１＋

犿

狀－（犿－１）［ ］
＝

狀！

（狀－犿）！
×

狀＋１

狀－（犿－１）

＝
（狀＋１）！

［（狀＋１）－犿］！
＝Ａ

犿
狀＋１．

假设有狀＋１个不同的对象，甲是其中一个，从这狀＋１个对象中取出犿个做成

的排列，可以分成两类：

（１）不包括对象甲的；

（２）包括对象甲的．

分别计算每一类的排列个数．

注意到第 （２）类排列中，甲可以占据犿 个位置中的任何一个，也就是说，甲

的位置有犿种可能．你能由此给出例２的结果的一个直观解释吗？



１２　　　 第三章　排列、组合与二项式定理

������+�*

���　　某地区足球比赛共有１２个队参加，每队都要与其他各队在主客

场分别比赛一次，则共要进行多少场比赛？

 � 如果把每一场比赛都看成主场队在前、客场队在后的一个排列，

则不难看出，所求比赛数等于从１２个对象中取出２个的排列数，即

Ａ
２
１２＝１２×１１＝１３２．

例３的关键是，把所给问题转化为等价的排列问题．

���　　某信号兵用红、黄、蓝三面旗从上到下挂在竖直的旗杆上表示信

号，每次可以只挂１面旗，也可以挂２面旗或３面旗，旗数或顺序不同

时，表示信号不同，则一共可表示多少种不同的信号？

 � 按照所挂旗数，可以分为三类：

第一类是只挂１面旗，此时可表示Ａ１３种不同的信号；

第二类是挂２面旗，此时可表示Ａ２３种不同的信号；

第三类是挂３面旗，此时可表示Ａ３３种不同的信号．

按照分类加法计数原理，一共可表示不同的信号

Ａ
１
３＋Ａ

２
３＋Ａ

３
３＝３＋３×２＋３×２×１＝１５

种．

例４说明，解题过程中，可以将基本计数原理与排列知识有机结合．

���　　用０，１，２，…，９这１０个数字，可以排成多少个没有重复数字

的三位数？

 � （方法一）要组成一个没有重复数字的三位数，可以分为两步：

第一步，确定百位上的数字，因为只能是１，２，…，９这９个数字中

的某一个，所以有Ａ１９种方法；

第二步，确定十位和个位上的数字，因为数字不能重复，所以只能从

百位以外的数字来选取，因此共有Ａ２９种方法．

由分步乘法计数原理可知，满足条件的三位数个数为

Ａ
１
９Ａ

２
９＝９×９×８＝６４８．

（方法二）从０，１，２，…，９这１０个数字中，取出３个做排列的排

列数为Ａ
３
１０．所有的这些排列中，０排在首位的都不能对应一个三位数，

而其他的都对应一个三位数．又因为０排在首位的排列共有Ａ
２
９个，所以

可知所求三位数的个数为

Ａ
３
１０－Ａ

２
９＝１０×９×８－９×８＝６４８．

例５的方法二，通常称为 “排除法”，也就是先算出无限制条件的所有

排法种数，然后再减去不符合条件的排法种数．
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���　　　　用０，１，２，…，９这１０个数字，可以排成多少个没有重复数字

的四位偶数？

�A��(

给出几个满足条件的四位数，并对所有满足条件的四位数进行分类．

 � 满足条件的四位数可以分为两类：

第一类的末位数字是０，有Ａ３９个．

第二类的末位数字不是０．要排成这样的四位数，可以分成三个步骤

来完成：第一步，确定末位数字，因为只能是２，４，６或８，所以有Ａ１４

种方法；第二步，确定首位数字，因为数字不能重复，所以有Ａ１８ 种方

法；第三步，确定中间两位数字，有Ａ２８种方法．由分步乘法计数原理可

知，这样的数字有Ａ１４Ａ
１
８Ａ

２
８个．

由分类加法计数原理可知，满足条件的四位数个数为

Ａ
３
９＋Ａ

１
４Ａ

１
８Ａ

２
８＝９×８×７＋４×８×８×７＝４１×５６＝２２９６．

从例６可以看出，利用排列数公式，可以简化思维过程．

���　　有３位男生和２位女生，在某风景点前站成一排拍合照，要求２

位女生要相邻，有多少种不同的站法？

�A��(

用适当的符号表示男生和女生，给出几种满足条件的排法，由此尝试发现解题思路．

 � 分成两步来完成：第一步，先让两位女生站好，有Ａ２２种方法；第

二步，把两位女生当成一个整体，与３位男生去站成一排，有Ａ４４ 种方

法．根据分步乘法计数原理可知，共有Ａ２２Ａ
４
４＝４８种不同的站法．

例７的解法，相当于把两位女生捆绑在了一起，因此也常被称为 “捆绑

法”．

���　　某晚会要安排３个歌唱节目 （记为Ａ，Ｂ，Ｃ）和２个舞蹈节目

（记为甲、乙），要求舞蹈节目不能相邻，共有多少种不同的安排方法？

�A��(

用题中的符号给出几种满足条件的排法，由此尝试发现解题思路．

 � 分成两步来完成：第一步，先确定３个歌唱节目的先后顺序 （不

考虑舞蹈节目），总共有Ａ３３种排法；第二步，歌唱节目的先后顺序确定

之后，舞蹈节目共有Ａ２４种排法 （例如，如果第一步确定的歌唱节目先后

顺序为ＡＢＣ，则舞蹈节目只能安排在如图３１８所示的４个空格中）．由
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分步乘法计数原理可知，共有

　　　　　　　

种不同的安排方法．

A B C

图３１８

值得注意的是，例８中所有符合条件的安排方法都可用解法中的方式得

到，如 “ＡＢ甲Ｃ乙”，只要在图３１８中的第三个、第四个空格分别填上

甲、乙即可．这种解题方法通常称为 “插空法”．在解决类似的要求不相邻

的问题中，用插空法往往简单、有效．

���*����@0���

利用电子表格软件中的ＰＥＲＭＵＴ（ｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎ，排列）命令可以计算排

列数．例如，要计算Ａ４６，只要在任意一个单元格输入 “＝ＰＥＲＭＵＴ（６，

４）”，如图３１９所示，然后按回车键，就能显示出想要的结果，如图３１１０

所示．

图３１９　　　　　　　　　　　　　图３１１０

在ＧｅｏＧｅｂｒａ中，输入 “ｎＰｒ［６，４］”或 “排列数［６，４］”也可得到

Ａ
４
６的值，请感兴趣的读者自行尝试．

��"

? 写出所有由１，２，３，４这四个数字排成的没有重复数字的四位数．

? 计算：

（１）Ａ３４；　 （２）Ａ
３
６；　 （３）Ａ

１
１５；　 （４）Ａ

２
２０；　 （５）Ａ

２
１００．

? 计算１～８的阶乘，并填入下表中：

狀 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

狀！
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��#

　

? 从５种不同的蔬菜品种中选出２种分别种植在不同土质的土地上进行试验，共

有多少种不同的种植方法？

? 从５名乒乓球运动员中，选出３名并确定出场顺序，以参加某场团体比赛，共

有多少种不同的方法？

? 有６个人想在某风景区门口站成前后两排 （各３人）照相，共有多少种不同的排法？

? 计算：

（１）Ａ５８－２Ａ
２
８；　　　 （２）Ａ

１
４＋Ａ

２
４＋Ａ

３
４＋Ａ

４
４；　　　 （３）

Ａ
５
１０

Ａ
５
５

．

? （１）将２封不同的信投入４个邮箱，每个邮箱最多投１封，共有多少种不同的投法？

（２）将２封不同的信随意投入４个邮箱，共有多少种不同的投法？

? 用０，１，２，３，４，５可组成多少个：

（１）没有重复数字的四位数？

（２）没有重复数字且被５整除的四位数？

（３）比２０００大且没有重复数字的自然数？

? 四对夫妇坐成一排照相：

（１）每对夫妇都不能被隔开的排法有多少种？

（２）每对夫妇都不能被隔开，且同性别的人不能相邻的排法有多少种？

? 将２个男生和４个女生排成一排：

（１）男生排在中间的排法有多少种？

（２）男生不在头尾的排法有多少种？

（３）男生不相邻的排法有多少种？

（４）男生不相邻且不在头尾的排法有多少种？

（５）２个男生都不与女生甲相邻的排法有多少种？

３×２＝６　　４×３×２×１＝２４　　 ＢＡＣ，ＢＣＡ，ＣＡＢ，ＣＢＡ　　

５×４×３×２×１＝１２０　　 Ａ
３
３Ａ

２
４＝６×１２＝７２
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3.1.3 ������

	����

高考不分文理科后，思想政治、历史、地理、物理、化学、生物这６大科目是选

考的，假设某地考生可以从中任选３科作为自己的高考科目，那么选考的组合方式一

共有多少种可能的情况呢？

如果用 ｛思想政治，历史，地理｝表示其中一种选考的组合，你能用类似的方法

表示出所有的组合方式吗？你有更简单的表示方法吗？

上述问题可以用本小节我们要学习的组合知识来解．

���3	�3	�
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下面这两个计数问题的答案一样吗？

（１）小张要在３所大学中选择２所，分别作为自己的第一志愿和第二志愿，小

张共有多少种不同的选择方式？

（２）小张要在３所大学中选择２所，作为自己努力的目标，小张共有多少种不

同的选择方式？

选择合适的符号，分别表示出上述两题中所有的选择方式，并总结两者之间的

关系．

不难看出，尝试与发现的两个问题中：前者选出两所学校后，还要指定

一所作为第一志愿，另一所作为第二志愿；而后者只需要选出两所学校即

可．换句话说，前者选出的学校是要排列顺序的，而后者选出的学校不需要

排列顺序．

这也就是说，尝试与发现 （１）中的事情，可以分成两步来完成：第一

步，完成 （２）中的事情，即选择两所学校；第二步，将选出的两所学校做

全排列 （共有Ａ２２种方法）．因为问题 （１）的答案是Ａ２３，所以如果设问题

（２）的答案是狓，那么根据上述分析和分步乘法计数原理可知Ａ２３＝狓Ａ
２
２，

从而

狓＝
Ａ
２
３

Ａ
２
２

＝　　　　　．
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一般地，从狀个不同对象中取出犿 （犿≤狀）个对象并成一组，称为从

狀个不同对象中取出犿个对象的一个组合．

尝试与发现的问题 （２）中，如果用Ａ，Ｂ，Ｃ表示３所学校，｛Ａ，Ｂ｝

表示选择学校Ａ和Ｂ作为目标，则 ｛Ａ，Ｂ｝就是一个组合，且 （２）中的３

种选择方式也就是３种组合分别为：｛Ａ，Ｂ｝，｛Ａ，Ｃ｝，｛Ｂ，Ｃ｝．

从狀个不同对象中取出犿 个对象的所有组合的个数，称为从狀个不同

对象中取出犿个对象的组合数，用符号Ｃ犿狀①表示．

注意：（１）所谓并成一组是指与顺序无关，例如，组合犪，犫与组合犫，

犪是同一组合，可以把一个组合看成一个集合．

（２）同符号Ａ犿狀 一样，在符号Ｃ
犿
狀 中，总是要求狀和犿都是正整数，且

犿≤狀，以后也不再声明．

尝试与发现的问题 （２）实际上就是求组合数 Ｃ２３，由此可以知

道，Ｃ２３＝
Ａ
２
３

Ａ
２
２

＝３．

实际生活中，有大量涉及组合数的情况．例如，从１５名学生中选择３

人去参加学生代表大会，共有Ｃ３１５种不同的选择方法；从１０名教师中指派７

人去参加教学交流，有Ｃ７１０种不同的指派方法等．

�A��(

仿照求出Ｃ２３的过程，探讨一般情况下，组合数Ｃ
犿
狀 该怎样计算．

考虑到从狀个不同对象中取出犿 个做排列，可以分成两个步骤来完

成：第一步，从狀个不同对象中取出犿个，有Ｃ犿狀 种选法；第二步，将选

出的犿个对象做全排列，有Ａ犿犿 种排法．由分步乘法计数原理有Ａ
犿
狀＝

Ｃ
犿
狀Ａ

犿
犿，所以

Ｃ
犿
狀＝
Ａ
犿
狀

Ａ
犿
犿

＝
狀（狀－１）…［狀－（犿－１）］

犿×（犿－１）×…×２×１
＝

狀！

（狀－犿）！犿！
．

上述公式称为组合数公式．

�A��(

由组合数公式，分别取犿＝０，犿＝１，犿＝狀，可得

Ｃ
０
狀＝　　　　　，Ｃ

１
狀＝　　　　　，Ｃ

狀
狀＝　　　　　．

试利用组合的概念直观地理解上述特殊组合数．

① Ｃ是英语单词ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ（组合）的第一个字母的大写．
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���　　　　已知一个平面内有１０个点，其中任意３点都不共线，且任意两

点所连成的线段中，任意两条线段的长度都不相等：

（１）这些点共可以连成多少条不同的线段？

（２）以这些点为端点共可以作出多少个不同的非零向量？

 � （１）因为已知的点中，任意３点都不共线，而任意两点都能连成

一条线段，所以共可以连成的不同线段条数为

Ｃ
２
１０＝
１０×９

２×１
＝４５．

（２）因为以任意一点为始点、另一点为终点，均可作出一个非零向

量，而且连成的所有线段中，任意两条线段的长度都不相等，因此共可以

作出不同的非零向量个数为

Ａ
２
１０＝１０×９＝９０．

���　　计算：

（１）Ｃ３７＋Ｃ
４
７；　　　　　 （２）Ｃ５１０Ｃ

０
１０－Ｃ

１０
１０．

 � （１）Ｃ３７＋Ｃ
４
７＝
７×６×５

３×２×１
＋
７×６×５×４

４×３×２×１
＝３５＋３５＝７０．

（２）Ｃ５１０Ｃ
０
１０－Ｃ

１０
１０＝
１０×９×８×７×６

５×４×３×２×１
×１－１＝２５２－１＝２５１．

不难看出，本节一开始的情境与问题中，选考组合方式共有

Ｃ
３
６＝
６×５×４

３×２×１
＝２０

种可能的情况．若用字母或数字表示科目的名称 （如下表所示），例如用 ｛Ｔ，

Ｈ，Ｇ｝表示选考思想政治、历史、地理，则可以方便地表示出所有的选考组合．

科　目 思想政治 历史 地理 物理 化学 生物

字　母 Ｔ Ｈ Ｇ Ｐ Ｃ Ｂ

���3	�+�B
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在了解敬老院可以进行哪些爱心活动的走访中，老师要将５位同学分成两组，

一组２人，另一组３人．老师要完成分组，有两种不同的做法：

（１）选出２人作为一组，另外３人是另一组；

（２）选出３人作为一组，另外２人是另一组．

用组合数符号分别表示 （１）和 （２）所得的分法种数，说明所得结果之间的关

系，并将结果推广到一般情况．
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根据组合和组合数公式可知，尝试与发现中 （１）和 （２）所得的分法种

数分别为Ｃ
２
５和Ｃ

３
５，而且

Ｃ
２
５＝　　　　，Ｃ

３
５＝　　　　．

因此Ｃ
２
５＝Ｃ

３
５．

一般地，我们有

Ｃ
犿
狀＝

狀！

（狀－犿）！犿！
，

Ｃ
狀－犿
狀 ＝

狀！

［狀－（狀－犿）］！（狀－犿）！
＝

狀！

犿！（狀－犿）！
，

因此

Ｃ
犿
狀＝Ｃ

狀－犿
狀 ．

从这一性质与前面计算Ｃ
２
５和Ｃ

３
５的过程可知，当犿＞

狀

２
时，将计算Ｃ犿狀

转化为计算Ｃ
狀－犿
狀 会更简便，例如

Ｃ
７
１０＝Ｃ

１０－７
１０ ＝Ｃ

３
１０＝
１０×９×８

３×２×１
＝１２０．

���　　一个口袋里有７个不同的白球和１个红球，从中取５个球：

（１）共有多少种不同的取法？

（２）如果不取红球，共有多少种不同的取法？

（３）如果必须取红球，共有多少种不同的取法？

 � （１）因为共有８个球，所以共有不同的取法种数为Ｃ５８，且

Ｃ
５
８＝Ｃ

８－５
８ ＝Ｃ

３
８＝
８×７×６

３×２×１
＝５６．

（２）因为不取红球，所以只要在７个白球中取５个球即可，所以共有

不同的取法种数为

Ｃ
５
７＝Ｃ

７－５
７ ＝Ｃ

２
７＝
７×６

２×１
＝２１．

（３）因为必须取红球，所以只需在７个白球中再取４个球即可，所以

共有不同的取法种数为

Ｃ
４
７＝Ｃ

７－４
７ ＝Ｃ

３
７＝
７×６×５

３×２×１
＝３５．

观察例３的解答可知Ｃ
５
７＋Ｃ

４
７＝Ｃ

５
８，这一结论是否具有普遍性呢？答案

是肯定的，事实上，我们有 （证明留作练习）

Ｃ
犿＋１
狀 ＋Ｃ

犿
狀＝Ｃ

犿＋１
狀＋１．

不难知道，从

狀个对象中，取出

犿 个对象后，将

剩下狀－犿 个对

象．你能用这一事

实来直观理解有关

结论吗？
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假设有狀＋１个不同的对象，甲是其中一个，从这狀＋１个对象中选出犿＋１个

的组合，可以分成两类：

（１）不包括对象甲的；

（２）包括对象甲的．

你能用这一事实直观地理解上述组合数的性质吗？

���3	�+�*

在从事产品检验时，经常要从产品中抽取一部分进行检查，这其中就牵

涉很多计数问题．

���　　现有３０件分别标有不同编号的产品，且除了２件次品外，其余

都是合格品，从中取出３件：

（１）一共有多少种不同的取法？

（２）若取出的３件产品中恰有１件次品，则不同的取法共有多少种？

（３）若取出的３件产品中至少要有１件次品，则不同的取法共有多

少种？

 � （１）所求的取法总数，就是从３０件产品中取出３件的组合数

Ｃ
３
３０＝
３０×２９×２８

３×２×１
＝４０６０．

（２）抽取可以分成两步完成：第一步，在２件次品中取出１件，有

Ｃ
１
２种方法；第二步，在２８件合格品中取出２件，有Ｃ

２
２８种方法．因此取

法种数为

Ｃ
１
２Ｃ
２
２８＝２×

２８×２７

２×１
＝７５６．

（３）满足条件的取法可以分成两类：恰有１件次品的取法和恰有２件

次品的取法．

恰有１件次品的取法有Ｃ
１
２Ｃ
２
２８种，恰有２件次品的取法有Ｃ

２
２Ｃ
１
２８种．

因此取法种数为

Ｃ
１
２Ｃ
２
２８＋Ｃ

２
２Ｃ
１
２８＝２×

２８×２７

２×１
＋１×２８＝７８４．

例４说明，解题过程中，可以将基本计数原理与组合知识有机结合．

���　　要把９本不同的课外书分给甲、乙、丙３名同学：

（１）如果每个人都得３本，则共有不同的分法多少种？

（２）如果要求一人得４本，一人得３本，一人得２本，则共有不同的
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分法多少种？

 � （１）要完成分配任务，可以分为三步：第一步，分给甲３本书，

有Ｃ
３
９种方法；第二步，分给乙３本书，因为只能在剩下的６本书里选，

所以有Ｃ
３
６种方法；第三步，分给丙３本书，因为只能在剩下的３本书里

选，所以有Ｃ３３种方法．因此共有不同的分法数为

Ｃ
３
９Ｃ
３
６Ｃ
３
３＝
９×８×７

３×２×１
×
６×５×４

３×２×１
×１＝１６８０．

（２）要完成分配任务，可以分为两步：第一步，将９本书按照４本、

３本、２本分为三组，有Ｃ４９Ｃ
３
５Ｃ
２
２种方法；第二步，将分好的３组书分别

分给３个人，有Ａ３３种方法．因此共有不同的分法数为

Ｃ
４
９Ｃ
３
５Ｃ
２
２Ａ

３
３＝
９×８×７×６

４×３×２×１
×
５×４

２×１
×１×３×２×１＝７５６０．

例５的 （２）中，因为没有指定谁得４本书，谁得３本书，谁得２本书，

所以第二步需要做一个排列．

���　　现要从Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ，Ｆ这６人中选出４人安排在甲、乙、

丙、丁４个岗位上，如果Ａ不能安排在甲岗位上，那么一共有多少种不

同的安排方法？

 � 安排方法可以分成两类：选出的４人中有Ａ和没有Ａ．

有Ａ的安排方法可以分成两步完成：第一步，在乙、丙、丁３个岗

位中选择一个给Ａ，共Ｃ１３种方法；第二步，在Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ，Ｆ这５人

中选出３人安排在其他３个岗位上，共Ａ３５种方法．所以此类安排方法共

有Ｃ
１
３Ａ

３
５种．

没有Ａ的安排方法共有Ａ
４
５种．

因此安排方法种数为

Ｃ
１
３Ａ

３
５＋Ａ

４
５＝３００．

��*����@03	�

利用电子表格软件中的ＣＯＭＢＩＮ（ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ，组合）命令可以计算组

合数．例如要计算Ｃ
３
１００，只要在任意一个单元格输入 “＝ＣＯＭＢＩＮ（１００，３）”，

如图３１１１所示，然后按回车键，就能显示出想要的结果，如图３１１２所示．
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图３１１１　　　　　　　　　　　　　 图３１１２

在ＧｅｏＧｅｂｒａ中，输入 “Ｂｉｎｏｍｉａｌ［１００，３］”或 “组合数［１００，３］”也

可得到Ｃ
３
１００的值，请感兴趣的读者自行尝试．

��KA

图１

图２

把相同的物品分给不同对象的分法种数

把８个相同的篮球分发给甲、乙、丙、

丁４人，共有多少种不同的分法？

由于每个篮球都相同，因此只要指出每

人所得篮球的个数即可，比如，甲得２个、乙

得３个、丙得３个、丁得０个，就是一种满足

条件的分法．可能有人会想到通过列举来求

解上述问题，但是，经过简单的尝试之后，

你就会发现，这个问题可能比想象中的难．

注意到每一种满足条件的分法本质上就

是把８个球分为了４堆，为此可借助３块隔

板来实现．例如，前述满足条件的分法可以

用图１表示，其中第一块隔板前的篮球是分

给甲的，第一块和第二块隔板之间的篮球是

分给乙的，第二块和第三块隔板之间的篮球

是分给丙的，第三块隔板后的篮球是分给

丁的．

容易知道，任何一种类似图１的排列都

对应一种分法，例如，图２对应的分法为：

甲得１个，乙得０个，丙得０个，丁得７个．

　　这样一来，问题就转化为８个相同的篮

球和３块相同的隔板，可以有多少种不同的

排列方法．

因为总共有８＋３＝１１个位置，而且我

们只需要从这１１个位置中选出３个放置隔板

（其余放置篮球）即可，因此不同的排列方

法种数为

Ｃ
３
１１＝
１１×１０×９

３×２×１
＝１６５．

也就是说，我们有１６５种不同的分法．

有意思的是，如果设甲、乙、丙、丁４

人所得篮球个数分别为狓１，狓２，狓３，狓４，

则不难看出，我们得到了方程

狓１＋狓２＋狓３＋狓４＝８

的非负整数解（狓１，狓２，狓３，狓４）个数为１６５．

类似地，可以得到把狀个相同的物品分

给狉个不同对象的方法数 （其中狉和狀均为

正整数），也就是方程狓１＋狓２＋…＋狓狉＝狀

的非负整数解（狓１，狓２，…，狓狉）的个数，请

自己尝试一下吧！
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? 北京队、上海队、天津队、广东队四个足球队举行友谊比赛，每两个队要比赛

一场：

（１）列出所有比赛的双方球队；

（２）最终产生冠、亚军各一个队，列出所有可能的冠、亚军情况．

? 写出：

（１）从犪，犫，犮，犱，犲五个元素中取两个元素的所有组合；

（２）从犪，犫，犮，犱，犲五个元素中取三个元素的所有组合．

? 计算：

（１）Ｃ１１７；　　　 （２）Ｃ３６；　　　 （３）Ｃ
０
２３；　　　 （４）Ｃ９８１００．

? 某校举行排球赛，每两个队赛一场，有８个队参加，共需比赛多少场？

? 现有１０件产品 （除了２件一等品外，其余都是二等品），从中抽取３件：

（１）一共有多少种不同的抽法？

（２）抽出的３件中恰有１件一等品的抽法共有多少种？

（３）抽出的３件中至少有１件一等品的抽法共有多少种？

? 计算：

（１）Ｃ３７＋Ｃ
４
７＋Ｃ

５
８＋Ｃ

６
９＋Ｃ

７
１０；　 　 （２）Ｃ０５＋Ｃ

１
５＋Ｃ

２
５＋Ｃ

３
５＋Ｃ

４
５＋Ｃ

５
５．

? 解方程：Ｃ
狓
１８＝Ｃ

３狓－６
１８ ．

? 利用组合数公式证明Ｃ
犿＋１
狀 ＋Ｃ

犿
狀＝Ｃ

犿＋１
狀＋１．

? 甲、乙、丙、丁、戊五名同学参加某项竞赛，决出了第一名到第五名的５个名

次．甲、乙两人去询问成绩，组织者对甲说：“很遗憾，你和乙都未拿到冠军．”

对乙说：“你当然不会是最差的．”从组织者的回答分析，这五名同学的名次排

列共有多少种不同的情况．

? 将６名中学生分到甲、乙、丙３个不同的公益小组：

（１）要求有３人分到甲组，２人分到乙组，１个人分到丙组，共有多少种不同的

分法？

（２）要求三个组的人数分别为３，２，１，共有多少种不同的分法？


３×２

２×１
＝３　　

狀！

（狀－０）！０！
＝１　　

狀！

（狀－１）！１！
＝狀　　

狀！

（狀－狀）！狀！
＝１


５×４

２×１
＝１０　　

５×４×３

３×２×１
＝１０
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? 有不同的红球８个，不同的白球７个：

（１）从中取出１个球，共有多少种不同的取法？

（２）从中取出２个颜色不同的球，共有多少种不同的取法？

? 求下列各式中的正整数狀：

（１）Ａ３２狀＝１０Ａ
３
狀；　　　　　　　 （２）Ａ

狀
１０＝１０×９×８×７×６×５．

? 已知从狀个不同对象中取出２个对象的排列数等于从狀－４个不同对象中取出

２个对象的排列数的７倍，求正整数狀的值．

? 一部影片在４个单位轮流放映，每一个单位放映一场，共有多少种不同的放

映次序？

? （１）已知圆上有１０个点，过任意３个点都可画一个圆内接三角形，一共可画

多少个圆内接三角形？

（２）已知空间中有１０个点，且任意４个点都不共面，即以任意４个点为顶点

都可构造一个四面体，则一共可以构造多少个四面体？

? （１）平面内有两组平行线，一组有犿条，另一组有狀条，不同组的平行线都相

交，其中犿，狀都是大于１的正整数，这些平行线一共构成了多少个平行四边形？

（２）空间中有三组平行平面，第一组有犿 个，第二组有狀个，第三组有犾

个，不同组的平面都互相垂直，其中犿，狀，犾都是大于１的正整数，这些平

行平面一共构成了多少个长方体？

? 将４封不同的信全部投入３个邮筒：

（１）不加任何限制，有多少种不同的投法？

（２）每个邮筒至少投１封信，有多少种不同的投法？

? 某乒乓球邀请赛，参加的有三个组，第一组、第二组各有７个队，第三组有６

个队，首先各组进行单循环赛，然后三个组的第一名分主客场进行决赛，最

终决出冠、亚军，该乒乓球邀请赛一共需要比赛多少场？

�����#

? 某教师上午要给３个班上课，每班１节．如果每个班上午只能排４节课，并

且该教师不能连上３节课，那么该教师上午的课表有多少种不同的排法？

? 在不小于３０００且不大于７０００的正整数中，有多少个没有重复数字的５的倍数？

? 有６个人分成两排就座，每排３人：

（１）共有多少种不同的坐法？

（２）如果甲不能坐在第一排，乙不能坐在第二排，共有多少种不同的坐法？
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（３）如果甲和乙必须在同一排且相邻，共有多少种不同的坐法？

（４）如果甲和乙必须在同一排且不相邻，共有多少种不同的坐法？

? 某班有３５名学生，其中正、副班长各１名，现要从该班选派５名学生参加某

种活动：

（１）如果正、副班长必须在内，共有多少种不同的选派方法？

（２）如果正、副班长必须有一人在内，且只能有一人在内，共有多少种不同

的选派方法？

（３）如果正、副班长都不在内，共有多少种不同的选派方法？

（４）如果正、副班长至少有一人在内，共有多少种不同的选派方法？

? 有６个座位连成一排，安排３个人就座，恰有两个空位相邻的不同坐法共有

多少种？

? 有１０个人围着一张圆桌坐成一圈，共有多少种不同的坐法？

�����$

? 求Ｃ２２＋Ｃ
２
３＋Ｃ

２
４＋…＋Ｃ

２
１００的值．

? 求证：Ａ犿犿＋Ａ
犿
犿＋１＋Ａ

犿
犿＋２＋…＋Ａ

犿
２犿＝Ａ

犿
２犿＋１． （提示：考察排列数与组合数的

关系．）

4

5
3

2

1

（第３题）

? 如图所示，一个地区分为５个行政区域，现

给地图着色，要求相邻区域不得使用同一颜

色，有４种颜色可供选择，则不同的着色方

法共有多少种？

? 要把９本不同的课外书分别装到三个相同的

手提袋里，每个袋中至少一本，一共有多少

种不同的装法？

? 把分别标有１号、２号、３号、４号的４个不同的小球放入分别标有１号、２号、

３号的３个盒子中，不许有空盒子且任意一个小球都不能放入标有相同标号

的盒子中，则不同的放法共有多少种？
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假设你所在的班级共有３０人，那么你们班至少有两个人生日相同的概率是

多少？因为每个人的生日有可能是３６５天①中的任意一天，这样一来，只有人数

超过３６５时，我们才能百分之百地肯定至少有两个人的生日相同，因此感觉上前

述问题中的概率应该不会太大．不过，令人惊讶的是，利用排列组合的知识可以

算出，３０个人中，至少有两个人生日相同的概率约为７１％！

事实上，当人群的人数达到２３时，至少有两个人生日相同的概率就超

过５０％了！而当人数达到４１时，概率就超过９０％了！这一结论与人们的直

觉相差比较远，因此常被称为 “生日悖论”．

生日悖论可以在日常生活中找到很多实例．例如，２０１４年世界杯中，有

３２支球队，每支球队恰好就有２３名球员．如果生日悖论是真的，可能会有半

数球队拥有同生日球员．从国际足联２０１４年６月１０日给出的官方数据中可以

看到，瑞士、伊朗、法国、阿根廷和韩国的代表队各有两对生日相同的球员；

西班牙、哥伦比亚、美国、喀麦隆、澳大利亚、波黑、俄罗斯、荷兰、巴西、

洪都拉斯和尼日利亚的代表队各有两名球员生日相同．也就是说，３２支球队

中，正好有１６支球队至少有两人生日相同，所占比例正好为５０％！

也许大家还是会对生日悖论心存疑惑，因为在日常生活中，我们每个人

很难遇到一个与自己生日相同的人．再看以下事实：指定一年中的一天，

２５３个人中，才有５０％的概率能找到一个人的生日在指定的那天；要想使概

率提高到８０％，需要５８７个人才行．因此，如果你真遇到了一个跟你生日

相同的人，那你们确实是 “有缘”的．需要注意的是，这里涉及的问题与生

日悖论涉及的问题并不相同．

请与其他同学一起分工合作，完成下列任务，并填写活动记录表：

（１）通过世界杯球员的有关数据或其他数据，验证生日悖论是否属实．

（２）得出由狀个人组成的人群中至少有两个人生日相同的概率计算公式．

（３）利用计算机软件或计算器，分别给出狀＝１５，１６，…，６０时，（２）

① 为了简单起见，假设一年只有３６５天，下同．
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中的概率值，并用适当的图象表示结果．

（４）选定一个特殊的狀值，利用计算机软件模拟验证生日悖论中的

概率．

（５）得出由犿个人组成的人群中至少有一个人生日是指定日期的概率

计算公式．

（６）利用计算机软件或计算器，分别给出犿＝２００，２０１，…，２２００

时，（５）中的概率值，并用适当的图象表示结果．

（７）选定一个日期和一个特殊的犿值，利用计算机模拟验证 （６）中的

概率．

生日悖论的解释与模拟活动记录表

活动开始时间：

（１）成员与分工

姓　名 分　工

（２）验证生日悖论的实际数据

（３）狀个人组成的人群中至少有两个人生日相同的概率计算公式

（４）狀＝１５，１６，…，６０时，（３）中的概率值以及图象表示

（５）生日悖论模拟的方法与结果
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续表

（６）犿个人组成的人群中至少有一个人生日是指定日期的概率计算公式

（７）犿＝２００，２０１，…，２２００时，（６）中的概率值以及图象表示

（８）模拟 （７）中概率的方法及结果

（９）活动总结 （可包括活动感受等）

活动结束时间：

���"��.

（１）除了利用世界杯球员的数据验证生日悖论之外，也可利用学校中各

班级的人员信息等．

（２）所要计算的概率都可借助古典概型来完成，其中需要借助排列组合

的有关知识．例如，狀个人组成的人群，生日的所有可能情形有３６５狀 种，

而这狀个人生日各不相同的情形共有Ａ狀３６５ （狀≤３６５）种，生日都不在某个

指定日期的情形共有

（３６５－１）狀＝３６４狀

种．

（３）计算机模拟可以借助随机函数来完成．

例如，在验证生日悖论时，可以用电子表格软件中的随机函数随机产生

多组数据，然后统计其中有哪些组出现了重复数据，最后计算比例．

在图３２１中，每一个有数据的单元格，输入的都是

“＝ＲＡＮＤＢＥＴＷＥＥＮ（１，３６５）”，
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共产生了２０组随机数，每一组都由２３个数组成，每一组数中重复的数都标

成了红色．

图３２１

在验证犿个人组成的人群中至少有一个人生日是指定日期的概率时，

可先随机指定一个不大于３６５的正整数，然后用类似的方法产生多个随机

数，并查找指定的数是否在产生的随机数中，最后计算比例．

模拟可下载课件 “生日悖论的模拟”作为参考．
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小张在进行投篮练习，共投了１０次，只考虑是否投中，那么不难知道，投篮结

果可以分成１１类：投中０次，投中１次，投中２次……投中１０次．而投中０次只有

１（即Ｃ０１０）种情况，投中１次有Ｃ
１
１０种情况，投中２次有Ｃ

２
１０种情况……投中１０次有

Ｃ
１０
１０种情况．因此，小张投篮１０次，结果共有

Ｃ
０
１０＋Ｃ

１
１０＋Ｃ

２
１０＋…＋Ｃ

１０
１０

种情况．那么上式的结果是多少呢？

利用本节我们要学习的二项式定理，可以快速地解答这个问题．

����M��)

我们知道

（犪＋犫）１＝犪＋犫，

（犪＋犫）２＝犪２＋２犪犫＋犫２，

而且

　（犪＋犫）
３

＝（犪＋犫）２（犪＋犫）

＝（犪２＋２犪犫＋犫２）（犪＋犫）

＝犪３＋犪２犫＋２犪２犫＋２犪犫２＋犫２犪＋犫３

＝犪３＋３犪２犫＋３犪犫２＋犫３．

容易看到，上述得到（犪＋犫）３的展开式的过程是烦琐的，如果要用这样

的方法去得到（犪＋犫）１０，（犪＋犫）２０等的展开式是很麻烦的．那么我们有没有

其他办法来得出（犪＋犫）３＝犪３＋３犪２犫＋３犪犫２＋犫３呢？
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从

（犪＋犫）３＝（犪＋犫）（犪＋犫）（犪＋犫）

出发，观察（犪＋犫）３＝犪３＋３犪２犫＋３犪犫２＋犫３中右边各项是如何形成的，由此总结出

一般规律．

注意到

（犪＋犫）３＝（犪＋犫）（犪＋犫）（犪＋犫），　　　　　　　 ①　　

而展开式中的任何一项都是在右边３个括号中各取一个字母相乘得到的 （例

如，第一个括号取犪，第二个取犫，第三个取犪，则得到犪２犫），因此展开式

中每一项都一定是３次项，即展开式中只能含有

犪３，犪２犫，　　　　　　　．

①式右边展开后有多少个犪
２犫呢？要得到犪２犫，①式右边的３个括号中，要

有１个取犫 （剩下的２个均取犪），因此共有Ｃ１３种取法，所以有Ｃ
１
３个犪

２犫．

同理可知，①式右边展开后有　　　　个犪犫
２
．

类似地，犪３可以看成①式右边的３个括号中取０个犫得到的结果，而

犫３可以看成①式右边的３个括号中取３个犫得到的结果，因此

（犪＋犫）３＝Ｃ０３犪
３
＋Ｃ

１
３犪
２犫＋Ｃ２３犪犫

２
＋Ｃ

３
３犫
３
．

用同样的方法可知

（犪＋犫）４＝Ｃ０４犪
４
＋Ｃ

１
４犪
３犫＋Ｃ２４犪

２犫２＋Ｃ３４犪犫
３
＋Ｃ

４
４犫
４
．

一般地，当狀是正整数时，有

（犪＋犫）狀＝Ｃ０狀犪
狀
＋Ｃ

１
狀犪
狀－１犫＋…＋Ｃ犽狀犪

狀－犽犫犽＋…＋Ｃ狀狀犫
狀
．

上述公式称为二项式定理，等式右边的式子称为（犪＋犫）狀 的展开式，它

共有狀＋１项，其中Ｃ犽狀犪
狀－犽犫犽是展开式中的第犽＋１项 （通常用犜犽＋１表示），

Ｃ
犽
狀称为第犽＋１项的二项式系数，我们将犜犽＋１＝Ｃ

犽
狀犪
狀－犽犫犽 称为二项展开式

的通项公式．

注意：通项公式犜犽＋１＝Ｃ
犽
狀犪
狀－犽犫犽 中，要求狀是正整数，犽是满足０≤

犽≤狀的自然数，以后不再声明．

���　　写出（２－狓）５的展开式．

 � 在二项式定理中令犪＝２，犫＝－狓，狀＝５，可得

（２－狓）５＝Ｃ０５２
５
＋Ｃ

１
５２
４（－狓）＋Ｃ２５２

３（－狓）２＋Ｃ３５２
２（－狓）３＋Ｃ４５２（－狓）

４
＋Ｃ

５
５（－狓）

５

＝３２－８０狓＋８０狓２－４０狓３＋１０狓４－狓５．

例１的展开式中，可以看出常数项是３２，狓的系数是－８０，注意到展

开式中第１项的二项式系数是Ｃ
０
５＝１，第２项的二项式系数为Ｃ

１
５＝５，由此



３２　　　 第三章　排列、组合与二项式定理

可知展开式中某一项的系数与二项式系数，一般情况下并不相等．

���　　求狓－
１

狓（ ）
９

的展开式中含狓３的项．

 � 因为狓－
１

狓（ ）
９

＝狓＋（－狓－１）［ ］９，所以展开式中的第犽＋１项为

犜犽＋１＝Ｃ
犽
９狓
９－犽
－狓－１（ ）犽＝（－１）犽Ｃ犽９狓

９－犽－犽
＝（－１）犽Ｃ犽９狓

９－２犽
．

要使此项含狓３，必须有９－２犽＝３，从而有犽＝３，因此含狓３的项为

犜４＝（－１）
３
Ｃ
３
９狓
３
＝　　　　　　　．

���　　求２槡狓＋
１

槡狓
（ ）

６

的展开式中常数项的值和对应的二项式系数．

 � 因为２槡狓＋
１

槡狓
（ ）

６

＝２狓
１

２＋狓
－
１

２（ ）６，所以展开式中的第犽＋１项为

犜犽＋１＝Ｃ
犽
６２狓

１

２（ ）６－犽狓
－
１

２（ ）犽＝Ｃ
犽
６２
６－犽狓

６－犽
２ －

犽
２＝Ｃ

犽
６２
６－犽狓３－犽．

要得到常数项，必须有３－犽＝０，从而有犽＝３，因此常数项是第４项，且

犜４＝Ｃ
３
６２
６－３狓３－３＝１６０．

从而可知常数项的值为１６０，其对应的二项式系数为Ｃ３６＝２０．

����M�2�+�B

�A��(

在二项式定理中，分别令犪，犫为以下特殊值，写出所得到的等式：

（１）犪＝犫＝１；

（２）犪＝１，犫＝－１．

在二项式定理中，如果令犪＝犫＝１，则有

２
狀
＝Ｃ

０
狀＋Ｃ

１
狀＋…＋Ｃ

犽
狀＋…＋Ｃ

狀－１
狀 ＋Ｃ

狀
狀；

如果令犪＝１，犫＝－１，则有

０＝Ｃ
０
狀－Ｃ

１
狀＋Ｃ

２
狀－Ｃ

３
狀＋Ｃ

４
狀－Ｃ

５
狀＋…，

也就是说

Ｃ
０
狀＋Ｃ

２
狀＋Ｃ

４
狀＋…＝Ｃ

１
狀＋Ｃ

３
狀＋Ｃ

５
狀＋…．

由此可知，本节一开始的情境与问题中，

Ｃ
０
１０＋Ｃ

１
１０＋Ｃ

２
１０＋…＋Ｃ

１０
１０＝　　　　　　　．

���　　已知 （狓２－１）狀 的展开式中，所有的二项式系数之和为１０２４，

求展开式中含狓６的项．

 � 依题意可知２
狀
＝１０２４，因此狀＝１０．
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　　从而可知展开式的通项为

犜犽＋１＝Ｃ
犽
１０狓

２（ ）１０－犽（－１）犽＝（－１）犽Ｃ犽１０狓
２０－２犽，

要使此项含狓６，必须有２０－２犽＝６，从而有犽＝７，因此含狓６的项为

犜８＝（－１）
７
Ｃ
７
１０狓

６
＝－Ｃ

３
１０狓

６
＝－１２０狓６．

����D�>

因为（犪＋犫）０＝１，所以可以把狀＝０对应的二项式系数看成是１．把狀＝

０，１，２，３，４，５，６对应的二项式系数逐个写出，并排成数表的形式．

2( )a b+ 1 2 1………… ……

3( )a b+ 1 3 3 1………… …

4( )a b+ 1 4 6 14…………

5( )a b+ 1 5 10 5 110………

6( )a b+ 1 6 15 15 6 120……

1( )a b+ 1 1………… ………

0( )a b+ 1………… …………

　

图３３１

我国古代数学家贾宪 （北宋人）在１０５０年前后就给出了类似的数表，

并利用数表进行高次开方运算，如图３３１所示，这一成果在南宋数学家杨

辉著的 《详解九章算法》中得到摘录．因此，这一数表在我国称为 “贾宪三

角”或 “杨辉三角”．西方文献中，一般称其为 “帕斯卡三角”，这些文献认

为类似的数表是数学家帕斯卡于１６５４年发现的．

�A��(

观察杨辉三角中的数，尽可能多地总结其中的规律，并用二项式系数的性质加

以说明．

杨辉三角至少具有以下性质：

（１）每一行都是对称的，且两端的数都是１；

（２）从第三行起，不在两端的任意一个数，都等于上一行中与这个数相

邻的两数之和．

另外，观察杨辉三角，还可以发现对于给定的狀来说，其二项式系数满

足中间大、两边小的特点．这一结论是否具有普遍性呢？
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假设Ｃ
犽＋１
狀 ＞Ｃ

犽
狀，则

狀！

（狀－犽－１）！（犽＋１）！
＞

狀！

（狀－犽）！犽！
，

化简可得
１

犽＋１
＞
１

狀－犽
，从而有犽＜　　　　　　　．

利用二项式系数的对称性可知，二项式系数

Ｃ
０
狀，Ｃ

１
狀，Ｃ

２
狀，…，Ｃ

狀－２
狀 ，Ｃ狀－１狀 ，Ｃ狀狀，

是先逐渐变大，再逐渐变小的，当狀是偶数时，中间一项的二项式系数最

大，当狀是奇数时，中间两项的二项式系数相等且最大．

����M��)+�*

���　　求证：９９９８－１能被１００整除．

 �� 因为９９
９８
－１＝（１００－１）９８－１，由二项式定理可知

（１００－１）９８＝Ｃ０９８１００
９８
＋Ｃ

１
９８１００

９７（－１）＋Ｃ２９８１００
９６（－１）２＋…＋

Ｃ
９６
９８１００

２（－１）９６＋Ｃ９７９８１００（－１）
９７
＋Ｃ

９８
９８（－１）

９８，

注意到上述右边的展开式中，前面９８项都是１００的倍数，最后一项为１，

由此可知９９
９８
－１能被１００整除．

���　　当狀是正整数且狓＞０时，求证：（１＋狓）狀≥１＋狀狓．

 �� 由二项式定理可知

（１＋狓）狀＝Ｃ０狀＋Ｃ
１
狀狓＋Ｃ

２
狀狓
２
＋…＋Ｃ狀－１狀 狓

狀－１
＋Ｃ

狀
狀狓
狀

＝１＋狀狓＋Ｃ２狀狓
２
＋…＋Ｃ狀－１狀 狓

狀－１
＋Ｃ

狀
狀狓
狀，

因为狓＞０，所以上式右边的项都是正数，从而可知 （１＋狓）狀≥１＋狀狓．

例６的结论可以用在近似计算中．例如，假设某地区现有人

口１００万，且人口的年平均增长率为１．２％，那么６年后该地区的

人口应为１００（１＋１．２％）６，直接计算这个数并不容易，但是利用

例６的结果可知

１００（１＋１．２％）６≥１００（１＋６×１．２％）＝１０７．２，

注意到（１．２％）狀 在狀≥２时都是很小的数，因此，如果我们认为

１００（１＋１．２％）６≈１０７．２的话，近似程度应该是比较好的．实际

上，１００（１＋１．２％）６保留６位有效数字的近似值是１０７．４１９．

�����"

? 已知小张练习了３次投篮，如果用１代表投中，０代表未投中，００１代表前两

次未投中，第三次投中．试写出小张所有可能的投篮结果，并说出共有多少种

不借助计算器

等工具，你能给出

１００（１＋１．２％）６的

比１０７．２更精确的

近似值吗？
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　 可能．

? 求狓＋
１

狓（ ）
９

的展开式中狓３的系数．

? 指出下列各式的展开式中，二项式系数最大的分别是哪一项：

（１）（犪＋犫）７；　　　　　　　　 （２）（２＋狓）
１６
．

? 化简１＋槡狓（ ）５＋１－槡狓（ ）５．

? 用二项式定理证明１０１１０－１能被１０整除．

? 求下列各式的值：

（１）Ｃ１６＋Ｃ
２
６＋Ｃ

３
６＋Ｃ

４
６＋Ｃ

５
６；　　 （２）Ｃ

１
１１＋Ｃ

３
１１＋Ｃ

５
１１＋Ｃ

７
１１＋Ｃ

９
１１＋Ｃ

１１
１１．

�����#

? 求１－狓（ ）１３的展开式中含狓的奇数次项的系数之和．

? 已知１＋狓（ ）狀的展开式中，第４项和第６项的系数相等，求这个展开式所有二

项式系数之和．

? 写出狓－
２

槡狓
（ ）

６

的展开式．

? 已知
１
３
槡狓
－
１
５

狓槡２（ ）
狀

的展开式中，所有奇数项的系数和等于１０２４，求展开式中

二项式系数最大的项．

? 求（犪
１

３犫
－
１

６＋犪
－
１

６犫
１

４）１１的展开式中犪和犫的指数相等的项．

? 求（１＋犪）（１＋犫）２（１＋犮）３的展开式中各项系数的和．

? 求（１＋狓）（２－狓）６的展开式中的常数项和含狓的项．

�����$

1
1

1
2

1
2

1
3

1
6

1
3

1
4

1
4

1
5

1
30

1
5

1
20

1
6

1
6

1
20

1
12

1
12

1
30

1
30

1
60

1
60

（第１题）

? 将杨辉三角中的每一个数Ｃ狉狀 都换成分数

１

（狀＋１）Ｃ狉狀
，可得到一个如图所示的分数三

角形，称为 “莱布尼茨三角形”，从莱布尼

茨三角形可看出，存在狓使得

１

（狀＋１）Ｃ狉狀
＋

１

（狀＋１）Ｃ狓狀
＝
１

狀Ｃ狉狀－１
，

求狓的值．

? 设 ３狓－１（ ）８＝犪８狓
８
＋犪７狓

７
＋…＋犪１狓＋



３６　　　 第三章　排列、组合与二项式定理

犪０，求：

（１）犪８＋犪７＋…＋犪１；

（２）犪８－犪７＋犪６－犪５＋犪４－犪３＋犪２－犪１＋犪０；

（３）犪８＋犪６＋犪４＋犪２＋犪０．

? 求（２＋狓－狓２）６的展开式中含狓的项和含狓３的项．

? 当狀是大于１的正整数且狓＞０时，求证：（１＋狓）
狀
≥１＋狀狓＋

狀（狀－１）

２
狓２．

犪犫
２，犫３　　 Ｃ

２
３　　 －８４狓３　　２

１０
＝１０２４　　

狀－１

２
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本章我们学习了排列组合的有关知识，如果以本章所涉及的数学式子为基础，

可以作出如下的知识结构图．

1 2 nN m m m= + + +

1 2 nN m m m= × × ×

A ( 1) [ ( 1)] !C
A ( 1) 2 1 ( )! !

m
m n
n m

m

n n n m n
m m n m m

− − −
= = =

× − × × × −

C Cm n m
n n

−=

0 1 1( ) C C C Cn n n k n k k n n
n n n na b a a b a b b− −+ = + + + + +

0 1 12 C C C C Cn k n n
n n n n n

−= + + + + + +

0 2 4 1 3 5C C C C C Cn n n n n n+ + + = + + +�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

!A ( 1)( 2) [ ( 1)]
( )!

m
n

nn n n n m
n m

= − − − − =
−

请充分运用自己的想象力和创造力，为本章知识设计一份独特的、专属于自己

的知识结构图吧！设计好之后与同学分享，并交流学习完本章后的所得和所思．

������

通过书籍或者互联网查找有关数学史材料，了解贾宪用 “杨辉三角”进行高次

开方的方法，并给出实例进行说明．将有关材料整理成小论文，然后与其他同学进

行交流．
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犃组

１某学生要从５门选修课中选择３门，从４个课外活动小组中选择１个，则其

有多少种不同的选择方法？

２要安排６位同学表演文艺节目的顺序，要求甲既不能第一个出场，也不能最

后一个出场，则共有多少种不同的安排方法？

３ “回文数”是指从左到右读与从右到左读都一样的正整数．如２２，１２１，

３４４３，９４２４９等．显然，２位数的回文数有９个，即１１，２２，３３，…，９９；３位数

的回文数有９０个：１０１，１１１，１２１，…，１９１，２０２，…，９９９．求：

（１）４位数的回文数个数；

（２）２狀＋１位数的回文数个数 （其中狀为正整数）．

４将３名医生和６名护士分配到３所学校为学生体检，每校分配１名医生和２

名护士，共有多少种不同的分配方案？

５某小组有３名女生、４名男生，从中选出３名代表，要求女生与男生都至少

要有一名，共有多少种不同的选法？

６已知３０件产品中有２７件合格品，３件次品，从中抽取５件进行检查：

（１）都是合格品的抽法有多少种？

（２）恰好有２件次品的抽法有多少种？

（３）至少有２件次品的抽法有多少种？

７从１０名学生中选出３人担任课代表，则甲、乙两人中至少有１人入选，而

丙没有入选的不同选法共有多少种？

８在一个小组中有８名女同学和４名男同学，从中挑选两名同学担任交通安全

宣传志愿者，那么：

（１）选到的两名同学都是女同学的选法有多少种？

（２）选到的两名同学至少有一名女同学的选法有多少种？

９求９狓－
１

３槡狓
（ ）

１８

的展开式中的常数项，并说明它是展开式中的第几项．

１０已知犪是实常数，且２狓＋
犪

狓（ ）
７

的展开式中
１

狓３
的系数是８４，求犪的值．

１１设ｉ为虚数单位，求 （槡２－ｉ）
７
的实部．

１２已知 槡狓＋
３
３
槡狓

（ ）
狀

的展开式中，各项系数的和与其各项二项式系数的和之比

为６４，求正整数狀的值．
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犅组

１某４位同学排成一排准备照相时，又来了２位同学要加入，如果保持原来４

位同学的相对顺序不变，则不同的加入方法有多少种？

２有５个身高均不相等的学生要排成一排合影留念，最高的人站在中间，从中

间到左边和从中间到右边身高都递减，则不同的排法共有多少种？

３某赛季足球比赛的计分规则是：胜一场，得３分；平一场，得１分；负一场，

得０分．一球队打完１５场比赛后，积３３分，若不考虑顺序，该队胜、负、平的情况

共有多少种？

４书架上有４本不同的数学书，５本不同的物理书，３本不同的化学书，将这些

书全部竖起排成一排：

（１）如果同类书不能分开，一共有多少种不同的排法？

（２）如果要使任意两本物理书都不相邻，一共有多少种不同的排法？

５ （１）已知
１

Ｃ
狀
５

－
１

Ｃ
狀
６

＝
７

１０Ｃ
狀
７

，求Ｃ狀８；

（２）已知
Ｃ
犿－１
狀

２
＝
Ｃ
犿
狀

３
＝
Ｃ
犿＋１
狀

４
，求狀，犿．

６设

１－２狓（ ）９＝犪０＋犪１狓＋犪２狓
２
＋…＋犪９狓

９，

求｜犪０｜＋｜犪１｜＋｜犪２｜＋…＋｜犪９｜．

７已知

（狓２＋１）（２狓＋１）９＝犪０＋犪１（狓＋２）＋犪２（狓＋２）
２
＋…＋犪１１（狓＋２）

１１，

求犪０＋犪１＋犪２＋…＋犪１１的值．

８已知

（１－狓）５＝犪０＋犪１狓＋犪２狓
２
＋犪３狓

３
＋犪４狓

４
＋犪５狓

５，

求（犪０＋犪２＋犪４）（犪１＋犪３＋犪５）的值．

９在 （槡２＋
４
槡３）

５０
的展开式中，有多少个有理项？

１０求｜狓｜＋
１

狓
－２（ ）

３

的展开式中的常数项．

１１求（１＋狓＋狓２）（１－狓）１０的展开式中狓４的系数．

１２求（１－２狓）５（１＋３狓）４的展开式中，按狓的升幂排列的前三项．

犆组

１如图所示，有些共享单车的密码锁是由４个数字组成的，你认为共享单车的
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密码锁能设置成由３个数字组成吗？５个数字呢？为什么？

（第１题）

２把６张座位编号为１，２，３，４，５，６的电影票全部分给４个人，每人至少

分１张，至多分２张，且这２张票具有连续的编号，那么不同的分法共有多少种？

３设狀是正整数，化简Ｃ１狀＋Ｃ
２
狀６＋Ｃ

３
狀６
２
＋…＋Ｃ狀狀６

狀－１
．

４求（１＋狓）３＋（１＋狓）４＋（１＋狓）５＋…＋（１＋狓）１９＋（１＋狓）２０的展开式中含狓３

的项．

５过三棱柱任意两个顶点的直线共１５条，其中异面直线有多少对？

６将犪，犫，犮填入３×３的方格中，要求每行、每列都没有重复的字母，则不

同的填写方法共有多少种？

７某人有３种颜色的灯泡 （每种颜色的灯泡足够多），要在如图所示的６个点

犃，犅，犆，犃１，犅１，犆１上各安装一个灯泡，要求同一条线段两端的灯泡颜色不

同，则不同的安装方法共有多少种？

A

B

C

1A

B

C

1

1

（第７题）
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我们前面已经学过一些概率与统计的知识，对现实世界中随机现

象的不确定性有了初步的了解．例如，我们已经知道，事件的概率是

一个数，它描述了事件发生的可能性大小；通过古典概型与用频率估

计概率，可以得到一些事件发生的概率；等等．但是，如果要解决一

些更复杂的问题，我们还需要进一步学习概率统计的知识．

例如，按照先后顺序抽奖 （或抽签）在我们日常生活中很常见，

但经常有人会提出疑问：如果只有一个特等奖，而恰巧特等奖被第一

个人抽到了的话，那么后面抽奖的人就不可能抽到特等奖了，这是不

是意味着，先抽奖的人抽到特等奖的概率更大一些？

再例如，通过必修课程中的知识我们已经能够算出，如果做某件

事，每次成功的概率只有０．１，那么只要尝试２２次，就能保证至少

成功一次的概率不小于９０％．在同样的情境以及同样是尝试２２次的

前提下，恰好成功１次的概率与恰好成功２次的概率应该怎样计算

呢？恰好成功多少次的概率最大呢？

又例如，在新闻报道中，现在时常都可以见到 “相关系数”这个

词，如图所示是 《人民日报》２０１６年１月２７日一篇报道的截图，你

知道其中的 “相关系数”的准确含义吗？

另外，我们还经常会听

到 “英语学习，女生比男生

更擅长”之类的说法．怎样

通过统计数据来判断这些说

法是否有道理？

学完本章之后，类似的

问题都能解答．
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4.1.1 ��
�

	����

金融界的人经常需要计算不同投资环境下获利的概率，因此金融投资公司在招聘

新员工时，通常会考查应聘人员计算概率的能力．以下是某金融投资公司的一道笔试

题，你会做吗？

从生物学中我们知道，生男、生女的概率基本是相等的，都可以近似地认为是

１

２
．如果某个家庭中先后生了两个小孩：

（１）当已知较大的小孩是女孩的条件下，较小的小孩是男孩的概率为多少？

（２）当已知两个小孩中有女孩的条件下，两个小孩中有男孩的概率为多少？

情境与问题中的两个概率，直觉上大家可能会觉得答案都是
１

２
．但是，

第 （２）个问题的答案并不是
１

２
，这可能会出乎某些同学的意料！学完本小

节的条件概率之后，对此我们就可以有一个比较透彻的理解了．

�A��(

已知某班级中，有女生１６人，男生１４人，而且女生中喜欢长跑的有１０人，

男生中喜欢长跑的有８人．现从这个班级中随机抽出一名学生：

（１）求所抽到的学生喜欢长跑的概率；

（２）若已知抽到的是男生，求所抽到的学生喜欢长跑的概率．

可以看出，尝试与发现中的这两个问题可以借助古典概型来处理，其中

样本空间Ω是由班级中所有学生组成的集合，共包含１４＋１６＝３０个样本

点．设事件 “所抽到的学生喜欢长跑”对应的集合是犃，则犃是由所有喜欢

长跑的人组成的，其中包含１０＋８＝１８个样本点；设事件 “抽到的是男生”



４４　　　 第四章　概率与统计

对应的集合是犅，则犅包含１４个样本点．

问题 （１）中，可以看出所求概率为

犘（犃）＝　　　　　．

问题 （２）中，因为已知事件犅发生了，也就是相当于是从男生中任意

抽取了一人．此时要使得事件犃发生，必须抽取犃犅（即犃∩犅）中的样本点，

因此所求概率应该是
８

１４
＝
４

７
．这里的

４

７
称为已知事件犅发生的条件下事件犃

发生的概率，记作犘（犃｜犅），即

犘（犃｜犅）＝
４

７
．

这样的概率称为条件概率．

�A��(

观察上述犃与犅之间的关系，试探讨怎样才能求出犘（犃｜犅）．

可以看出，上述犘（犃｜犅）可以用犘（犃∩犅）与犘（犅）表示出来，即

犘（犃｜犅）＝　　　　　　．

一般地，当事件犅发生的概率大于０（即犘（犅）＞０）时，已知事件犅

发生的条件下事件犃发生的概率，称为条件概率，记作犘（犃｜犅），而且

　图４１１

犘（犃｜犅）＝
犘（犃∩犅）

犘（犅）
①．

条件概率可以借助图４１１来理解．需要注意

的是，犘（犃｜犅）与犘（犅｜犃）的意义不一样，一

般情况下，它们也不相等．

���　　掷红、蓝两个均匀的骰子，设

犃：蓝色骰子的点数为５或６；

犅：两骰子的点数之和大于７．

求已知事件犃发生的条件下事件犅发生的概率犘（犅｜犃）．

 � 用数对（狓，狔）来表示抛掷结果，其中狓表示红色骰子的点数，狔

表示蓝色骰子的点数，则样本空间可记为

Ω＝ （狓，狔）｜狓，狔＝１，２，３，４，５，６｛ ｝，

而且样本空间可用图４１２直观表示，图中每一个点代表一个样本点．样

本空间中，共包含３６个样本点．

不难看出，犃包含的样本点即图４１２中绿色矩形框中的点，共１２

① 如不特别声明，以后谈到类似犘（犃｜犅）等条件概率时，总是默认犘（犅）＞０．
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个，因此

犘（犃）＝
１２

３６
＝
１

３
；

犅包含的样本点即图４１２中紫色三角框中的点，犅∩犃 共包含９个样本

点，从而

1 52 63 4

1

5

2

6

3

4

O x

y

　图４１２

犘（犅∩犃）＝
９

３６
＝
１

４
．

因此

犘（犅｜犃）＝
犘（犅∩犃）

犘（犃）
＝　　　．

例１中的犘（犅｜犃），也可以通

过犃中的样本点个数１２与犅∩犃中

的样本点个数９直接得到，即

犘（犅｜犃）＝
９

１２
＝
３

４
．

注意到犘（犅）＝
５

１２
≠
３

４
，这说明

事件犃的发生影响了事件犅发生的概率．

另外，从必修内容中我们已经知道，两个事件犃 与犅独立的充要条件

是犘（犃∩犅）＝犘（犃）犘（犅），其直观理解是，事件犃是否发生不会影响事件

犅发生的概率，事件犅是否发生也不会影响事件犃 发生的概率．从例１可

以看出，事件的独立性与条件概率有着紧密的联系，我们将在４．１．３中详细

讨论这两者之间的关系．

���　　已知春季里，每天甲、乙两地下雨的概率分别为２０％与１８％，

且两地同时下雨的概率为１２％．求春季的一天里：

（１）已知甲地下雨的条件下，乙地也下雨的概率；

（２）已知乙地下雨的条件下，甲地也下雨的概率．

 � 记犃：甲地下雨，犅：乙地下雨，则由已知可得

犘（犃）＝２０％，犘（犅）＝１８％，犘（犃∩犅）＝１２％．

（１）需要求的是犘（犅｜犃），因此

犘（犅｜犃）＝
犘（犅∩犃）

犘（犃）
＝
犘（犃∩犅）

犘（犃）
＝
１２％

２０％
＝
３

５
．

（２）需要求的是犘（犃｜犅），因此

犘（犃｜犅）＝
犘（犃∩犅）

犘（犅）
＝　　　　．

���　　已知某地区内狗的寿命超过１５岁的概率为０．８，超过２０岁的概

率为０．２．那么该地区内，一只寿命超过１５岁的狗，寿命能超过２０岁的
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概率为多少？

 � 设犃：狗的寿命超过１５岁，犅：狗的寿命超过２０岁，则所要求的

就是犘（犅｜犃）．

依题意有犘（犃）＝０．８，犘（犅）＝０．２．又因为犅犃，所以犅∩犃＝犅，

从而

犘（犅∩犃）＝犘（犅）＝０．２，

因此

犘（犅｜犃）＝
犘（犅∩犃）

犘（犃）
＝　　　　．

前面的情境与问题中，如果用（Ｆ，Ｍ）表示较大的小孩是女孩，较小的

小孩是男孩，则样本空间可以表示为

Ω＝｛（Ｆ，Ｍ），（Ｆ，Ｆ），（Ｍ，Ｆ），（Ｍ，Ｍ）｝．

则 “较大的小孩是女孩”对应的是犃＝｛（Ｆ，Ｍ），（Ｆ，Ｆ）｝，“较小的

小孩是男孩”对应的是犅＝｛（Ｆ，Ｍ），（Ｍ，Ｍ）｝，从而 “已知较大的小孩

是女孩的条件下，较小的小孩是男孩”的概率为

犘（犅｜犃）＝
犘（犅∩犃）

犘（犃）
＝
１

２
．

而 “两个小孩中有女孩”对应的是犆＝｛（Ｆ，Ｍ），（Ｆ，Ｆ），（Ｍ，Ｆ）｝，

“两个小孩中有男孩”对应的是犇＝｛（Ｆ，Ｍ），（Ｍ，Ｆ），（Ｍ，Ｍ）｝，从而

“已知两个小孩中有女孩的条件下，两个小孩中有男孩”的概率为

犘（犇｜犆）＝
犘（犇∩犆）

犘（犆）
＝
２

３
．

假设犃，犅，犆都是事件，且犘（犃）＞０．根据条件概率的定义，探索条件概率

是否满足下列性质：

（１）０≤犘（犅｜犃）≤１；

（２）犘（犃｜犃）＝１；

（３）如果犅与犆互斥，则犘（（犅∪犆）｜犃）＝犘（犅｜犃）＋犘（犆｜犃）．

��"

? 已知犘（犃）＝０．５，犘（犅）＝０．３，犘（犅∩犃）＝０．１，求：

（１）犘（犅｜犃）；　　　　　　　 （２）犘（犃｜犅）．

? 某同学算出条件概率犘（犅｜犃）＝１．６，这可能吗？
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��#

? 盒子里有２５个形状、大小、质地相同的球，其中有１０个白色的，５个黄色的，

１０个黑色的．从盒子中任意取出一个球，已知这个球不是黑球，求取出的球是

黄球的概率．

? 已知一种节能灯使用寿命超过１００００ｈ的概率为０．９５，而使用寿命超过１２０００ｈ

的概率为０．９．则已经使用了１００００ｈ的这种节能灯，使用寿命能超过１２０００ｈ的

概率为多少？

? 举出犘（犃）＞０而且犘（犅｜犃）＝０的实例．

? 利用犘（犅｜犃）＝
犘（犅∩犃）

犘（犃）
证明０≤犘（犅｜犃）≤１．

? 已知犘（犅｜犃）＝０．６，求犘（珚犅｜犃）的值．

? 已知某班级中，有女生１５人，男生１７人，而且女生中不戴眼镜的有６人，男

生中戴眼镜的有５人．现从这个班级中随机抽出一名学生：

（１）求所抽到的学生戴眼镜的概率；

（２）若已知抽到的是女生，求所抽到的学生戴眼镜的概率．

? 抛一枚均匀的硬币两次，记犃：第一次出现正面，犅：第二次出现正面，

求犘（犅｜犃）．

? 掷红、蓝两个均匀的骰子，设犃：蓝色骰子的点数为１或２，犅：两骰子的点数

之和小于５，求犘（犅｜犃）与犘（犃｜犅）．


１８

３０
＝
３

５
　　

犘（犃∩犅）

犘（犅）
　　

１

４

１

３

＝
３

４
　　

１２％

１８％
＝
２

３
　　

０．２

０．８
＝０．２５
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4.1.2 ���	��
��	

	����

学校的 “我为祖国献计献策”演讲比赛共有２０名同学参加，学校决定让参赛选

手通过抽签决定出场顺序．不过，张明对抽签的公平性提出了质疑，他的理由是，如

果第一个人抽的出场顺序是１号，那么其他人就抽不到１号了，所以每个人抽到１号

的概率不一样．张明的想法正确吗？特别地，第一个抽签的人抽到１号的概率与第二

个抽签的人抽到１号的概率是否相等？为什么？

抽签的公平性如果仅仅从直观上来理解的话，可能并不容易说清楚，但

这可利用本节我们要学习的全概率公式来解释．

����"��
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（１）在犘（犅｜犃），犘（犅犃）（即犘（犅∩犃），下同），犘（犃）这三者中，如果已

知犘（犃）与犘（犅｜犃），能不能求出犘（犅犃）？

（２）某人翻开电话本给自己的一位朋友打电话时，发现电话号码的最后一位数

字变得模糊不清了，因此决定随机拨号进行尝试．你能用 （１）中所得的结论，得

出此人尝试两次但都拨不对电话号码的概率吗？

由条件概率的计算公式犘（犅｜犃）＝
犘（犅犃）

犘（犃）
可知，

犘（犅犃）＝犘（犃）犘（犅｜犃），

这就是说，根据事件犃发生的概率，以及已知事件犃发生的条件下事件犅

发生的概率，可以求出犃 与犅同时发生的概率．一般地，这个结论称为乘

法公式．

例如，对于尝试与发现中的 （２）来说，如果设犃表示第一次没有拨

对，犅表示第二次没有拨对．则犘（犃）是容易求出的：总共有１０种可能，

拨不对电话号码的情况有９种，因此犘（犃）＝
９

１０
．犘（犅｜犃）也是容易算出
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来的：如果第一次拨不对，那么第二次会从第一次尝试的数以外的数中随

机选取一个进行尝试，总共有９种可能，拨不对电话号码的情况有８种，

因此犘（犅｜犃）＝
８

９
．从而根据乘法公式可知，两次都拨不对电话号码的概

率为

犘（犅犃）＝犘（犃）犘（犅｜犃）＝
９

１０
×
８

９
＝
４

５
．

值得注意的是，尝试与发现中的 （２）也可以借助排列组合来

解：问题可转化为 “用１０个数字排成数字不重复的２位数，求某

个特定数字不出现的概率”，因为总共有Ａ２１０种排法，特定数字不

出现的排法有Ａ
２
９种，因此所求概率是

Ａ
２
９

Ａ
２
１０

＝
９×８

１０×９
＝
４

５
．

���　　已知某品牌的手机从１ｍ高的地方掉落时，屏幕第一次未碎掉的

概率为０．５，当第一次未碎掉时第二次也未碎掉的概率为０．３．试求这样

的手机从１ｍ高的地方掉落两次后屏幕仍未碎掉的概率．

 � 设犃犻表示第犻次掉落手机屏幕没有碎掉，犻＝１，２，则由已知可

得犘（犃１）＝０．５，犘（犃２｜犃１）＝０．３，因此由乘法公式可得

犘（犃２犃１）＝犘（犃１）犘（犃２｜犃１）＝０．５×０．３＝０．１５．

即这样的手机从１ｍ 高的地方掉落两次后屏幕仍未碎掉的概率

为０．１５．

���　　在某次抽奖活动中，在甲、乙两人先后进行抽奖前，还有５０张

奖券，其中共有５张写有 “中奖”字样．假设抽完的奖券不放回，甲抽完

之后乙再抽，求：

（１）甲中奖而且乙也中奖的概率；

（２）甲没中奖而且乙中奖的概率．

 � 设犃表示甲中奖，犅表示乙中奖，则

犘（犃）＝
５

５０
＝
１

１０
．

（１）因为抽完的奖券不放回，所以甲中奖后乙抽奖时，有４９张奖券且

其中只有４张写有 “中奖”字样，此时乙中奖的概率为犘（犅｜犃）＝
４

４９
．

根据乘法公式可知，甲中奖且乙也中奖的概率为

犘（犅犃）＝犘（犃）犘（犅｜犃）

＝
１

１０
×
４

４９
＝
２

２４５
．

比较尝试与发

现中问题 （２）的

两种解法，思考：

什么情况下利用乘

法公式会有优势？
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（２）因为犘（犃）＋犘（珡犃）＝１，所以

犘（珡犃）＝　　　　　．

因为抽完的奖券不放回，所以甲没中奖后乙抽奖时，还有４９张奖券

且其中还有５张写有 “中奖”字样，此时乙中奖的概率为犘（犅｜珡犃）＝

　　　　　．　

根据乘法公式可知，甲没中奖而且乙中奖的概率为

犘（犅珡犃）＝犘（珡犃）犘（犅｜珡犃）

＝　　　　　．

例２也可用排列组合的知识求解，请读者自行尝试．

假设犃犻表示事件，犻＝１，２，３，且犘（犃１）＞０，犘（犃１犃２）＞０．证明

犘（犃１犃２犃３）＝犘（犃１）犘（犃２｜犃１）犘（犃３｜犃１犃２）

一定成立，其中犘（犃３｜犃１犃２）表示已知犃１ 与犃２ 都发生时犃３ 发生的概率，而

犘（犃１犃２犃３）表示犃１，犃２，犃３同时发生的概率．并通过具体实例来理解上式．

�����(��
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（１）在例２中，如果想求乙中奖的概率犘（犅），该怎样计算？

（２）一般地，如果已知犘（犅犃）与犘（犅珡犃），能否求出犘（犅）？如果已知

犘（犅｜犃），犘（犃），犘（犅｜珡犃），犘（珡犃），能否求出犘（犅）？

在例２中，乙中奖可以分为两种情况：甲中奖且乙中奖，甲没中奖且乙

中奖，即犅＝犅犃＋犅珡犃．这两种情况是不能同时发生的 （即是互斥的），因

此由互斥事件概率的加法公式可得

犘（犅）＝犘（犅犃＋犅珡犃）＝犘（犅犃）＋犘（犅珡犃）＝
２

２４５
＋
９

９８
＝
１

１０
．

BABA

　图４１３

一般地，如果样本空间为Ω，而犃，犅 为

事件，则犅犃与犅珡犃是互斥的，且

犅＝犅Ω＝犅（犃＋珡犃）＝犅犃＋犅珡犃，

如图４１３所示，从而

犘（犅）＝犘（犅犃＋犅珡犃）＝犘（犅犃）＋犘（犅珡犃）．

更进一步，当犘（犃）＞０且犘（珡犃）＞０时，因为
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由乘法公式有

犘（犅犃）＝犘（犃）犘（犅｜犃），犘（犅珡犃）＝犘（珡犃）犘（犅｜珡犃），

所以

犘（犅）＝犘（犃）犘（犅｜犃）＋犘（珡犃）犘（犅｜珡犃）．

这称为全概率公式．

���　　某次社会实践活动中，甲、乙两个班的同学共同在一个社区进行

民意调查．参加活动的甲、乙两班的人数之比为５!３，其中甲班中女生占

３

５
，乙班中女生占

１

３
．求该社区居民遇到一位进行民意调查的同学恰好是

女生的概率．

�A��(

用适当的符号表示例３中的已知条件，并思考解题的方法．

 � 如果用犃与珡犃 分别表示居民所遇到的一位同学是甲班的与乙班

的，犅表示是女生．则根据已知，有

犘（犃）＝
５

５＋３
＝
５

８
，犘（珡犃）＝　　　　，

而且

犘（犅｜犃）＝
３

５
，犘（犅｜珡犃）＝

１

３
．

题目所要求的是犘（犅）．

由全概率公式可知

犘（犅）＝犘（犃）犘（犅｜犃）＋犘（珡犃）犘（犅｜珡犃）＝
５

８
×
３

５
＋
３

８
×
１

３
＝
１

２
．

例３也可以这样来理解：假设参加活动的甲班人数为５狀，则乙班人数

为３狀，而且甲班中有女生３狀人，乙班中有女生狀人．从而可知参加活动的

总共有５狀＋３狀＝８狀人，而女生有３狀＋狀＝４狀人，因此所求概率为
４狀

８狀
＝
１

２
．

在上述记号下，我们还可以利用

犘（珚犅）＝犘（犃）犘（珚犅｜犃）＋犘（珡犃）犘（珚犅｜珡犃）

来得到该社区居民遇到一位进行民意调查的同学恰好是男生的概率．例３中

的信息可借助如图４１４所示的树形图来理解．
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( )P A

( | )P B A

( )P A

( | )P B A

( | )P B A

( | )P B A

( ) ( ) ( | )P BA P A P B A=

( ) ( ) ( | )P BA P A P B A=

( ) ( ) ( | )P BA P A P B A=

( ) ( ) ( | )P BA P A P B A=

　图４１４

利用全概率公式，可以解决情境与问题中的抽签问题．如果设犃犻表示

第犻个人抽到１号，犻＝１，２．则可以看出

犘（犃１）＝
１

２０
，犘（珡犃１）＝

１９

２０
．

如果第一个人抽到１号，那么第二个人抽到１号的概率为０，即

犘（犃２｜犃１）＝０；如果第一个人抽到的不是１号，那么第二个人抽到１号的概

率为
１

１９
，即犘（犃２｜珚犃１）＝

１

１９
．因此

犘（犃２）＝犘（犃１）犘（犃２｜犃１）＋犘（珡犃１）犘（犃２｜珡犃１）＝
１

２０
×０＋

１９

２０
×
１

１９
＝
１

２０
．

这就是说犘（犃１）＝犘（犃２）．因此抽签是公平的．

前面提到的全概率公式，本质上是将样本空间分成互斥的两部分 （即犃

与珡犃）后得到的．不难想到，可以将样本空间分成更多互斥的部分，从而得

到如下更一般的结论．

定理１　 若样本空间Ω中的事件犃１，犃２，…，犃狀满足：

（１）任意两个事件均互斥，即犃犻犃犼＝，犻，犼＝１，２，…，狀，犻≠犼；

（２）犃１＋犃２＋…＋犃狀＝Ω；

（３）犘（犃犻）＞０，犻＝１，２，…，狀．

则对Ω中的任意事件犅，都有犅＝犅犃１＋犅犃２＋…＋犅犃狀，且

犘（犅）＝∑
狀

犻＝１

犘（犅犃犻）＝∑
狀

犻＝１

犘（犃犻）犘（犅狘犃犻）．

1BA
2BA3BA3A

2A

1A

　图４１５

上述公式也称为全概率公式．狀＝３时的情

形可借助图４１５来理解．
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���　　　　假设某市场供应的智能手机中，市场占有率和优质品率的信息如

下表所示．

品牌 甲 乙 其他

市场占有率 ５０％ ３０％ ２０％

优质品率 ９５％ ９０％ ７０％

在该市场中任意买一部智能手机，求买到的是优质品的概率．

 � 用犃１，犃２，犃３分别表示买到的智能手机为甲品牌、乙品牌、其

他品牌，犅表示买到的是优质品，则依据已知可得

犘（犃１）＝５０％，犘（犃２）＝３０％，犘（犃３）＝２０％，

且

犘（犅｜犃１）＝９５％，犘（犅｜犃２）＝９０％，犘（犅｜犃３）＝７０％．

因此，由全概率公式有

犘（犅）＝犘（犃１）犘（犅｜犃１）＋犘（犃２）犘（犅｜犃２）＋犘（犃３）犘（犅｜犃３）

＝５０％×９５％＋３０％×９０％＋２０％×７０％＝８８．５％．

由例４还可以得出全概率公式的一个直观解释：已知事件犅 的发生有

各种可能的情形犃犻（犻＝１，２，…，狀，且任意两种情形均互斥），事件犅发

生的可能性，就是各种可能情形犃犻发生的可能性与已知在犃犻发生的条件

下事件犅发生的可能性的乘积之和．在实际问题中，由于随机事件的复杂

性，有时很难直接求得事件犅发生的概率，因此我们可以分析事件犅发生

的各种可能情形，化整为零地去分解事件犅，然后借助全概率公式间接求出

事件犅发生的概率．

���B	���*

�A��(

用适当的符号表示出下列描述中的已知与未知，并探索问题的解法：已知某厂

生产的食盐，优质品率为９０％．优质品中，包装达标的占９５％；非优质品中，包

装达标的占８０％．如果从该厂生产的食盐中，随机取一袋，发现包装是达标的，那

么这袋食盐是优质品的概率为多少 （精确到０．１％）？

尝试与发现的描述中，可以用犃 表示优质品，犅表示包装达标，则珡犃

表示不是优质品，而且有

犘（犃）＝９０％，犘（犅｜犃）＝９５％，犘（犅｜珡犃）＝８０％；

问题中所要求的是犘（犃｜犅）．
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由条件概率可知

犘（犃｜犅）＝
犘（犃犅）

犘（犅）
，

不过，已知条件中并没有直接给出犘（犃犅）与犘（犅）的值．但由乘法公式

和全概率公式可得

犘（犃犅）＝犘（犅犃）＝犘（犃）犘（犅｜犃）＝９０％×９５％＝８５．５％，

犘（犅）＝犘（犃）犘（犅｜犃）＋犘（珡犃）犘（犅｜珡犃）

＝９０％×９５％＋（１－９０％）×８０％

＝９３．５％．

因此一袋包装达标的食盐是优质品的概率为

犘（犃｜犅）＝
８５．５％

９３．５％
≈９１．４％．

一般地，当１＞犘（犃）＞０且犘（犅）＞０时，有

犘（犃｜犅）＝
犘（犃）犘（犅｜犃）

犘（犅）
＝

犘（犃）犘（犅｜犃）

犘（犃）犘（犅｜犃）＋犘（珡犃）犘（犅｜珡犃）
．

这称为贝叶斯公式．

���　　某生产线的管理人员通过对以往数据的分析发现，每天生产线启

动时，初始状态良好的概率为８０％．当生产线初始状态良好时，第一件产

品合格的概率为９５％；否则，第一件产品合格的概率为６０％．某天生产

线启动时，生产出的第一件产品是合格品，求当天生产线初始状态良好的

概率 （精确到０．１％）．

 � 用犃表示生产线初始状态良好，犅 表示产品为合格品．则由已

知有

犘（犃）＝８０％，犘（犅｜犃）＝９５％，犘（犅｜珡犃）＝６０％．

从而犘（珡犃）＝　　　　　，因此由贝叶斯公式可知

犘（犃｜犅）＝　　　　　　　　　．

例５中的概率８０％ （即犘（犃））是根据历史数据发现的，通常称为先验

概率；获取了新信息 （即第一件产品是合格品）后算出的概率犘（犃｜犅），

通常称为后验概率．贝叶斯公式指出的是，通过先验概率以及其他信息，可

以算出后验概率．实际上，贝叶斯公式可以看成要根据事件发生的结果找原

因，看看这一结果由各种可能原因导致的概率是多少．

贝叶斯公式在日常生活中有着广泛的应用，以下是一个实际的例子．
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已知某地居民肝癌的患病率为０．０００４．通过对血清甲胎蛋白进行检验可以检测

一个人是否患有肝癌，但这种检测方法可能出错，具体是：患有肝癌但检测显示正常

的概率为０．０１，未患有肝癌但检测显示有肝癌的概率为０．０５．目前情况下，肝癌的

致死率比较高，肝癌发现得越早，治疗越有效，因此有人主张对该地区的居民进行普

查，以尽早发现肝癌患者．这个主张是否合适？

上述情境中，如果患有肝癌，那么检测出来的概率为９９％．然而，普查

的主张是否合适，主要取决于检测结果显示患有肝癌时，实际上患有肝癌的

概率．

设犃表示患有肝癌，犅表示检测结果显示患有肝癌，则

犘（犃）＝０．０００４，犘（珚犅｜犃）＝０．０１，犘（犅｜珡犃）＝０．０５，

从而有

犘（珡犃）＝１－犘（犃）＝１－０．０００４＝０．９９９６，

犘（犅｜犃）＝１－犘（珚犅｜犃）＝１－０．０１＝０．９９．

根据贝叶斯公式，则检测显示患有肝癌的居民确实患有肝癌的概率为

犘（犃｜犅）＝
犘（犃）犘（犅｜犃）

犘（犃）犘（犅｜犃）＋犘（珡犃）犘（犅｜珡犃）

＝
０．０００４×０．９９

０．０００４×０．９９＋０．９９９６×０．０５

≈０．００７９．

这就表明，检测结果显示患有肝癌但实际上患有肝癌的概率还不到

０．８％！也就是说，如果进行普查的话，在现有条件下，１００个显示患有肝

癌的人中，可能只有１个人是真正患有肝癌的．从这个意义上来说，进行普

查并不是一个好主意．

值得注意的是，这并不能说明对应的检测方法精度不够高，更不能说明

在实际诊断时不能使用对应的检测办法．

下表是犘（犃）取不同值时对应的犘（犃｜犅），从中可以看出犘（犃）对

犘（犃｜犅）的影响很大．

犘（犃） ０．０００４ ０．００１ ０．０１ ０．０５ ０．１ ０．２ ０．５

犘（犃｜犅） ０．００７９ ０．０１９４ ０．１６６７ ０．５１０３ ０．６８７５ ０．８３１９ ０．９５１９

在实际诊断过程中，医生往往会先观察患者的症状，只有当医生通过其

他症状怀疑病人患有肝癌时，才会建议进行血清甲胎蛋白检测．也就是说，
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此时疑似患病人群的犘（犃）值已经远远大于０．０００４，甚至可能已经达到了

０．５，因此检测显示患有肝癌而实际也患有肝癌的概率犘（犃｜犅）也就会比

０．００７９大很多了．

同全概率公式一样，贝叶斯公式也可以进行推广．

定理２　若样本空间Ω中的事件犃１，犃２，…，犃狀满足：

（１）任意两个事件均互斥，即犃犻犃犼＝，犻，犼＝１，２，…，狀，犻≠犼；

（２）犃１＋犃２＋…＋犃狀＝Ω；

（３）１＞犘（犃犻）＞０，犻＝１，２，…，狀．

则对Ω中的任意概率非零的事件犅，有

犘（犃犼狘犅）＝
犘（犃犼）犘（犅狘犃犼）

犘（犅）
＝
犘（犃犼）犘（犅狘犃犼）

∑
狀

犻＝１

犘（犃犻）犘（犅狘犃犻）
．

上述公式也称为贝叶斯公式．

��KA

　图１

　图２

人工智能中的贝叶斯公式

人工智能正在逐渐改变着我们日常生活

的方方面面，作为交叉学科，它融合了信息

技术、数学、哲学、生物学等领域的知识．

特别地，数学在其中起到了重要的作用．不

过，人工智能所用到的数学知识并非都是遥

不可及的高深理论，贝叶斯公式就被广泛地

用于人工智能的分类算法中．下面我们简要

地介绍拼音输入法给出候选词时是如何应用

贝叶斯公式的．

当我们在电子设备上使用拼音输入法输

入汉字时，输入法会根据已经输入的信息给

出一定数量的候选词．更神奇的是，即使错

误地输入了某些信息， “智能化”的输入法

依然会给出若干个候选词，而其中往往会有

我们想要输入的那个词语．

例如，如果想输入 “信息”，在键盘上

输入 “ｘｉｎｘｉ”，候选词中就出现了正确的选

项，如图１所示；即使不小心错误地输入了

“ｘｉｎｘｘｉ”，输入法依然会将 “信息”作为候

选词之一，如图２所示．这能极大地提升汉

字的输入速度．那么，输入法是如何实现这

种 “智能”提示的呢？

秘诀就在贝叶斯公式中！用上面的例子

来说，假设有一个词库，包含了日常输入中

所有可能出现的词语，输入法把词库中的第

犻个词语作为候选词记为事件犅犻．当通过键

盘输入 “ｘｉｎｘｘｉ”（记为事件犃）时，计算条

件概率犘（犅犻｜犃）（就是已知输入信息为

“ｘｉｎｘｘｉ”的条件下，输入者希望输出的词语

是词库中第犻个词的概率）．当得到词库中所

有词语对应的条件概率后，取其中概率最大

的若干个词作为候选词，这样就完成了候选
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　图３

词自动筛选的过程．

在这个过程中，如何计算条件概率

犘（犅犻｜犃）呢？这就要用到贝叶斯公式

犘（犅犻｜犃）＝
犘（犅犻）犘（犃｜犅犻）

犘（犃）
，

因为只关心不同的犻对应的条件概率的

相对大小，而对同一事件犃 （即输入信息为

“ｘｉｎｘｘｉ”），上述公式的分母不变，所以实

际计算时，只要求分子犘（犅犻）犘（犃｜犅犻）的

值就可以达到目的，这能够减少计算的复杂

程度，而且，其中的犘（犅犻）可以通过统计第

犻个词语在大量文本中出现的频率来估计；通

过衡量不同词语之间的某种特殊距离，可以

得到犘（犃｜犅犻）的值．

有意思的是，当长期使用某种 “智能”

输入法时，输入法给出的候选词会越来越贴

近用户的使用习惯．例如，如果用户在输入

“ｘｉｎｘｘｉ”后多次选择 “新消息”这个词语，

那么再次输入相同的字母后，输入法就会将

“新消息”自动排在最前面，如图３所示．实

际上，这是因为输入法根据用户的选择习

惯，更新了相应的词频，并重新计算了有关

条件概率．

在垃圾邮件过滤、图像识别等人工智能

应用场景中，贝叶斯公式都能发挥重要的作

用，只不过情况会更复杂一些，感兴趣的同

学可以自行查阅有关资料进一步了解．

��"

��#

? 分别在下列各条件下，求犘（犅犃）：

（１）犘（犃）＝０．２，犘（犅｜犃）＝０．１５；　 （２）犘（犃）＝０．６，犘（犅｜犃）＝０．３．

? 已知犘（犅犃）＝０．３５，犘（犅珡犃）＝０．１，求犘（犅）．

? 分别在下列各条件下，求犘（犅），犘（犃｜犅）：

（１）犘（犃）＝０．４，犘（犅｜犃）＝０．２５，犘（犅｜珡犃）＝０．３；

（２）犘（犃）＝０．５，犘（犅｜犃）＝０．２，犘（犅｜珡犃）＝０．４．

? 某人翻开电话本给自己的一位朋友打电话时，发现电话号码的最后一位数字变

得模糊不清了，因此决定随机拨号进行尝试．求这个人正好尝试两次就拨对电

话号码的概率．

? 已知某学校中，经常参加体育锻炼的学生占４０％，而且在经常参加体育锻炼的

学生中，喜欢篮球的占２５％．从这个学校的学生中任意抽取一人，则抽到的学

生经常参加体育锻炼而且喜欢篮球的概率是多少？

? 已知犘（犃）＝０．５，犘（犅｜犃）＝０．２，求犘（犅犃）与犘（珚犅犃）．

? 已知犘（犅犃）＝０．３５，犘（犅）＝０．７２，求犘（犅珡犃）．
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? 已知犘（犅｜犃）＝犘（犅），且犘（犃）＝０．６，犘（犅）＝０．３，求犘（犃犅）．

? 在某次抽奖活动中，在甲、乙两人先后进行抽奖前，还有２０张奖券，其中共有

３张写有 “中奖”字样．假设抽完的奖券不放回，甲抽完之后乙再抽，求：

（１）甲中奖而且乙也中奖的概率；

（２）甲没中奖而且乙中奖的概率．

? 假设某市场供应的灯泡中，甲厂产品占６０％，乙厂产品占４０％，甲厂产品的合

格率是９５％，乙厂产品的合格率是８０％．在该市场中随机购买一个灯泡，已知

买到的是合格品，求这个灯泡是甲厂生产的概率 （精确到０．１％）．

１－
１

１０
＝
９

１０
　　

５

４９
　　

９

１０
×
５

４９
＝
９

９８
　　１－

５

８
＝
３

８
　　１－８０％＝２０％


犘（犃）犘（犅｜犃）

犘（犃）犘（犅｜犃）＋犘（珡犃）犘（犅｜珡犃）
＝

８０％×９５％

８０％×９５％＋２０％×６０％
≈８６．４％

4.1.3 ��	���
����

	����

从必修的内容中我们已经知道，犃与犅相互独立 （简称为独立）的充要条件是

犘（犃犅）＝犘（犃）犘（犅），

而且犃与犅独立的直观理解是，事件犃是否发生不会影响事件犅发生的概率，事件

犅是否发生也不会影响事件犃 发生的概率．那么，这个直观理解的数学含义是什

么呢？　

考察独立性与条件概率的关系可以得出相互独立的直观理解．

�A��(

假设犘（犃）＞０且犘（犅）＞０，在犃 与犅独立的前提下，通过条件概率的计算

公式考察犘（犃｜犅）与犘（犃）的关系，以及犘（犅｜犃）与犘（犅）的关系．
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当犘（犅）＞０且犘（犃犅）＝犘（犃）犘（犅）时，由条件概率的计算公式有

犘（犃｜犅）＝
犘（犃犅）

犘（犅）
＝
犘（犃）犘（犅）

犘（犅）
＝犘（犃），

即犘（犃｜犅）＝犘（犃）．这就是说，此时事件犃发生的概率与已知事件犅发

生时事件犃发生的概率相等．也就是事件犅的发生，不会影响事件犃发生

的概率．

类似地，可以看出，如果犘（犃｜犅）＝犘（犃），那么一定有犘（犃犅）＝

犘（犃）犘（犅）．　

因此，当犘（犅）＞０时，犃与犅独立的充要条件是

犘（犃｜犅）＝犘（犃）．

这也就同时说明，当犘（犃｜犅）≠犘（犃）时，事件犅的发生会影响事件

犃发生的概率，此时犃与犅是不独立的．事实上，“犃与犅独立”也经常被

说成 “犃与犅互不影响”等．

���　　已知某大学数学专业二年级的学生中，是否有自主创业打算的情

况如下表所示．

单位：人

男生 女生

有自主创业打算 １６ １５

无自主创业打算 ６４ ６０

从这些学生中随机抽取一人：

（１）求抽到的人有自主创业打算的概率；

（２）求抽到的人是女生的概率；

（３）若已知抽到的人是女生，求她有自主创业打算的概率；

（４）判断 “抽到的人是女生”与 “抽到的人有自主创业打算”是否

独立．

 � 由题意可知，所有学生人数为１６＋１５＋６４＋６０＝１５５．

记犃为 “抽到的人有自主创业打算”，犅为 “抽到的人是女生”．

（１）因为有自主创业打算的人数为１６＋１５＝３１，所以抽到的人有自

主创业打算的概率为

犘（犃）＝　　　　　．

（２）因为女生人数为１５＋６０＝７５，所以抽到的人是女生的概率为

犘（犅）＝　　　　　．

（３）所要求的是犘（犃｜犅），注意到７５名女生中有１５人有自主创业
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打算，因此

犘（犃｜犅）＝　　　　　．

（４）由 （１）和 （３）的计算结果可知犘（犃｜犅）＝犘（犃），因此 “抽

到的人是女生”与 “抽到的人有自主创业打算”独立．

多个事件之间的相互独立也可借助条件概率来理解， “犃１，犃２，…，

犃狀相互独立”也可说成 “犃１，犃２，…，犃狀 相互不影响”．需要强调的是，

同以前一样，实际问题中，我们常常依据实际背景去判断事件之间是否存在

相互影响，若可认为事件之间没有影响，则认为它们相互独立；已知事件相

互独立时，根据每个事件发生的概率可以方便地求出它们同时发生的概率．

���　　已知甲、乙、丙３人参加驾照考试时，通过的概率分别为０．８，

０．９，０．７，而且这３人之间的考试互不影响．求：

（１）甲、乙、丙都通过的概率；

（２）甲、乙通过且丙未通过的概率．

 � 用犃，犅，犆分别表示甲、乙、丙驾照考试通过，则可知犃，犅，

犆相互独立，而且犘（犃）＝０．８，犘（犅）＝０．９，犘（犆）＝０．７．

（１）甲、乙、丙都通过可用犃犅犆表示，因此所求概率为

犘（犃犅犆）＝犘（犃）犘（犅）犘（犆）

＝０．８×０．９×０．７

＝０．５０４．

（２）甲、乙通过且丙未通过可用犃犅珚犆表示，因此所求概率为

犘（犃犅珚犆）＝犘（犃）犘（犅）犘（珚犆）　　　

＝犘（犃）犘（犅）［１－犘（犆）］

＝０．８×０．９×（１－０．７）

＝０．２１６．

��� 在一个系统中，每一个部件能正常工作的概率称为部件的可靠

度，而系统能正常工作的概率称为系统的可靠度．现有甲、乙、丙３个部

+

�

�

图４１６

件组成的一个如图４１６所示

的系统，已知当甲正常工作且

乙、丙至少有一个能正常工作

时，系统就能正常工作，各部

件的可靠度均为狉 （０＜狉＜１），

而且甲、乙、丙互不影响．求系

统的可靠度．



４．１　条件概率与事件的独立性 ６１　　　

�A��(

例３中：

（１）各个部件是否正常工作是相互独立的吗？

（２）用合适的符号把系统能正常工作表示为互斥事件的和，并尝试给出解题思路．

 � 用犃，犅，犆分别表示甲、乙、丙能正常工作，犇 表示系统能正

常工作．

由题意知，系统能正常工作时，可分为三种互斥的情况：甲、乙、丙

都正常工作，即犃犅犆；甲、丙正常工作，且乙不正常工作，即犃珚犅犆；

甲、乙正常工作，且丙不正常工作，即犃犅珚犆．因此

犇＝犃犅犆∪犃珚犅犆∪犃犅珚犆．

因为甲、乙、丙互不影响，所以犃，犅，犆相互独立，而且

犘（犃）＝犘（犅）＝犘（犆）＝狉．

由互斥事件概率的加法公式以及独立性可知

犘（犇）＝犘（犃犅犆∪犃珚犅犆∪犃犅珚犆）

＝犘（犃犅犆）＋犘（犃珚犅犆）＋犘（犃犅珚犆）

＝犘（犃）犘（犅）犘（犆）＋犘（犃）犘（珚犅）犘（犆）＋犘（犃）犘（犅）犘（珚犆）

＝狉３＋２狉２（１－狉）

＝２狉２－狉３．

��"
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? 已知犘（犃｜犅）＝０．６，犘（犃）＝０．５９，判断犃与犅是否独立．

? 已知犃与犅独立，且犘（犃）＝０．７５，求犘（犃｜犅）．

? 已知犘（犃｜犅）＝０．６，犘（珡犃）＝０．４，判断犃与犅是否独立．

? 已知犃与犅独立，且犘（珡犃）＝０．３，求犘（犃｜犅）．

? 加工某一零件需经过三道工序，设第一、二、三道工序的次品率分别为
１

７０
，
１

６９
，

１

６８
，且各道工序互不影响，求加工出来的零件的次品率．

? 已知犃与犅独立，且犘（犃犅）＝
５

１２
，犘（犅）＝

５

６
，求犘（珡犃｜犅）．
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（第２题）

　

? 如图所示，已知一个系统由甲、乙、丙、丁

４个部件组成．当甲、乙都正常工作，或丙、

丁都正常工作时，系统就能正常工作．若每

个部件的可靠度均为狉 （０＜狉＜１），而且甲、

乙、丙、丁互不影响．求系统的可靠度．

? 针对某种突发性的流感病毒，各国的医疗科研机构都在研制疫苗．已知甲、乙

两个机构各自研制成功的概率为
１

５
，
１

３
，而且两个机构互不影响，求：

（１）甲、乙两个机构都研制成功的概率；

（２）甲机构研制成功且乙机构研制不成功的概率；

（３）甲、乙两个机构中，至少有一个研制成功的概率．

? 一批产品的次品率为１０％，进行有放回地重复抽样检查．共抽取３件产品，求

恰有２件次品的概率．

? 证明：当０＜犘（犃）＜１，犘（犅）＞０且犘（犅｜犃）＝犘（犅）时，有

犘（珚犅｜犃）＝犘（珚犅），犘（犅｜珡犃）＝犘（犅），犘（珚犅｜珡犃）＝犘（珚犅）．

你能给出这个结论的直观解释吗？


３１

１５５
＝
１

５
　　

７５

１５５
＝
１５

３１
　　

１５

７５
＝
１

５

�����"

? 已知某产品的品质是由Ａ，Ｂ两项指标决定的，现有１００件这样的产品，其

中Ａ指标达到优秀的有８０件，Ｂ指标达到优秀的有７５件，Ａ，Ｂ两项指标都

达到优秀的有７０件．从这批产品中任取一件，当已知所抽取的产品Ａ指标优

秀时，求Ｂ指标也优秀的概率．

? 已知１０件产品中有３件是一等品，其余都是二等品．从这些产品中不放回地

抽取两次，若已知第一次取到的是一等品，求第二次取到的也是一等品的

概率．

? 已知犘（犅犃）＝０．５，犘（犅珡犃）＝０．２，求犘（珚犅）．

? 某班级的学生中，是否有外地旅游经历的人数情况如下表所示．

单位：人

男生 女生

有外地旅游经历 ６ ９

无外地旅游经历 ９ ８
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从这个班级中随机抽取一名学生：

（１）求抽到的人是男生的概率；

（２）求抽到的人是女生且无外地旅游经历的概率；

（３）若已知抽到的人是女生，求她有外地旅游经历的概率；

（４）若已知抽到的人有外地旅游经历，求其是男生的概率；

（５）判断 “抽到的人是女生”与 “抽到的人有外地旅游经历”是否独立．

? 有３台机床，已知每台机床不需要照看的概率均为０．８，且互不影响，求下列

事件的概率：

（１）３台机床都不需要照看；

（２）至少有１台机床需要照看；

（３）３台机床都需要照看．

? 李明早上上学的时候，可以乘坐公共汽车，也可以乘坐地铁．已知李明乘坐

公共汽车的概率为０．３，乘坐地铁的概率为０．７，而且乘坐公共汽车与地铁

时，李明迟到的概率分别为０．２与０．０５．

（１）求李明上学迟到的概率；

（２）如果某天早上李明上学迟到了，那么他乘公共汽车的概率为多少？

�����#

? 袋中有犪个白球，犫个黑球，且犪，犫均为正整数，从中任意取一球，不放

回，然后再取一球，求第二次取到白球的概率．

? 掷红、蓝两个均匀的骰子，已知两个骰子出现的点数不同，求其中至少有一

个６点的概率．

? 某地区空气质量监测资料表明，一天的空气质量为优良的概率为０．７５，连续

两天为优良的概率是０．６，已知某天的空气质量为优良，则随后一天的空气

质量为优良的概率是多少？

? 分别在下列各条件下，求犘（犅犃）：

（１）犘（珡犃）＝０．３，犘（犅｜犃）＝０．６；　 （２）犘（珡犃）＝０．６，犘（珚犅｜犃）＝０．８．

? 已知犘（珚犃）＝０．６，犘（犅｜犃）＝０．３５，犘（犅｜珚犃）＝０．２，求犘（珚犅），犘（犃｜犅）．

�����$

? 当０＜犘（犃）＜１时，求证：犘（犅｜犃）＝犘（犅）的充要条件是犘（犅｜珚犃）＝犘（犅）．

? 当犘（犃）＞０且犘（犅）＞０时，求证：犘（犅｜犃）＝犘（犅）的充要条件是

犘（犃｜犅）＝犘（犃）．　
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我们已经知道，可以通过随机试验的样本空间来理解随机事件，在了解

样本空间和随机事件所包含的样本点数目时，可以借助排列组合的知识．

	����

为了督促各地做好环境保护工作，环保部门决定在３１个省 （自治区、直辖市）

和新疆生产建设兵团中，随机抽取６个进行突击检查，抽得的结果只要有一个不同就

认为是不同的试验结果，记样本空间为Ω．

（１）Ω中包含的样本点数目是多少？

（２）设抽得的结果中直辖市个数为犡，那么对Ω中的每一个样本点，犡 都有唯

一确定的值吗？犡 的取值是固定不变的吗？如果不是，犡 可取的值有哪些？

借助组合的知识，可知情境与问题中Ω所包含的样本点数目为Ｃ
６
３２．不

过，因为我国只有北京市、上海市、天津市、重庆市这４个直辖市，而且是

随机抽取，因此对样本空间Ω中的每一个样本点，变量犡 都有唯一的取值，

但对不同的样本点，犡 的取值可能不同，其值可以是０，１，２，３，４中的

任意一个．数学中，犡 这样的变量称为随机变量．

一般地，如果随机试验的样本空间为Ω，而且对于Ω 中的每一个样本

点，变量犡 都有唯一确定的实数值与之对应，就称犡 为一个随机变量．随

机变量一般用大写英文字母犡，犢，犣，…或小写希腊字母ξ，η，ζ，…表

示．随机变量所有可能的取值组成的集合，称为这个随机变量的取值范围．

由定义可知，随机变量的取值由随机试验的结果决定．

���　　先后抛两枚均匀的硬币，设正面朝上的硬币数为犡，样本空间

为Ω．
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（１）借助合适的符号，用列举法写出样本空间Ω；

（２）求出随机变量犡 的取值范围．

 � （１）用ＦＺ表示第一枚硬币反面朝上，第二枚硬币正面朝上，其他

事件用相同方法表示，则样本空间

Ω＝｛ＦＦ，ＦＺ，ＺＦ，ＺＺ｝．

（２）因为有可能没有硬币正面朝上，也有可能恰有一枚硬币正面朝

上，还有可能两枚硬币都正面朝上，所以犡 的取值范围是

｛０，１，２｝．

�A��(

在例１中：

（１）犡＝１与样本空间Ω中的样本点之间有什么关系？

（２）记事件犃为 “恰有一枚硬币正面朝上”，写出犃 所包含的样本点，说明

犡＝１与事件犃的关系；

（３）犡＝１与犡＝２能同时成立吗？

不难看出，犡＝１的充要条件是试验结果为ＦＺ或ＺＦ．根据题意有

Α＝｛ＦＺ，ＺＦ｝．

因此，犡＝１表示的就是 “恰有一枚硬币正面朝上”，所以犡＝１与事件犃等价．

另外，因为犡＝２表示的是 “两枚硬币都正面朝上”，所以犡＝１与

犡＝２是不能同时成立的，即事件犡＝１与犡＝２互斥．

更进一步，利用古典概型的知识可知

犘（犃）＝
２

４
＝
１

２
，

由于犡＝１与事件犃等价，因此上述概率的表达式也可记作

犘（犡＝１）＝
１

２
．

由于这里的随机变量犡 只能取０，１，２中的某一个，所以０＜犡＜２与犡＝

１也是等价的，从而事件犃也可用０＜犡＜２表示，因此

犘（０＜犡＜２）＝犘（犡＝１）＝
１

２
．

这就是说，在引入了随机变量之后，可以利用随机变量来表示事件．

一般地，如果犡 是一个随机变量，犪，犫都是任意实数，那么犡＝犪，

犡≤犫，犡＞犫等都表示事件，而且：

（１）当犪≠犫时，事件犡＝犪与犡＝犫互斥；

（２）事件犡≤犪与犡＞犪相互对立，因此
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犘（犡≤犪）＋犘（犡＞犪）＝１．

在用随机变量表示事件及事件的概率时，有时可不写出样本空间．

例如，抛一枚均匀硬币，如果正面朝上，取犣＝１；如果反面朝上，取

犣＝０．那么犣是一个随机变量，而且犣的取值范围是

｛１，０｝．

此时，犣＝１表示 “正面朝上”，因此

犘（犣＝１）＝
１

２
；

犣＞－１表示 “正面朝上或者反面朝上”，因此

犘（犣＞－１）＝１．

掷一个均匀的骰子，如果设朝上的点数为犢，则犢是一个随机变量，且

犢的取值范围是

　　　　　　．

此时，犢＝２表示 “朝上的点数为２”，因此

犘（犢＝２）＝　　　；

犢＞３表示 “朝上的点数大于３”，即 “朝上的点数为４，５，６中的某一个”，因此

犘（犢 ＞３）＝　　　．

用ξ表示某网页在一天内 （即２４ｈ内）被浏览的次数，则ξ是一个随

机变量，ξ的取值范围可以认为是

｛０，１，２，３，…｝＝犖．

若已知该网页在一天内被浏览的次数不超过１０００的概率为０．３，则

犘（ξ≤１０００）＝０．３，犘（ξ＞１０００）＝　　．

以上所介绍的随机变量，其所有可能的取值，都是可以一一列举出来

的，它们都是离散型随机变量．与离散型随机变量对应的是连续型随机变

量，一般来说，连续型随机变量可以在某个实数范围内连续取值．例如，用

η表示某品牌节能灯的寿命，则η的取值范围可以认为是［０，＋∞），这里

的η是一个连续型随机变量．

���K�	F�K+�2
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为了调动员工的积极性，某厂某月实行超额奖励制度，具体措施是：每超额完

成１件产品，奖励１００元．假设这个月中，该厂的每名员工都完成了定额，而且超

额完成的产品数都不超过５０．从该厂员工中随机抽出一名，记抽出的员工该月超额

完成的产品数为犡，获得的超额奖励为犢元，则犡 与犢均为随机变量．
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（１）当犡＝３时，犢的值是多少？总结犡 与犢之间的关系．

（２）分别写出犡 与犢的取值范围．

因为犡＝３表示超额完成了３件产品，所以按照奖励制度可知犢＝

１００×３＝３００．依照题意可知

犢＝１００犡．

另外，由于犡 的取值范围是

｛０，１，２，３，… ，５０｝，

因此犢的取值范围是

｛０，１００，２００，３００，… ，５０００｝．

上述犡 与犢，虽然都是随机变量，但是它们之间的关系却是确定的：

当犡 的值确定之后，犢的值也就确定了；反之亦然．

一般地，如果犡 是一个随机变量，犪，犫都是实数且犪≠０，则

犢＝犪犡＋犫

也是一个随机变量．由于犡＝狋的充要条件是犢＝犪狋＋犫，因此

犘（犡＝狋）＝犘（犢＝犪狋＋犫）．

���　　某快餐店的小时工是按照下述方式获取税前月工资的：底薪

１０００元，每工作１ｈ再获取３０元．从该快餐店中任意抽取一名小时工，

设其月工作时间为犡ｈ，获取的税前月工资为犢元．

（１）当犡＝１１０时，求犢的值；

（２）写出犡 与犢之间的关系式；

（３）若犘（犡≤１２０）＝０．６，求犘（犢＞４６００）的值．

 � （１）当犡＝１１０时，表示工作了１１０个小时，所以

犢＝１１０×３０＋１０００＝４３００．

（２）根据题意有

犢＝３０犡＋１０００．

（３）因为

犡≤１２０３０犡≤３６００３０犡＋１０００≤４６００犢≤４６００，

所以

犘（犢≤４６００）＝犘（犡≤１２０）＝０．６，

从而

犘（犢＞４６００）＝　　　　　．
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? 如果一批产品共有１００件，其中恰有３件次品，现从这批产品中随机抽取５件

进行检测，记样本空间为Ω．

（１）用组合数表示样本空间中样本点的总数；

（２）假设所抽到的５件产品中次品数为犡，那么犡 可能的取值有多少个？

? 写出下列随机变量的取值范围：

（１）某足球队在５次点球中，射进的球数为犡；

（２）从１０张标号分别为１，２，…，１０的卡片中随机抽取１张，所抽得的卡片

标号为犢；

（３）同时抛５枚硬币，正面朝上的硬币数为犣．

? 掷一个均匀的骰子，设朝上的点数为随机变量犢，求犘（犢≥５）．

? 已知随机变量犡 的取值范围是｛１，０｝，且犢＝犡＋２，求犢的取值范围．

? 已知随机变量犡的取值范围是｛１，２，３，４，５，６｝，且犢＝２犡，求犢的取值范围．

? 先后抛均匀硬币两次，如果两次都是正面朝上得５分，两次都是反面朝上得３

分，其他结果得０分．设犡 表示所得分数，求犘（犡＝０）．

? 已知犡 是一个随机变量，犪是任意一个实数，分别说明下列各组事件之间的关

系，并写出它们的概率之间的关系：

（１）犡＝犪，犡≠犪；

（２）犡＜犪，犡≥犪；

（３）犡＜犪，犡＜犪＋１．

? 已知犘（犡≤０）＝０．２５，求犘（犡＞０）的值．

? 已知犘（犡＝１）＝０．３，犘（犡＝－１）＝０．１，求犘（犡 ＝１）的值．

? 某商场的促销员是按照下述方式获取税前月工资的：底薪５００元，每工作１ｈ

再获取３５元．从该商场促销员中任意抽取一名，设其月工作时间为犡ｈ，获取

的税前月工资为犢元．

（１）当犡＝８０时，求犢的值；

（２）写出犡 与犢之间的关系式；

（３）若犘（犢＞２９５０）＝０．２７，求犘（犡≤７０）的值．

 ｛１，２，３，４，５，６｝　　　
１

６
　　　

３

６
＝
１

２
　　　１－０．３＝０．７

１－犘（犢≤４６００）＝１－０．６＝０．４
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已知随机变量犡 的取值范围是｛０，１，２｝，而且

犘（犡＝０）＝０．２，

犘（犡＝１）＝０．４，

犘（犡＝２）＝０．４．

（１）求出犘（－１≤犡≤１）与犘（１≤犡≤２）的值；

（２）如果犪，犫是给定的实数，则犘（犪≤犡≤犫）一定可以算出来吗？

（３）探讨怎样才能对离散型随机变量有比较全面的了解．

由于犡只能在０，１，２中取值，所以－１≤犡≤１等价于犡＝０或犡＝１，

又因为犡＝０与犡＝１互斥，所以

犘（－１≤犡≤１）＝犘（犡＝０）＋犘（犡＝１）＝０．２＋０．４＝０．６；

类似地，１≤犡≤２等价于　　　　，而且

犘（１≤犡≤２）＝　　　　．

因此，当实数犪，犫给定时，只要检查０，１，２是否满足犪≤犡≤犫就可以求

出犘（犪≤犡≤犫）．

由此可以看出，对于离散型随机变量来说，如果已知其每一个取值的概

率，那么也就对其有了比较全面的了解．

一般地，当离散型随机变量犡 的取值范围是｛狓１，狓２，…，狓狀｝时，如

果对任意犽∈｛１，２，…，狀｝，概率

犘（犡＝狓犽）＝狆犽

都是已知的，则称犡 的概率分布是已知的．离散型随机变量犡 的概率分布

可以用如下形式的表格表示，这个表格称为犡 的概率分布或分布列．

犡 狓１ 狓２ … 狓犽 … 狓狀

犘 狆１ 狆２ … 狆犽 … 狆狀

离散型随机变量犡 的概率分布还可以用图４２１或图４２２来直观表示，

其中，图４２１中，狓犽上的矩形宽为１、高为狆犽，因此每个矩形的面积也恰

为狆犽；图４２２中，狓犽上的线段长为狆犽．
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例如，对于尝试与发现中的随机变量犡 来

说，其分布列如下表所示，而且犡 的概率分布可

用图４２３直观表示．

犡 ０ １ ２

犘 ０．２ ０．４ ０．４

�A��(

观察上述分布列的实例，总结离散型随机变量犡的分布列中狆犽应具有的性质．

注意到狆犽表示的是事件犡＝狓犽 发生的概率，因此每一个狆犽 都是非负

数；另外，因为分布列给出了随机变量能取的每一个值，而且随机变量取不

同的值的事件互斥，因此所有的狆犽之和应该等于１．这就是说，离散型随机

变量的分布列必须满足：

（１）狆犽≥０，犽＝１，２，…，狀；

（２）∑
狀

犽＝１

狆犽＝狆１＋狆２＋…＋狆狀＝　　　　　．

���　　掷一个均匀的骰子，记所得点数为犡．

（１）求犡 的分布列；

（２）求 “点数大于３”的概率．

 � （１）因为犡 的取值范围是

｛１，２，３，４，５，６｝，

而且

犘（犡＝狀）＝　　，狀＝１，２，３，４，５，６，

因此犡 的分布列如下表所示．
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犡 １ ２ ３ ４ ５ ６

犘
１

６

１

６

１

６

１

６

１

６

１

６

（２）“点数大于３”等价于犡＞３，也就是说，犡 可取４，５，６中的任

何一个值，因此所求概率为

犘（犡＞３）＝犘（犡＝４）＋犘（犡＝５）＋犘（犡＝６）＝　　．

���　　抛一枚均匀的硬币３次，设正面朝上的次数为犡．

（１）说明犡＝２表示的是什么事件，并求出犘（犡＝２）；

（２）求犡 的分布列．

 � （１）犡＝２表示的事件是 “恰有２次正面朝上”．

因为抛一枚均匀的硬币３次，总共有２×２×２＝８种不同的情况，其

中恰有两次正面朝上的情况共Ｃ
２
３＝３种，所以

犘（犡＝２）＝
３

８
．

（２）根据题意可知，犡 的取值范围是

｛０，１，２，３｝．

用 （１）中的方法可知

犘（犡＝０）＝
１

８
，犘（犡＝１）＝　　　，犘（犡＝３）＝　　　．

因此犡 的分布列如下表所示．

犡 ０ １ ２ ３

犘
１

８

３

８

３

８

１

８

�A��(

在上一小节中我们已经看到，如果犡 是一个离散型随机变量，犪，犫都是实数

且犪≠０，则犢＝犪犡＋犫也是一个离散型随机变量．那么，它们的分布列之间有什

么联系呢？

容易看出，当犡 与犢都是离散型随机变量而且犢＝犪犡＋犫 （犪≠０）时，

犡 与犢的分布列分别如下表所示，它们的第二行的概率值是一样的．

犡 狓１ 狓２ … 狓犽 … 狓狀

犘 狆１ 狆２ … 狆犽 … 狆狀

犢＝犪犡＋犫 犪狓１＋犫 犪狓２＋犫 … 犪狓犽＋犫 … 犪狓狀＋犫

犘 狆１ 狆２ … 狆犽 … 狆狀
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分别写出下列各随机变量的分布列，并分析它们的共同点．

（１）篮球运动员在比赛中每次罚球得分的规则是：命中得１分，不中得０分．

已知某篮球运动员罚球命中的概率为０．６，设其罚球一次的得分为犡．

（２）假设某人寿保险的投保人年龄超过５０岁的占７０％，从投保人中随机抽取

１人，设犢表示抽到的年龄超过５０岁的投保人人数．

（３）从含有３件次品的１００件产品中随机抽取１件，设抽到的次品数为犣．

不难看出，上述尝试与发现中的３个随机变量，它们的取值范围均为

｛１，０｝，而且分布列都能写成如下的表格形式 （其中０＜狆＜１）．

犠 １ ０

犘 狆 １－狆

但是，对犡 来说，狆＝０．６；对犢来说，狆＝　　　　　；对犣来说，

狆＝　　　　　．

一般地，如果随机变量的分布列能写成上述表格的形式，则称这个随机

变量服从参数为狆的两点分布 （或０１分布）．

另外，一个所有可能结果只有两种的随机试验，通常称为伯努利试验．

不难看出，如果将伯努利试验的结果分别看成 “成功”与 “不成功”，并设

“成功”出现的概率为狆，一次伯努利试验中 “成功”出现的次数为犡，则

犡 服从参数为狆的两点分布，因此两点分布也常称为伯努利分布，两点分

布中的狆也常被称为成功概率．

上述尝试与发现中所涉及的３个试验均为伯努利试验．日常生活中，还

有很多随机试验都可看成伯努利试验．例如，观察火车是否晚点、新生婴儿

的性别、考试是否及格等．

��"

? 分别判断下列表格是否可能是随机变量犡 的分布列，并说明理由：

（１） 犡 －１ ０ １ ２ ３

犘 ０．２ ０．２ ０．２ ０．２ ０．３

（２） 犡 ０ １ ２ ３ ４ ５

犘 ０．１ －０．２ ０．３ ０．４ ０．２ ０．２
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? 已知离散型随机变量犡 的分布列如下表所示，求犪的值．

犡 １ ２ ３

犘 ０．３ 犪 ０．５

? 抛一枚均匀的硬币，设犡＝
１，出现正面，

０，出现反面，
烅
烄

烆

写出犡 的分布列．

? 已知犡 服从参数为０．３的两点分布．

（１）求犘（犡＝０）；

（２）若犢＝２犡＋１，写出犢的分布列．

? 从装有６个白球和４个红球的口袋中任取１个球，用犡 表示取得的白球数，求

犡 的分布列．

? 如图所示是离散型随机变量犡的概率分布直观图，求犪的值．

? 某商店购进一批西瓜，预计晴天西瓜畅销，可获利１０００

元；阴天销量一般，可获利５００元；下雨天西瓜滞销，会亏

损５００元．根据天气预报，未来晴天的概率为０．４，阴天的

概率为０．２，下雨的概率为０．４，试写出销售这批西瓜获利

的分布列．

? 某射击运动员射击一次所得环数ξ的分布列如下表所示．

ξ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

犘 ０．０３ ０．０５ ０．０７ ０．０８ ０．２６ 犪 ０．２３

（１）求常数犪的值；

（２）求犘（ξ＞６）．

? 抛一枚均匀的硬币２次，设正面朝上的次数为犡．

（１）说明犡＝１表示的是什么事件，并求出犘（犡＝１）；

（２）求犡 的分布列．

? 同时掷两个均匀的骰子，设所得点数之和为犡．

（１）写出犡 的分布列；

（２）求犘（犡＜５）；

（３）求 “点数和大于９”的概率．

 犡＝１或犡＝２　　 犘（犡＝１）＋犘（犡＝２）＝０．４＋０．４＝０．８　　１　　
１

６


１

２
　　

３

８
　　

１

８
　　７０％　　

３

１００
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为了增加系统的可靠性，人们经常使用 “备用冗余设备”（即正在使用的设备出

故障时才启动的设备）．已知某计算机网络的服务器采用的是 “一用两备”（即一台正

常设备，两台备用设备）的配置，这三台设备中，只要有一台能正常工作，计算机网

络就不会断掉．如果三台设备各自能正常工作的概率都为０．９，它们之间相互不影响，

那么这个计算机网络不会断掉的概率是多少呢？

情境中的问题，利用本节所要学习的知识，可以快速地得到解决．

���n (/F�AO��M��

我们已经知道，一个伯努利试验是试验结果可记为 “成功”与 “不成

功”的试验．现实生活中，经常需要在相同的条件下将一个伯努利试验重复

多次．例如，为了了解抛硬币时出现的统计规律，可多次重复进行抛硬币这

个伯努利试验；为了了解支持改革的人的比例，可随机向多人进行访问，询

问他们的态度是 “支持”还是 “不支持”；等等．在相同条件下重复狀次伯

努利试验时，人们总是约定这狀次试验是相互独立的，此时这狀次伯努利

试验也常称为狀次独立重复试验．

例如，对一批产品进行抽样检查，每次取一件来判断是否合格，有放回

地抽取５次，就是一个５次独立重复试验；篮球运动员练习投篮１０次，可

以认为每次投中的概率都相同，这是一个１０次独立重复试验．

在狀次独立重复试验中，人们经常关心的是 “成功”出现的次数．

�A��(

已知某种药物对某种疾病的治愈率为
３

４
，现有甲、乙、丙、丁４个患有该病的

患者服用了这种药物，观察其中有多少患者会被这种药物治愈．

（１）这能否看成独立重复试验？

（２）求出甲、乙、丙都被治愈而丁没被治愈的概率；

（３）求出恰有３个患者被治愈的概率；

（４）设有犡 人被治愈，求犡 的分布列．
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不难想到，４个患者是否会被治愈是相互独立的，因此尝试与发现中的

情形可以看成４次独立重复试验．

如果用犃１，犃２，犃３，犃４分别表示甲被治愈、乙被治愈、丙被治愈、

丁被治愈，则不难看出

犘（犃犻）＝
３

４
，犘（珡犃犻）＝１－犘（犃犻）＝

１

４
，犻＝１，２，３，４．

此时，甲、乙、丙都被治愈而丁没被治愈可以表示为犃１犃２犃３珡犃４，因

此由独立性可知

犘（犃１犃２犃３珡犃４）＝犘（犃１）犘（犃２）犘（犃３）犘（珡犃４）

＝
３

４
×
３

４
×
３

４
×
１

４
＝
２７

２５６
．

注意到恰有３个患者被治愈的情况共有Ｃ
３
４种 （４个人中，选出３个是

被治愈的，剩下的那个是没被治愈的），即

珡犃１犃２犃３犃４，犃１珡犃２犃３犃４，犃１犃２珡犃３犃４，犃１犃２犃３珡犃４，

这四种情况两两都是互斥的，而且每一种情况的概率均为 ３
４（ ）

３

×
１

４
＝
２７

２５６
，

因此所求概率为

　　　犘（珡犃１犃２犃３犃４＋犃１珡犃２犃３犃４＋犃１犃２珡犃３犃４＋犃１犃２犃３珡犃４）

＝犘（珡犃１犃２犃３犃４）＋犘（犃１珡犃２犃３犃４）＋犘（犃１犃２珡犃３犃４）＋犘（犃１犃２犃３珡犃４）

＝Ｃ
３
４×
３

４（ ）
３

×
１

４
＝
２７

６４
．

因为共有４名患者服用了药物，所以犡 的取值范围应该是

｛０，１，２，３，４｝，

而且我们已经算出

犘（犡＝３）＝Ｃ３４×
３

４（ ）
３

×
１

４
＝
２７

６４
，

用类似的办法可知

犘（犡＝０）＝Ｃ０４×
３

４（ ）
０

×
１

４（ ）
４

＝
１

２５６
，

犘（犡＝１）＝Ｃ１４×
３

４
×
１

４（ ）
３

＝
３

６４
，

犘（犡＝２）＝　　　　　　　，

犘（犡＝４）＝　　　　　　　，

因此犡 的分布列为

犡 ０ １ ２ ３ ４

犘
１

２５６

３

６４

２７

１２８

２７

６４

８１

２５６
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一般地，如果一次伯努利试验中，出现 “成功”的概率为狆，记狇＝

１－狆，且狀次独立重复试验中出现 “成功”的次数为犡，则犡 的取值范

围是

｛０，１，…，犽，…，狀｝，

而且

犘（犡＝犽）＝Ｃ犽狀狆
犽
狇
狀－犽，犽＝０，１，…，狀，

因此犡 的分布列如下表所示．

犡 ０ １ … 犽 … 狀

犘 Ｃ
０
狀狆
０
狇
狀

Ｃ
１
狀狆
１
狇
狀－１ … Ｃ

犽
狀狆
犽
狇
狀－犽 … Ｃ

狀
狀狆
狀
狇
０

注意到上述犡 的分布列第二行中的概率值都是 （狇＋狆）
狀 的展开式

Ｃ
０
狀狆
０
狇
狀
＋Ｃ

１
狀狆
１
狇
狀－１
＋…＋Ｃ犽狀狆

犽
狇
狀－犽
＋…＋Ｃ狀狀狆

狀
狇
０中对应项的值，因此称犡

服从参数为狀，狆的二项分布，记作

犡～犅（狀，狆）．

X0 1 2

P

3 4

1
256

27
128

27
64 81

256

3
64

图４２４

由此可以看出，上述尝试与发现中

的随机变量犡 服从参数为４，
３

４
的二项

分布，即犡～犅（４，
３

４
）．服从二项分布

的随机变量，其概率分布也可用图直观

地表示，如图４２４所示．

���　　设本节一开始的情境与问题

中，能正常工作的设备数为犡．

（１）写出犡 的分布列；

（２）求出计算机网络不会断掉的概率．

 � （１）可以看出，犡 服从参数为３，０．９的二项分布，即

犡～犅（３，０．９）．

因此

犘（犡＝０）＝Ｃ０３×０．９
０
×（１－０．９）３＝０．００１，

犘（犡＝１）＝Ｃ１３×０．９
１
×（１－０．９）２＝０．０２７，

犘（犡＝２）＝Ｃ２３×０．９
２
×（１－０．９）１＝０．２４３，

犘（犡＝３）＝Ｃ３３×０．９
３
×（１－０．９）０＝０．７２９，

从而犡 的分布列为

犡 ０ １ ２ ３

犘 ０．００１ ０．０２７ ０．２４３ ０．７２９
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（２）要使得计算机网络不会断掉，也就是要求能正常工作的设备至少

有一台，即犡≥１，因此所求概率为

犘（犡≥１）＝１－犘（犡＜１）＝１－犘（犡＝０）＝１－０．００１＝０．９９９．

���　　 假设某种人寿保险规定，投保人没活过６５岁时，保险公司要赔

偿１００万元；活过６５岁时，保险公司不赔偿．已知购买此种人寿保险的

每个投保人能活过６５岁的概率都为０．８．随机抽取３个投保人，设其中活

过６５岁的人数为犡，保险公司要赔偿给这三人的总金额为犢万元．

（１）指出犡 服从的分布；

（２）写出犢与犡 的关系；

（３）求犘（犢＝３００）．

 � （１）不难看出，犡 服从参数为３，０．８的二项分布，即

犡～　　　　　．

（２）因为３个投保人中，活过６５岁的人数为犡，则没活过６５岁的人

数为３－犡，因此

犢＝１００（３－犡）．

（３）因为

犢＝３００１００（３－犡）＝３００犡＝０，

所以

犘（犢＝３００）＝犘（犡＝０）

＝Ｃ
０
３×０．８

０
×（１－０．８）３

＝０．００８．

���*����@0��M����+�(�

利用二项分布的知识可以求解很多问题．例如，将一枚均匀的硬币抛１００

次，求正好出现５０次正面的概率时，可以设正面出现的次数为犡，则犡服从

参数为１００，０．５的二项分布，即犡～犅（１００，０．５），因此所求概率为

犘（犡＝５０）＝Ｃ５０１００×０．５
５０
×（１－０．５）５０＝Ｃ５０１００×０．５

１００
．

图４２５

要手工算出这个概率的小数形式并不

容易，但我们可以借助计算机软件来完成．

例如，在电子表格软件中，只要在任何一

个单元格输入

＝ＢＩＮＯＭ．ＤＩＳＴ（５０，１００，０．５，ＦＡＬＳＥ）

即可得到上述概率的小数形式，如图４２５

所示．



７８　　　 第四章　概率与统计

利用ＧｅｏＧｅｂｒａ的概率与统计功能，选择二项分布后，一样可以得到有

关的概率值，如图４２６所示．

图４２６

不管用什么软件，我们都能算出，将一枚均匀的硬币抛１００次，正好出

现５０次正面的概率大约只有７．９６％！这是不是让你觉得有些意外？需要强

调的是，抛一枚均匀的硬币，出现正面的概率为０．５，但这并不能保证，抛

均匀硬币１００次时，一定会出现５０次正面，只能说出现的正面次数在５０左

右的概率比较大，这也可以通过下表的计算结果看出来．

范围 概率 范围 概率

４９≤犡≤５１ ２３．６％ ４４≤犡≤５６ ８０．７％

４８≤犡≤５２ ３８．３％ ４３≤犡≤５７ ８６．７％

４７≤犡≤５３ ５１．６％ ４２≤犡≤５８ ９１．１％

４６≤犡≤５４ ６３．２％ ４１≤犡≤５９ ９４．３％

４５≤犡≤５５ ７２．９％ ４０≤犡≤６０ ９６．５％

���B����
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某校组织一次认识大自然的夏令营活动，有１０名同学参加，其中有６名男生、

４名女生，现要从这１０名同学中随机抽取３名去采集自然标本．

（１）抽取的人中恰有１名女生的概率是多少？

（２）设抽取的人中女生有犡 名，写出犡 的分布列．

注意到从１０名同学中随机抽取３人，共有Ｃ３１０种不同的抽法，也就是

说，样本空间中样本点的数量是　　．另外，抽取的人中恰有１名女生，

等价于抽取的是１名女生和２名男生，因此包含的样本点数为Ｃ１４Ｃ
２
６，因此

所求概率为

Ｃ
１
４Ｃ
２
６

Ｃ
３
１０

＝
１

２
．



４．２　随机变量 ７９　　　

如果抽取的人中女生数为犡，则犡 的取值范围是

｛０，１，２，３｝，

而且我们已经算出

犘（犡＝１）＝
Ｃ
１
４Ｃ
２
６

Ｃ
３
１０

＝
１

２
，

用类似的办法可知

犘（犡＝０）＝
Ｃ
０
４Ｃ
３
６

Ｃ
３
１０

＝
１

６
，

犘（犡＝２）＝　　　　　，

犘（犡＝３）＝　　　　　，

因此犡 的分布列为

犡 ０ １ ２ ３

犘
１

６

１

２

３

１０

１

３０

一般地，若有总数为犖 件的甲、乙两类物品，其中甲类有犕 件 （犕＜

犖），从所有物品中随机取出狀件 （狀≤犖），则这狀件中所含甲类物品数犡

是一个离散型随机变量，犡 能取不小于狋且不大于狊的所有自然数，其中狊

是犕 与狀中的较小者，狋在狀不大于乙类物品件数 （即狀≤犖－犕）时取０，

否则狋取狀减乙类物品件数之差 （即狋＝狀－（犖－犕）），而且

犘（犡＝犽）＝
Ｃ
犽
犕Ｃ

狀－犽
犖－犕

Ｃ
狀
犖

，犽＝狋，狋＋１，…，狊，

这里称犡 服从参数为犖，狀，犕 的超几何分布，记作

犡～犎（犖，狀，犕）．

特别地，如果犡～犎（犖，狀，犕）且狀＋犕－犖≤０，则犡 能取所有不

大于狊的自然数，此时犡 的分布列如下表所示．

犡 ０ １ … 犽 … 狊

犘
Ｃ
０
犕Ｃ

狀
犖－犕

Ｃ
狀
犖

Ｃ
１
犕Ｃ

狀－１
犖－犕

Ｃ
狀
犖

…
Ｃ
犽
犕Ｃ

狀－犽
犖－犕

Ｃ
狀
犖

…
Ｃ
狊
犕Ｃ

狀－狊
犖－犕

Ｃ
狀
犖

X0 1 2

P

3

1
6

1
2 3

10
1
30

图４２７

由此可以看出，上述尝试与发现中的随机

变量犡 服从参数为１０，３，４的超几何分布，

即犡～犎（１０，３，４）．服从超几何分布的随机

变量，其概率分布也可用图直观地表示，如图

４２７所示．



８０　　　 第四章　概率与统计

���　　学校要从５名男教师和２名女教师中随机选出３人去支教，设选

出的女教师人数为犡，求犘（犡≤１）．

 � 由题意知，犡 服从参数为７，３，２的超几何分布，即犡～犎（７，

３，２），因此

犘（犡≤１）＝犘（犡＝０）＋犘（犡＝１）＝
Ｃ
０
２Ｃ
３
５

Ｃ
３
７

＋
Ｃ
１
２Ｃ
２
５

Ｃ
３
７

＝
６

７
．

���　　袋中有８个白球、２个黑球，从中随机地连续抽取３次，每次取

１个球．

（１）若每次抽取后都放回，设取到黑球的个数为犡，求犡 的分布列；

（２）若每次抽取后都不放回，设取到黑球的个数为犢，求犢的分布列．

 � （１）若每次抽取后都放回，则每次抽到黑球的概率均为
２

８＋２
＝
１

５
．

而３次取球可以看成３次独立重复试验，因此犡～犅（３，
１

５
），所以

犘（犡＝０）＝Ｃ０３×
１

５（ ）
０

×
４

５（ ）
３

＝
６４

１２５
，

犘（犡＝１）＝Ｃ１３×
１

５（ ）
１

×
４

５（ ）
２

＝
４８

１２５
，

犘（犡＝２）＝Ｃ２３×
１

５（ ）
２

×
４

５（ ）
１

＝
１２

１２５
，

犘（犡＝３）＝Ｃ３３×
１

５（ ）
３

×
４

５（ ）
０

＝
１

１２５
．

因此犡 的分布列为

犡 ０ １ ２ ３

犘
６４

１２５

４８

１２５

１２

１２５

１

１２５

（２）若每次抽取后都不放回，则随机抽取３次可看成随机抽取１次，

但１次抽取了３个，因此黑球数犢服从参数为１０，３，２的超几何分布，

即　

犢～　　　　　　，

因此

犘（犢＝０）＝
Ｃ
０
２Ｃ
３
８

Ｃ
３
１０

＝
７

１５
，

犘（犢＝１）＝
Ｃ
１
２Ｃ
２
８

Ｃ
３
１０

＝
７

１５
，

犘（犢＝２）＝
Ｃ
２
２Ｃ
１
８

Ｃ
３
１０

＝
１

１５
．



４．２　随机变量 ８１　　　

因此犢的分布列为

犢 ０ １ ２

犘
７

１５

７

１５

１

１５

例４中的 （２）也可直接使用有关排列组合的知识求解，感兴趣的读者

可以自行尝试．由例４可知，若犖 件产品中共有犕 件次品，当我们从这些

产品中每次抽取一件，共抽取狀次进行检查时，若是有放回地抽样，则抽到

的次品数犡 服从的是二项分布；若是不放回地抽样且狀≤犖，则抽到的次

品数犡 服从的是超几何分布．

若犖 件产品中共有犕 件次品 （犖＞１，犕＞１，犖＞犕），则不放回地抽样中，

第一次抽到次品的概率为
犕

犖
，而第二次抽到次品的概率与第一次抽到的是否为次品

有关：若第一次抽到的是次品，则第二次抽到次品的概率为
犕－１

犖－１
；若第一次抽到

的不是次品，则第二次抽到次品的概率为
犕

犖－１
．不过，当犖 相对犕 来说很大时，

犕

犖－１
与
犕－１

犖－１
都可以近似为

犕

犖
．

由以上信息出发，探索二项分布与超几何分布之间的联系．

���*����@0�B������+�(�

如果犡～犎（犖，狀，犕），则不难看出，当犖 与狀的值都比较大时，计

算有关的概率值并不容易，例如，计算
Ｃ
６
２０Ｃ

４
８０

Ｃ
１０
１００

就会非常烦琐．不过，与超几

何分布有关的概率值可通过计算机软件求出来．

例如，在电子表格软件中，只要在任何一个单元格输入

＝ＨＹＰＧＥＯＭ．ＤＩＳＴ（６，１０，２０，１００，ＦＡＬＳＥ）

即可得到上述概率值的小数形式，如图４２８所示．

图４２８



８２　　　 第四章　概率与统计

利用ＧｅｏＧｅｂｒａ的概率与统计功能，选择超几何分布后，一样可以得到

有关的概率值，如图４２９所示．

图４２９

��"
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? 分别指出下列随机变量服从的分布：

（１）即将出生的１００个新生婴儿中，男婴的个数犡；

（２）已知某幼儿园有１２５个孩子，其中男孩有６２人，从这些孩子中随机抽取１０

人，设抽到男孩的人数为犡．

? 一个车间有５台同类型的且独立工作的机器，假设每天启动时，每台机器出故

障的概率均为０．１．设某天启动时，出故障的机器数为犡．

（１）写出犡 的分布列；

（２）求该天机器启动时，至少有３台机器出故障的概率．

? 市教育局决定在所管辖的２０所中学中随机抽取３所进行教学质量检测，已知２０

所中学中农村中学共有８所，设抽到的农村中学共有犡 所，指出犡 服从的分

布，并求出犘（犡＝３）的值．

? 张明从家坐公交车到学校的途中，会通过３个有红绿灯的十字路口，假设在每

个十字路口遇到红灯的概率均为０．２５，而且在各路口是否遇到红灯是相互独立

的．设犡 为张明在途中遇到的红灯数，求随机变量犡 的分布列．

? 袋中有６个白球、３个黑球，从中随机地连续抽取２次，每次取１个球．

（１）若每次抽取后都放回，设取到黑球的个数为犡，求犡 的分布列；

（２）若每次抽取后都不放回，设取到黑球的个数为犢，求犢的分布列．

? 已知某气象站天气预报的准确率为８０％，求３次预报中：

（１）恰有２次预报准确的概率；

（２）至少有２次预报准确的概率；

（３）恰有２次预报准确且其中第三次预报准确的概率．



４．２　随机变量 ８３　　　

　

? 分别指出下列随机变量服从的分布，并用合适的符号表示：

（１）某班级共有３０名学生，其中有１０名学生戴眼镜，随机从这个班级中抽取５

人，设抽到的不戴眼镜的人数为犡；

（２）已知女性患色盲的概率为０．２５％，任意抽取３００名女性，设其中患色盲的

人数为犡；

（３）学校要从３名男教师和４名女教师中随机选出３人去支教，设抽取的人中

男教师的人数为犡．

? 从４名男生和２名女生中任选３人参加演讲比赛，用犡 表示所选３人中女生的

人数．

（１）求犡 的分布列；　　　　　 （２）求犘（犡≤１）．

? 已知犡～犅（３，
１

４
），且犢＝２犡＋１，求犢的分布列．

? 设某种疾病的患病率为０．００１，且每个人是否患有这种疾病是相互独立的．已知

一个单位有１０００名员工，求这个单位至少有１人患有这种疾病的概率．

 Ｃ
２
４×
３

４（ ）
２

×
１

４（ ）
２

＝
２７

１２８
　　 Ｃ

４
４×
３

４（ ）
４

×
１

４（ ）
０

＝
８１

２５６
　　 犅（３，０．８）　　

 Ｃ
３
１０　　

Ｃ
２
４Ｃ
１
６

Ｃ
３
１０

＝
３

１０
　　

Ｃ
３
４Ｃ
０
６

Ｃ
３
１０

＝
１

３０
　　 犎（１０，３，２）

4.2.4 ��������	
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一家投资公司在决定是否对某创业项目进行资助时，经过评估后发现：如果项目

成功，将获利５０００万元；如果项目失败，将损失３０００万元．设这个项目成功的概

率为狆，而你是投资公司的负责人，如果仅从平均收益方面考虑，则狆满足什么条

件时你才会对该项目进行资助？为什么？



８４　　　 第四章　概率与统计

上述情境中，平均收益显然与狆的取值有关．例如，当狆＝１时，平均

收益应为５０００万元；而当狆＝０时，平均收益应为－３０００万元．一般情形

下的平均收益该怎样确定呢？

注意到成功的概率为狆，指的是如果重复这个创业项目足够多次 （设为

狀次），那么成功的次数可以用狀狆来估计，而失败的次数可以估计为

狀－狀狆＝狀（１－狆）．

因此，在这狀次试验中，投资方收益 （单位：万元）的狀个数据可以估计为

５０００，５０００，…，５０００
烐烏 烑
狀狆个

，－３０００，－３０００，…，－３０００
烐烏 烑

狀（１－狆）个

，

这一组数的平均数为

５０００狀狆＋（－３０００）狀（１－狆）

狀
＝５０００狆＋（－３０００）（１－狆）．

因为上述平均数体现的是平均收益，所以不难想到，当

５０００狆＋（－３０００）（１－狆）＞０，

即狆＞０．３７５时，就应该对创业项目进行资助．

另一方面，如果设投资公司的收益为犡 万元，则犡 这个随机变量的分

布列如下表所示．

犡 ５０００ －３０００

犘 狆 １－狆

从上面的分析可以看出，式子

５０００狆＋（－３０００）（１－狆）

刻画了犡 取值的平均水平．

一般地，如果离散型随机变量犡 的分布列如下表所示．

犡 狓１ 狓２ … 狓犽 … 狓狀

犘 狆１ 狆２ … 狆犽 … 狆狀

则称

犈（犡）＝狓１狆１＋狓２狆２＋…＋狓狀狆狀＝∑
狀

犻＝１

狓犻狆犻

为离散型随机变量犡 的均值或数学期望 （简称为期望）．

离散型随机变量犡 的均值犈（犡）也可用犈犡 表示，它刻画了犡 的平均

取值．在离散型随机变量犡 的分布列的直观图中，犈（犡）处于平衡位置．例

如，情境与问题中收益犡 的均值为

犈（犡）＝５０００狆＋（－３０００）（１－狆）＝８０００狆－３０００，

分别取狆＝０．５与狆＝０．７，则犡的分布列可分别用图４２１０（１）与 （２）表示．

而且，在图４２１０（１）中，犈（犡）＝１０００；在图４２１０（２）中，犈（犡）＝２６００．
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图４２１０

���　　　　已知随机变量犡 服从参数为狆的两点分布，求犈（犡）．

 � 因为犡 只能取１，０这两个值，而且犘（犡＝１）＝狆，所以

犈（犡）＝　　　　　．

类似地，由离散型随机变量均值的定义，可以算出离散型随机变量服从

二项分布、超几何分布时的均值，即：

（１）若犡 服从参数为狀，狆的二项分布，即犡～犅（狀，狆），则

犈（犡）＝狀狆；

（２）若犡 服从参数为犖，狀，犕 的超几何分布，即犡～犎（犖，狀，

犕），则

犈（犡）＝
狀犕

犖
．

�A��(

已知犡 是一个随机变量，且分布列如下表所示．

犡 狓１ 狓２ … 狓犽 … 狓狀

犘 狆１ 狆２ … 狆犽 … 狆狀

设犪，犫都是实数且犪≠０，则犢＝犪犡＋犫也是一个随机变量．那么，这两个随

机变量的均值之间有什么联系呢？

若犡 与犢都是随机变量，且犢＝犪犡＋犫 （犪≠０），则由犡 与犢之间分

布列的关系可知

犈（犢）＝（犪狓１＋犫）狆１＋（犪狓２＋犫）狆２＋…＋（犪狓狀＋犫）狆狀

＝犪（狓１狆１＋狓２狆２＋…＋狓狀狆狀）＋犫（狆１＋狆２＋…＋狆狀）

＝犪犈（犡）＋犫．

事实上，在前述的情境与问题中，如果项目成功，记犠＝１；如果项目

失败，记犠＝０．则可知犠 服从参数为狆的两点分布，犈（犠）＝　　　　．
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另一方面，犠 与收益犡 之间的关系可以写成犡＝８０００犠－３０００，因此

犈（犡）＝８０００犈（犠）－３０００＝８０００狆－３０００．

���　　体检时，为了确定体检人是否患有某种疾病，需要对其血液进行

化验，若结果呈阳性，则患有该疾病；若结果呈阴性，则未患有该疾病．

已知每位体检人患有该疾病的概率均为０．１，化验结果不会出错，而且各

体检人是否患有该疾病相互独立．现有５位体检人的血液待检查，有以下

两种化验方案：

方案甲：逐个检查每位体检人的血液；

方案乙：先将５位体检人的血液混在一起化验一次，若呈阳性，则再

逐个化验；若呈阴性，则说明每位体检人均未患有该疾病，化验结束．

（１）哪种化验方案更好？

（２）如果每次化验的费用为１００元，求方案乙的平均化验费用．

 � （１）方案甲中，化验的次数一定为５次．

方案乙中，若记化验次数为犡，则犡 的取值范围是｛１，６｝．因为５

人都不患病的概率为

１－０．１（ ）５＝０．５９０４９，

所以

犘（犡＝１）＝０．５９０４９，

犘（犡＝６）＝　　　　．

从而

犈（犡）＝１×０．５９０４９＋６×０．４０９５１＝３．０４７５５．

这就是说，方案乙的平均检查次数不到５次，因此方案乙更好．

（２）若记方案乙中，检查费用为犢元，则犢＝１００犡，从而可知

犈（犢）＝　　　　，

即方案乙的平均化验费用为３０４．７６元．

���.��K�	F+��

	����

某省要从甲、乙两名射击运动员中选出一人参加全国运动会 （简称 “全运会”），

根据以往数据，这两名运动员射击环数的分布列分别如下．如果从平均水平和发挥稳

定性角度来考虑，要你来决定谁参加全运会，你会怎样决定？说明理由．

甲的环数犡１ ８ ９ １０

犘 ０．２ ０．６ ０．２

乙的环数犡２ ８ ９ １０

犘 ０．４ ０．２ ０．４
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上述情境中，不难算出犈犡１（ ）＝犈 犡２（ ）＝９，这就是说，如果仅从平均

水平的角度考虑，是不能决定选谁参加的．怎样来衡量他们的发挥稳定性呢？

设甲、乙两人每人都重复射击足够多次 （设为狀次），则甲所得环数可

估计为

８，８，…，８
烐烏 烑

０．２狀个

，９，９，…，９
烐烏 烑

０．６狀个

，１０，１０，…，１０
烐烏 烑

０．２狀个

，

乙所得环数可估计为

８，８，…，８
烐烏 烑

０．４狀个

，９，９，…，９
烐烏 烑

０．２狀个

，１０，１０，…，１０
烐烏 烑

０．４狀个

．

我们已经知道，这两组数的平均数是相等的，都是９．而甲这组数的方差为

　
（８－９）２×０．２狀＋（９－９）２×０．６狀＋（１０－９）２×０．２狀

狀

＝（８－９）２×０．２＋（９－９）２×０．６＋（１０－９）２×０．２

＝０．４，

类似地，乙这组数的方差为

　
（８－９）２×０．４狀＋（９－９）２×０．２狀＋（１０－９）２×０．４狀

狀

＝（８－９）２×０．４＋（９－９）２×０．２＋（１０－９）２×０．４

＝０．８，

由于０．４＜０．８，因此可以认为甲的发挥更稳定，从这一角度来说，应该派

甲参加全运会．

由上可以看出，如果离散型随机变量犡 的分布列如下表所示．

犡 狓１ 狓２ … 狓犽 … 狓狀

犘 狆１ 狆２ … 狆犽 … 狆狀

因为犡 的均值为犈（犡），所以

犇（犡）＝［狓１－犈（犡）］
２
狆１＋［狓２－犈（犡）］

２
狆２＋…＋［狓狀－犈（犡）］

２
狆狀

＝∑
狀

犻＝１

［狓犻－犈（犡）］
２
狆犻

能够刻画犡 相对于均值的离散程度 （或波动大小），这称为离散型随机变量

犡 的方差．

离散型随机变量犡 的方差犇（犡）也可用犇犡 表示．一般地， 犇（犡槡 ）称

为离散型随机变量犡 的标准差，它也可以刻画一个离散型随机变量的离散

程度 （或波动大小）．

由此可知，情境与问题中，犇（犡１）＝０．４，犇（犡２）＝０．８．更进一步，如

果将甲、乙射击环数的分布列用图直观地表示，如图４２１１（１）（２）所示，

则从图上也可看出犇（犡１）与犇（犡２）的相对大小．
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图４２１１

���　　　　已知随机变量犡 服从参数为狆的两点分布，求犇（犡）．

 � 因为犡 只能取１，０这两个值，而且犘（犡＝１）＝狆，犈（犡）＝狆，

所以

犇（犡）＝（１－狆）
２
×狆＋（０－狆）

２
×（１－狆）＝狆（１－狆）．

类似地，若犡 服从参数为狀，狆的二项分布，即犡～犅（狀，狆），则由离

散型随机变量方差的定义，可以算得

犇（犡）＝狀狆（１－狆）．

�A��(

已知犡 是一个随机变量，且分布列如下表所示．

犡 狓１ 狓２ … 狓犽 … 狓狀

犘 狆１ 狆２ … 狆犽 … 狆狀

设犪，犫都是实数且犪≠０，则犢＝犪犡＋犫也是一个随机变量，而且犈犢（）＝

犪犈犡（ ）＋犫．那么，这两个随机变量的方差之间有什么联系呢？

若犡 与犢都是离散型随机变量，且犢＝犪犡＋犫 （犪≠０），则由犡 与犢

之间分布列的关系及犈 （犡）与犈 （犢）之间的关系可知

犇（犢）＝∑
狀

犻＝１

［（犪狓犻＋犫）－犪犈（犡）－犫］
２
狆犻

＝犪２∑
狀

犻＝１

［狓犻－犈（犡）］
２
狆犻

＝犪２犇（犡）．

���　　已知一批产品的次品率为０．０２，从这批产品中每次随机取一件，

有放回地抽取５０次，用犡 表示抽到的次品数．

（１）求犇（犡）；

（２）假设抽出的产品需要专门检测，检测费用犢元与次品数犡 有关，

且犢＝１０犡＋３００，求犇（犢）．
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 � （１）因为犡 服从的是参数为５０，０．０２的二项分布，即犡～

犅（５０，０．０２），所以

犇（犡）＝　　　　　　．

（２）由犢＝１０犡＋３００可知

犇（犢）＝犇（１０犡＋３００）＝１０２犇（犡）＝１００×０．９８＝９８．

��"

��#

? 掷一个均匀的骰子，设出现的点数为犡，求犡 的数学期望与方差．

? 一台机器生产某种产品，如果生产一件甲等品可获利５０元，生产一件乙等品可

获利３０元，生产一件次品会亏损２０元，已知这台机器生产甲等品、乙等品和

次品的概率分别为０．６，０．３和０．１，求这台机器每生产一件产品获利的期

望值．

? 一批产品的二等品率为０．０２，从这批产品中每次随机取一件，有放回地抽取

１００次，用犡 表示抽到的二等品件数，求犈（犡），犇（犡）．

? 从８名男生和６名女生中任选５人去阳光敬老院参加志愿服务，用犡 表示所选

５人中女生的人数，求犈（犡）．

? 医学上发现，某种病毒侵入人体后，人的体温会升高．记病毒侵入后人体的体

温为犡 ℃．医学统计发现，犡 的分布列如下．

犡 ３７ ３８ ３９ ４０

犘 ０．１ ０．５ ０．３ ０．１

（１）求出犈（犡），犇（犡）；

（２）已知犢＝１．８犡＋３２，求犈（犢），犇（犢）．　

? 已知随机变量犡 服从参数为狀，狆的二项分布，即犡～犅（狀，狆），且犈（犡）＝

７，犇（犡）＝６，求狆的值．

? 篮球运动员在比赛中，每次罚球命中得１分，不命中得０分．已知某运动员罚球

命中的概率为０．７，求：

（１）他罚球１次的得分ξ的数学期望；

（２）他罚球２次的得分η的数学期望．

? 若离散型随机变量犡 的概率分布是犘（犡＝狓犽）＝狆犽，其中犽＝１，２，…，狀，

求证：

∑
狀

犻＝１

［狓犻－犈（犡）］
２
狆犻＝∑

狀

犻＝１

狓２犻狆犻－［犈（犡）］
２
．
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? 已知５只动物中有１只患有某种疾病，需要通过血液化验来确定患病的动物，

血液化验结果呈阳性的为患病动物．下面是两种化验方案：

方案甲：将各动物的血液逐个化验，直到查出患病动物为止．

方案乙：先取３只动物的血液进行混合，然后化验，若呈阳性，对这３只动物

的血液再逐个化验，直到查出患病动物；若不呈阳性，则化验剩下的

２只动物中１只动物的血液．

分析哪种化验方案更好．

１×狆＋０×（１－狆）＝狆　　狆　　１－０．５９０４９＝０．４０９５１

１００犈（犡）≈３０４．７６　　５０×０．０２×（１－０．０２）＝０．９８

4.2.5 
	��

����M��� ��3
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已知犡 服从参数为１００，０．５的二项分布，即犡～犅（１００，０．５），你能手工计

算出犘（犡＝５０）的值吗？

因为

犘（犡＝５０）＝Ｃ５０１０００．５
５０（１－０．５）５０＝Ｃ５０１０００．５

１００，

所以，如果要手工计算犘（犡＝５０），是一个 “几乎不可能”完成的任务，即

使是一般的计算器也难以胜任类似的计算．事实上，利用计算机软件可知

Ｃ
５０
１００≈１×１０

２９，０．５１００≈７．９×１０－３１，

因此Ｃ
５０
１０００．５

１００
≈０．０７９．

由此可以看出，如果随机变量犡～犅（狀，狆），那么狀较大时，直接

计算

犘（犡＝犽）＝Ｃ犽狀狆
犽（１－狆）

狀－犽

将是十分困难的．有没有其他办法能得到上式的近似值呢？这正是１８世纪

３０年代数学家棣莫弗所研究过的问题．在讨论这个问题的过程中，棣莫弗发
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现了本小节我们要学习的正态曲线．

我们已经知道，服从二项分布的随机变量，其分布列可以用图直观地表

示出来．例如，若犡～犅（６，
１

２
），则犡 的分布列如下．

犡 ０ １ ２ ３ ４ ５ ６

犘
１

６４

３

３２

１５

６４

５

１６

１５

６４

３

３２

１

６４

1 2 3 4 5 6 X

P
5
16

3
32

15
64

1
64

0

图４２１２

犡 的分布列可以用图４２１２直观地

表示出来，其中每一个矩形的宽为１，高

为对应的概率值．此时，图４２１２具有

以下性质：

（１）中间高、两边低；

（２）图形关于直线犡＝３对称，而且

犈（犡）＝　　　　　；

（３）某一整数犽上方的矩形面积正

好等于犘（犡＝犽），其中，犽＝０，１，２，

３，４，５，６；

（４）所有矩形的面积之和为１．

事实上，很多服从二项分布的随机变量分布列的直观图都具有类似的特

点．例如，若犡～犅（５０，
１

２
），则其分布列可用图４２１３ （１）表示；若

犡～犅（１００，
１

２
），则其分布列可用图４２１３（２）表示．
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图４２１３

由图４２１２与图４２１３可以看出，当狀充分大时，犡～犅（狀，狆）的直
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观表示总是具有中间高、两边低的 “钟形”．而且，对不同的参数，只是钟

形的宽度和高度不一样而已．那么，是否存在一个函数φ（狓），它对应的图

象能够近似这些钟形 （如图４２１３（２）所示）呢？如果这样的函数存在的

话，要计算犡 落在某区间内的概率，只需计算对应曲线与狓轴在适当区间

所围成的面积即可．

事实上，这样的函数φ（狓）是存在的，这也正是棣莫弗的发现，具体地，

φ（狓）＝
１

σ ２槡π
ｅ
－
（狓－μ）

２

２σ
２

，狓∈犚．

φ（狓）的解析式中含有μ和σ两个参数，其中：μ＝犈（犡），即犡 的均

值；σ＝ 犇（犡槡 ），即犡 的标准差．一般地，φ（狓）对应的图象称为正态曲线

（也因形状而被称为 “钟形曲线”，φ（狓）也常常记为φμ，σ（狓））．

由此可看出正态曲线的一些性质：

（１）正态曲线关于狓＝μ对称 （即μ决定正态曲线对称轴的位置），具

有中间高、两边低的特点；

（２）正态曲线与狓轴所围成的图形面积为１；

（３）σ决定正态曲线的 “胖瘦”：σ越大，说明标准差越大，数据的集中

程度越弱，所以曲线越 “胖”；σ越小，说明标准差越小，数据的集中程度

越强，所以曲线越 “瘦”．

更进一步，利用计算机软件可计算出，正态曲线与狓轴在区间［μ，μ＋

σ］内所围面积约为０．３４１３，在区间［μ＋σ，μ＋２σ］内所围面积约为

０．１３５９，在区间［μ＋２σ，μ＋３σ］内所围面积约为０．０２１５，如图４２１４

所示．

图４２１４

���　　求正态曲线与狓轴在下列区间内所围的面积 （精确到０．００１）：

（１）［μ，＋∞）；　　　　　　　（２）［μ－σ，μ＋σ］；

（３）［μ－２σ，μ＋２σ］； （４）［μ－３σ，μ＋３σ］．

 � （１）因为正态曲线是关于狓＝μ对称的，而且正态曲线与狓轴所

围成的图形面积为１，因此所求面积为０．５．
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（２）利用对称性可知，所求面积为区间［μ，μ＋σ］内面积的２倍，即

约为

０．３４１３×２＝０．６８２６≈０．６８３．

（３）利用对称性可知，所求面积约为

（０．３４１３＋０．１３５９）×２＝０．９５４４≈０．９５４．

（４）利用对称性可知，所求面积约为

　　　　　　　　　　　　　．

��� ���

正态曲线被发现后并没有立刻得到人们的重视，这一情况直到１９世纪

初，拉普拉斯和高斯开始利用它来研究 “随机误差”时才有所改善．高斯发

现，如果设犡 为测量时的误差，那么犪≤犡≤犫的概率等于φμ，σ（狓）的图象

与狓轴在区间［犪，犫］内围成的面积．

一般地，如果随机变量犡 落在区间［犪，犫］内的概率，总是等于φμ，σ（狓）

对应的正态曲线与狓轴在区间［犪，犫］内围成的面积，则称犡 服从参数为μ

与σ的正态分布，记作

犡～犖（μ，σ
２），

此时φμ，σ（狓）称为犡 的概率密度函数．更进一步的研究表明，此时μ是犡 的

均值，而σ是犡 的标准差，σ
２是犡 的方差．

例如，当犡～犖（３，２）时，犡 的均值是３，方差是２，而标准差为槡２．

由正态曲线的性质及例１不难得出，如果犡～犖（μ，σ
２），那么

犘（犡≤μ）＝犘（犡≥μ）＝　　　　，

犘（犡－μ ≤σ）＝犘（μ－σ≤犡≤μ＋σ）≈６８．３％，

犘（犡－μ ≤２σ）＝犘（μ－２σ≤犡≤μ＋２σ）≈９５．４％，

犘（犡－μ ≤３σ）＝犘（μ－３σ≤犡≤μ＋３σ）≈９９．７％．

最后的式子意味着，犡 约有９９．７％的可能会落在距均值３个标准差的

范围之内，也就是说只有约　　　　　的可能会落入这一范围之外 （这样

的事件可看成小概率事件），这一结论通常称为正态分布的 “３σ原则”．

现实生活中，很多随机变量都服从或近似地服从正态分布，例如随机误

差、同一地区同龄人的身高、正常条件下生产出来的产品尺寸等．也正因为

如此，正态分布在概率统计中有着广泛的应用．

���　　假设某个地区高二学生的身高服从正态分布，且均值为１７０（单

位：ｃｍ，下同），标准差为１０．在该地区任意抽取一名高二学生，求这名

学生的身高：
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（１）不高于１７０的概率；

（２）在区间［１６０，１８０］内的概率；

（３）不高于１８０的概率．

 � 设该学生的身高为犡，由题意可知犡～　　　　　．

（１）易知犘（犡≤１７０）＝５０％．

（２）因为均值为１７０，标准差为１０，而１６０＝１７０－１０，１８０＝１７０＋

１０，所以

犘（１６０≤犡≤１８０）＝犘（｜犡－１７０｜≤１０）≈６８．３％．

（３）由概率的加法公式可知

犘（犡≤１８０）＝犘（犡＜１７０）＋犘（１７０≤犡≤１８０）．

又由 （２）以及正态曲线的对称性可知

犘（１７０≤犡≤１８０）＝
１

２
犘（１６０≤犡≤１８０）≈

１

２
×６８．３％＝３４．１５％，

因此

犘（犡≤１８０）＝犘（犡＜１７０）＋犘（１７０≤犡≤１８０）

≈　　　　　　　　　　　．

���　　假设某厂包装食盐的生产线，正常情况下生产出来的食盐质量服

从正态分布犖（５００，５２）（单位：ｇ），该生产线上的检测员某天随机抽取

了两包食盐，称得其质量均大于５１５ｇ．

（１）求正常情况下，任意抽取一包食盐，质量大于５１５ｇ的概率为

多少；

（２）检测员根据抽检结果，判断出该生产线出现异常，要求立即停产

检修，检测员的判断是否合理？请说明理由．

 � 设正常情况下，该生产线上包装出来的食盐质量为犡ｇ，由题意

可知犡～犖（５００，５
２）．

（１）由于５１５＝５００＋３×５，所以根据正态分布的对称性与 “３σ原则”

可知

犘（犡＞５１５）＝
１

２
犘（犡－５００＞３×５）≈

１

２
×０．３％＝０．１５％．

（２）检测员的判断是合理的．因为如果生产线不出现异常，由 （１）

可知，随机抽取两包检查，质量都大于５１５ｇ的概率约为

０．１５％×０．１５％＝２．２５×１０
－６，

几乎为零，但这样的事件竟然发生了，所以有理由认为生产线出现了异

常，检测员的判断是合理的．

实际生活中，人们常常根据类似例３的过程来应用正态分布的知识．
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μ＝０且σ＝１的正态分布称为标准正态分布，其在正态分布中扮演着核

心角色，这是因为如果犢～犖（μ，σ
２），那么令犡＝

犢－μ
σ
，则可以证明犡～

犖（０，１），即任意正态分布通过变换都可化为标准正态分布．

如果犡～犖（０，１），那么对于任意实数犪，通常记

Φ（犪）＝犘（犡＜犪），

也就是说Φ（犪）表示犖（０，１）对应的正态曲线与狓轴在区间（－∞，犪）内所

围的面积，如图４２１５所示．

图４２１５

根据正态曲线的对称性，可以知道Φ（犪）具有性质

Φ（－犪）＋Φ（犪）＝１，

由前面的知识可以得到Φ（犽）（犽＝－３，－２，－１，０，１，２，３）的值，

例如，

Φ（１）≈０．５＋０．３４１３＝０．８４１３．

为了方便起见，人们将犪≥０时部分Φ（犪）的值制成了专门的表格，可

供查询，下表是部分数据．

Φ（犪）＝犘（犡＜犪）

犪 ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９

０．０ ．５０００．５０４０ ．５０８０ ．５１２０ ．５１６０．５１９９ ．５２３９ ．５２７９ ．５３１９ ．５３５９

０．１ ．５３９８．５４３８ ．５４７８ ．５５１７ ．５５５７．５５９６ ．５６３６ ．５６７５ ．５７１４ ．５７５３

０．２ ．５７９３．５８３２ ．５８７１ ．５９１０ ．５９４８．５９８７ ．６０２６ ．６０６４ ．６１０３ ．６１４１

０．３ ．６１７９．６２１７ ．６２５５ ．６２９３ ．６３３１．６３６８ ．６４０６ ．６４４３ ．６４８０ ．６５１７

０．４ ．６５５４．６５９１ ．６６２８ ．６６６４ ．６７００．６７３６ ．６７７２ ．６８０８ ．６８４４ ．６８７９

０．５ ．６９１５．６９５０ ．６９８５ ．７０１９ ．７０５４．７０８８ ．７１２３ ．７１５７ ．７１９０ ．７２２４

例如，从上表中可以查出，Φ（０．１６）＝０．５６３６，Φ（０．５８）＝０．７１９０．
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���　　　　已知犡～犖（０，１），利用上述表格求以下概率值：

（１）犘（犡＜０．２８）；　　　　　　 （２）犘（犡＜－０．３６）；

（３）犘（０．１８≤犡＜０．５７）．

 � （１）犘（犡＜０．２８）＝Φ（０．２８）＝０．６１０３．

（２）因为犘（犡＜－０．３６）＝Φ（－０．３６），而Φ（－０．３６）＋Φ（０．３６）＝

１，且由上表可知Φ（０．３６）＝０．６４０６，所以

Φ（－０．３６）＝１－Φ（０．３６）＝１－０．６４０６＝０．３５９４．

（３）由概率的加法公式以及上表可知

犘（０．１８≤犡＜０．５７）＝犘（犡＜０．５７）－犘（犡＜０．１８）

＝Φ（０．５７）－Φ（０．１８）

＝０．７１５７－０．５７１４

＝０．１４４３．

最后，我们来看用正态分布近似二项分布的一个实例．

假设犡～犅（１００，０．５），那么犈（犡）＝５０，犇（犡）＝　　，用正态分

布近似二项分布的话有犡～犖（５０，５
２），那么

犘（犡＝５０）≈犘（４９．５≤犡＜５０．５）＝犘（－０．１≤
犡－５０

５
＜０．１）．

又因为
犡－５０

５
～犖（０，１），所以

犘（－０．１≤
犡－５０

５
＜０．１）＝Φ（０．１）－Φ（－０．１）＝Φ（０．１）－［１－Φ（０．１）］

＝２Φ（０．１）－１＝２×０．５３９８－１＝０．０７９６．

这与我们前面通过直接计算得到的犘（犡＝５０）≈０．０７９相差无几．

���*����!� �����+�(�

利用信息技术，可以方便地求出与正态分布有关的概率值．

例如，如果犡～犖（μ，σ
２），那么犘（犡＜狓）的值可以利用电子表格软

件中的函数ＮＯＲＭＤＩＳＴ方便地求得．事实上，打开电子表格软件，在任意

一个单元格输入 “＝ＮＯＲＭＤＩＳＴ（０．２８，０，１，１）”即可得到例４（１）的近

似值，如图４２１６所示．

图４２１６
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? 已知随机变量ξ服从正态分布犖（３，σ
２），求犘（ξ＜３）．

? 设两个正态分布犖（μ１，σ
２
１）（σ１＞０）和犖（μ２，σ

２
２）（σ２＞０）的密度函数图象如图

所示，则 （　　）．

（Ａ）μ１＜μ２，σ１＜σ２

（Ｂ）μ１＜μ２，σ１＞σ２

（Ｃ）μ１＞μ２，σ１＜σ２

（Ｄ）μ１＞μ２，σ１＞σ２

? 若犡～犖μ，σ
２（ ），根据

犘（μ≤犡≤μ＋σ）＝０．３４１３，

犘（μ＋σ≤犡≤μ＋２σ）＝０．１３５９，

写出下列各概率值：

（１）犘（μ－σ≤犡≤μ）；　　　 （２）犘（μ－２σ≤犡≤μ）．

? 设随机变量ξ服从标准正态分布犖（０，１），已知Φ（－１．９６）＝０．０２５，求

犘（ξ ＜１．９６）．　

!? 利用ＧｅｏＧｅｂｒａ分别作出犡～犅（５０，
１

３
），犡～犅（１００，

１

４
），犡～犅（５００，

１

６
）

时分布列的直观图，观察所得图象是否对称等．

? 设随机变量ξ服从正态分布犖（２，９），若犘（ξ＞犮＋１）＝犘（ξ＜犮－１），求犮

的值．

? 已知随机变量犡服从正态分布犖（３，１），且犘（２≤犡≤４）＝０．６８２６，求犘（犡＞４）．

? 已知随机变量ξ服从正态分布犖（０，σ
２），若犘（ξ＞２）＝０．０２３，求犘（－２≤ξ≤２）．

? 已知随机变量ξ服从正态分布犖（２，σ
２），且犘（ξ＜４）＝０．８，求犘（０＜ξ＜２）．

? 一商场经营的某种包装的大米质量犡 （单位：ｋｇ）服从正态分布犖 １０，σ
２（ ），

且犘（犡＜１０．５）＝０．８．从该商场中任意抽取一袋该种大米，求其质量在９．５～

１０．５ｋｇ之间的概率．

６×
１

２
＝３　　 （０．３４１３＋０．１３５９＋０．０２１５）×２＝０．９９７４≈０．９９７　　５０％

０．３％　　 犖（１７０，１０
２）　　５０％＋３４．１５％＝８４．１５％　　２５
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? 写出下列随机变量的取值范围：

（１）某网页一年内的点击数；

（２）一个袋子里装有５个白球和５个黑球，从中任取３个，其中所含白球的个数；

（３）某地铁站台每间隔３ｍｉｎ有１辆列车通过，某人在该站台等车的时间；

（４）掷两个骰子，所得点数之和．

? 已知犡与犢都是随机变量，且犢＝２犡－１，犘（犡＝３）＝０．２，求犘（犢＝５）的值．

? 已知犘（犡＝１）＝０．３，求犘（犡≠１）的值．

? 假设每次测量中，出现正误差与负误差的概率都是０．５，设３次测量中，出现

正误差的次数为犡，写出犡 的分布列．

? 甲、乙两人进行象棋比赛时，每一局甲赢的概率是０．５１，乙赢的概率是

０．４９．设甲、乙一共进行了１０次比赛，且各次比赛的结果相互独立．求甲赢

的局数的期望．

? 某班有３５个学生，假设每个学生早上到校的时间相互没有影响，并且每个人

迟到的概率均为０．０５，设下周二这个班迟到的人数为犡，指出犡 服从的分

布，并求犘（犡＝３）．

? 根据气象预报，某地区近期有小洪水的概率为０．２５，有大洪水的概率为

０．０１．该地区某工地上有一台大型设备，遇到大洪水时要损失６００００元，遇

到小洪水时要损失１００００元．为保护设备，有以下３种方案：

方案１：运走设备，搬运费为３８００元．

方案２：建保护围墙，建设费为２０００元，但围墙只能防小洪水．

方案３：不采取措施，希望不发生洪水．

如果你是工地的负责人，你会采用哪种方案？说明理由．

�����#

? 掷两个均匀的骰子，记两个骰子的点数差的绝对值为ξ．

（１）写出ξ的取值范围；　　　 （２）求犘（ξ＝０）的值．

? 某次科技知识竞赛中，需回答２０个问题，计分规则是：每答对一题得５分，

答错一题扣３分．从参加这次科技知识竞赛的学生中任意抽取一名，设其答

对的题数为犡，最后得分为犢分．

（１）当犡＝１０时，求犢的值；

（２）写出犡 与犢之间的关系式；

（３）若犘（犡≤１５）＝０．３，求犘（犢＞６０）的值．
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? 重复掷一个均匀骰子３次，得到点数为６的次数记为ξ，求犘（ξ＞２）．

? 某射击运动员在一次射击训练中，共有５发子弹，如果命中就停止射击，否

则继续射击，直到命中或子弹用尽．若已知每次射击命中的概率均为０．９，求

该运动员这次训练耗用的子弹数犡 的分布列．

? 已知某类种子每粒发芽的概率都为０．９，现播种了１０００粒，对于没有发芽的

种子，每粒需再补种２粒，补种的种子数记为犡，求犈（犡），犇（犡）．

? 已知随机变量ξ服从正态分布犖（２，σ
２），犘（ξ≤４）＝０．８４，求犘（ξ≤０）．

? 在某项测量中，测量结果ξ服从正态分布犖（１，σ
２）（σ＞０）．若ξ在（０，１）内

取值的概率为０．４，求ξ在（０，２）内取值的概率．
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以下是几则与 “相关系数”有关的新闻报道：

（１）“１９９９—２００８年，俄罗斯ＧＤＰ增长率与国际石油价格的相关系数为０．８６，

２００９—２０１４年该系数达到０．９８．”（《人民日报》２０１７年８月９日）

（２）“瑞士洛桑国际管理学院对企业国际竞争力的研究也显示，公司文化与企业

管理竞争力的相关系数在几个因子中是最高的．”（《中国青年报》２００９年９月１１日）

（３）“分析表明１９９０年至２０１１年我国财政收入与企业注册资本之间的关系呈高

度线性相关，其相关系数高达０．９８７，而斜率竟为０．１４８．” （《人民日报》２０１４年５

月２１日）

你能猜出相关系数的含义吗？（３）中 “斜率”表示的是什么？

学完本节的内容后，你就会对相关系数有一个比较完整的了解．

���,��2
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自行选择标准，将下列变量之间的关系分为两类，并分别阐述每一类中变量关

系的特点：

（１）圆的面积犛与半径狉之间的关系；

（２）１６岁学生的体重狑与身高犺之间的关系；

（３）商品销售量犙与销售价格犘之间的关系；

（４）匀速运动的物体，其运动的路程犛与时间狋之间的关系；

（５）平均学习时间狋与学习成绩犳之间的关系．
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我们研究的很多问题中，两个变量之间经常存在着相互影响、相互依赖

的关系．这些关系常见的有两类，一类是变量之间的关系具有确定性，当一

个变量确定后，另一个变量就确定了，尝试与发现中 （１）（４）所描述的就

是这一类的代表；另一类是变量之间确实有一定的关系，但没有达到可以互

相决定的程度，它们之间的关系带有一定的随机性，尝试与发现中 （２）（３）

（５）所描述的关系都是如此．

例如，一般情况下，已知一名１６岁学生的身高犺，不能确定其体重狑，

身高越高的人体重可能越重，但同样身高的人体重往往存在差异；商品的销

售价格犘越低，买这种商品的人可能会越多，从而会导致销售量犙 增长，

但同样的销售价格可能会有不同的销售量；平均学习时间狋越长，学习成绩

犳可能越好，但平均学习时间相同不能确保学习成绩相同．这些两个变量之

间的关系，统计学上都称为相关关系．

怎样从统计数据中确定与描述两个变量之间的相关关系呢？下面我们借

助一个实例来进行说明．

已知某班级学生数学与物理成绩的对应表如下．

数学成绩／分 ８８ ８２ ７９ ８９ ９２ ７８ ７９ ５６ ８３ ６６ ６１ ７４ ６８ ７７ ７８ ８０

物理成绩／分 ８７ ９１ ６６ ８６ ８８ ７９ ９１ ５３ ９３ ７７ ６２ ６９ ６２ ５８ ７９ ６８

数学成绩／分 ５１ ５８ ９８ ７３ ７５ ８４ ６９ ７６ ７１ ４３ ７４ ８２ ７０ ７５ ６５ ６３

物理成绩／分 ５０ ６５ ８２ ７９ ５９ ９８ ５９ ８７ ７６ ４２ ７５ ９１ ４６ ６８ ８３ ５５

从上表中，想直接观察出数学成绩与物理成绩之间是否存在相关关系

等，是有一定困难的．为此，我们可以对数据进行整理，比如在保持成绩配

对的方式不变的前提下，将数据按照数学成绩从低到高的顺序排列，如下表

所示．

数学成绩／分 ４３ ５１ ５６ ５８ ６１ ６３ ６５ ６６ ６８ ６９ ７０ ７１ ７３ ７４ ７４ ７５

物理成绩／分 ４２ ５０ ５３ ６５ ６２ ５５ ８３ ７７ ６２ ５９ ４６ ７６ ７９ ６９ ７５ ５９

数学成绩／分 ７５ ７６ ７７ ７８ ７８ ７９ ７９ ８０ ８２ ８２ ８３ ８４ ８８ ８９ ９２ ９８

物理成绩／分 ６８ ８７ ５８ ７９ ７９ ６６ ９１ ６８ ９１ ９１ ９３ ９８ ８７ ８６ ８８ ８２

从表中可以看出，当数学成绩高时，物理成绩往往也高．我们还可以根

据给定数据作出图象来进行直观判断．例如，以数学成绩为横坐标，物理成

绩为纵坐标，则可以在平面直角坐标系中将每一对数据都表示出来，如

图４３１所示．这样作出来的图称为散点图，从散点图上也可得出数学成绩

高时物理成绩往往也高的结论．在图４３１中可以作出直线，使得该班级学
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生数学成绩与物理成绩构成的点分布在直线上或直线的两侧，且都在直线附

近．这就提示我们，数学成绩与物理成绩之间是有相关关系的，而且在容许

一定误差的前提下，可以用一次函数来描述它们之间的关系．
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图４３１

一般地，如果收集到了变量狓和变量狔的狀对数据 （简称为成对数

据），如下表所示．

序号犻 １ ２ ３ … 狀

变量狓 狓１ 狓２ 狓３ … 狓狀

变量狔 狔１ 狔２ 狔３ … 狔狀

则在平面直角坐标系狓犗狔中描出点（狓犻，狔犻），犻＝１，２，３，…，狀，就可以

得到这狀对数据的散点图．如果由变量的成对数据、散点图或直观经验可

知，变量狓与变量狔之间的关系可以近似地用一次函数来刻画，则称狓与狔

线性相关．此时，如果一个变量增大，另一个变量大体上也增大，则称这两

个变量正相关；如果一个变量增大，另一个变量大体上减少，则称这两个变

量负相关．

前面所提到的班级学生的数学成绩与物理成绩是线性相关的，而且是正

相关．另外，如果将尝试与发现的 （２）（３）（５）中变量之间的关系看成线

性相关，则１６岁学生的体重狑与身高犺、平均学习时间狋与学习成绩犳都

是　　　　　相关的，而商品销售量犙与销售价格犘是　　　　　相关的．

正相关、负相关在日常生活中也经常使用．例如， “反腐败、转作风，

事关民心所向，事关党的生死存亡．历史和实践表明，反腐的力度与民心的

聚合度正相关”，这就说明，反腐的力度越大，民心的聚合度就越有可能更

强；“网络谣言的危害性与公众判断能力负相关”已经成为一项共识，这就
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意味着，公众判断能力越高，网络谣言的危害性越有可能更小．

�����,3�/

我们已经知道，线性相关的两个变量之间的关系可以用一次函数来近似

刻画，那么怎样找出对应函数的表达式呢？这就是接下来要讨论的问题．

�A��(

某地区从某一年开始进行了环境污染整治，得到了如下数据：

第狓年 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７

污染指数狔 ６．１ ５．２ ４．５ ４．７ ３．８ ３．４ ３．１

（１）作出这些成对数据的散点图，直观地判断污染指数狔与狓是否线性相关．

如果是，进一步判断是正相关还是负相关．

（２）在知道狔与狓线性相关的前提下，你能找出近似描述狔与狓之间关系的一

次函数表达式吗？根据所得到的关系式，你能估计出该地区第８年的污染指数吗？

根据尝试与发现中的数据，可作出散点图如图４３２所示．可以看出，狔

与狓之间的关系可近似地用一次函数表示，而且随着时间狓的增加，污染

指数狔大致是减少的，因此狔与狓线性相关，而且是负相关的．
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图４３２
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图４３３

为了找出近似描述狔与狓之间关系的一次函数表达式，我们可先在图

４３２中作出一条直线，使得成对数据构成的点分布在直线的附近．例如，

通过点（１，６）和（７，３）的直线就满足条件，如图４３３所示．根据已知的两

点就可以得出所要的函数表达式

狔＝－０．５狓＋６．５．
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更进一步，代入狓＝８，就能得到第８年污染指数的估计值狔＝２．５．

当然，类似的直线我们可以找出很多条 （从而也可以得到很多个一次函

数表达式），现在这一条是不是 “最好”的直线呢？用什么样的标准来衡量

好还是不好呢？

注意到函数表达式狔＝－０．５狓＋６．５确定之后，我们不仅可以算出狓＝８

的值，而且还可以算出狓＝１，２，３，…，７的值，也可以得到已知数据的实

际值 （也称为观测值）与预测值之间的误差 （一般称为残差），如下表所示．

第狓年 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７

污染指数狔 ６．１ ５．２ ４．５ ４．７ ３．８ ３．４ ３．１

预测值－０．５狓＋６．５ ６ ５．５ ５ ４．５ ４ ３．５ ３

误差 ０．１ －０．３ －０．５ ０．２ －０．２ －０．１ ０．１
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图４３４

这也可以用图４３４来表示，图中

橙色的点就是预测值对应的点，误差的

绝对值就是蓝色的点与相应的橙色的点

之间的距离．

统计学意义上 “最好”的直线，指

的是所有误差平方和最小的直线．可以

证明，对于上述污染指数与时间的数

据，误差平方和最小的直线为

狔^＝－０．４７５狓＋６．３，

这称为狔关于狓的回归直线方程，其中

狔^读作 “狔估”，表示狔的估计值．根据这个方程，可以得到第８年的污染

指数估计值为

－０．４７５×８＋６．３＝２．５．

一般地，已知变量狓与狔的狀对成对数据（狓犻，狔犻），犻＝１，２，３，…，

狀．任意给定一个一次函数狔＝犫狓＋犪，对每一个已知的狓犻，由直线方程可

以得到一个估计值

狔^犻＝犫狓犻＋犪，

如果一次函数狔^＝^犫狓＋^犪能使残差平方和即

（狔１－^狔１）
２
＋（狔２－^狔２）

２
＋…＋（狔狀－^狔狀）

２
＝∑

狀

犻＝１

（狔犻－^狔犻）
２

取得最小值，则

狔^＝^犫狓＋^犪

称为狔关于狓的回归直线方程 （对应的直线称为回归直线）．因为是使得平
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方和最小，所以其中涉及的方法称为最小二乘法．

可以证明，给定两个变量狔与狓的一组数据之后，回归直线方程狔^＝

犫^狓＋^犪总是存在的，而且

犫^＝
∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）（狔犻－狔）

∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）
２

＝
∑
狀

犻＝１

狓犻狔犻－狀狓狔

∑
狀

犻＝１

狓２犻－狀狓
２

，

犪^＝狔－^犫狓．

其中，^犫称为回归系数．它实际上也就是回归直线方程的斜率．回归直线方

程确定之后，就可用于预测．

需要注意的是，上述公式中，狓指的是狓１，狓２，狓３，…，狓狀 的平均

数，即

狓＝
１

狀
（狓１＋狓２＋…＋狓狀）＝

１

狀∑
狀

犻＝１

狓犻；

类似地，狔是狔１，狔２，狔３，…，狔狀的平均数，即狔＝
１

狀∑
狀

犻＝１

狔犻．另外，由计

算公式可以看出，回归系数犫^的计算并不容易，实际计算过程中，我们可以

通过列表的方法逐步进行计算．

例如，对于上述尝试与发现中的数据来说，可以首先算得狓＝４，狔＝

４．４，接着列表如下．

狓 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７

狔 ６．１ ５．２ ４．５ ４．７ ３．８ ３．４ ３．１

狓－狓 －３ －２ －１ ０ １ ２ ３

狔－狔 １．７ ０．８ ０．１ ０．３ －０．６ －１ －１．３

（狓－狓）（狔－狔） －５．１ －１．６ －０．１ ０ －０．６ －２ －３．９

（狓－狓）２ ９ ４ １ ０ １ ４ ９

从而可知

∑
７

犻＝１

（狓犻－狓）（狔犻－狔）＝－５．１－１．６－０．１＋０－０．６－２－３．９＝－１３．３，

∑
７

犻＝１

（狓犻－狓）
２
＝９＋４＋１＋０＋１＋４＋９＝２８．

因此

犫^＝
－１３．３

２８
＝－０．４７５，^犪＝４．４－（－０．４７５）×４＝６．３．
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所以狔关于狓的回归直线方程为

狔^＝－０．４７５狓＋６．３．

��KA

“回归”一词的由来

《现代汉语词典 （第７版）》中，“回归”

的解释是 “回到 （原来的地方）”；地理学

中，“回归线”是指地球赤道南北各２３°２６′处

的纬线，太阳直射点在南回归线与北回归线

之间来回移动．看了这些，你是不是感觉到

回归直线方程中的 “回归”与上面这些说法

相差很大？

统计学中的 “回归”一词，是统计学家

高尔顿引入的．早在１９世纪８０年代，高尔

顿就开始了亲代与子代 （即父母亲与子女）

之间相似特征 （身高、性格等）的研究．他收

集了一些亲代的身高狓与子代的身高狔的成

对数据，并作出了散点图，发现狔与狓的关

系可以借助一次函数来近似表示，而且总体

上亲代的身高增加时，子代的身高也增加．

但是，高尔顿在研究过程中，发现了一

个有趣的现象．他收集的数据显示，总体上亲

代的平均身高为６８英寸 （约为１７２．７２ｃｍ），

子代的平均身高为６９英寸，子代的平均身

高比亲代的平均身高高 １ 英寸 （约为

２．５４ｃｍ）．于是，一个自然的推想是：平均

身高为６３英寸的亲代，其子代的平均身高

应约为６４英寸；平均身高为７２英寸的亲代，

其子代的平均身高应约为７３英寸．但实际数

据显示：平均身高为６３英寸的亲代，其子

代的平均身高为６７英寸，增加量为４英寸；

平均身高为７２英寸的亲代，其子代的平均

身高为７１英寸，增加量为－１英寸．也就是

说，平均身高不同的亲代，其子代的平均身

高增加量并不相等，但子代的平均身高有回

归于中心 （即总体平均值）的趋势．

正是由于这种现象的存在，高尔顿引入

了 “回归”一词．虽然不是所有相关关系中

都会发生类似的现象，但从那以后，“回归”

就成了相关关系讨论中一个约定俗成的

词了．

�����,3�/+�B
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假设狔与狓具有相关关系，而且回归直线方程为狔^＝^犫狓＋^犪，完成下列任务：

（１）将犪^＝狔－^犫狓代入回归直线方程，并求出狓＝狓 时^狔的值；

（２）判断一次函数狔^＝^犫狓＋^犪的单调性由谁决定，指出函数的单调性与正相

关、负相关之间的联系；

（３）通过计算说明，当狓每增大一个单位时，^狔将如何变化，并总结出这一

结论的实际意义．
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将犪^＝狔－^犫狓代入^狔＝^犫狓＋^犪后，整理可得

狔^－狔＝^犫（狓－狓），

这说明回归直线一定过点（狓，狔）．

一次函数狔^＝^犫狓＋^犪的单调性当然是由^犫的符号决定的，函数递增的充

要条件是犫^＞０，这说明：狔与狓正相关的充要条件是^犫＞０；狔与狓负相关

的充要条件是　　　　　．

另外，如果（狓１，^狔１）和（狓２，^狔２）都是回归直线上的点，则

狔^１＝^犫狓１＋^犪， ①　　

狔^２＝^犫狓２＋^犪， ②　　
烅

烄

烆

②式减去①式可得

狔^２－^狔１＝^犫（狓２－狓１），

这就说明，若狓２－狓１＝１，则狔^２－^狔１＝^犫．也就是说，当狓增大一个单位

时，^狔增大^犫个单位，这就是回归系数犫^的实际意义．

���　　如果某位同学１０次考试的物理成绩狔与数学成绩狓 如下表

所示．

数学成绩狓／分 ７６ ８２ ７２ ８７ ９３ ７８ ８９ ６６ ８１ ７６

物理成绩狔／分 ８０ ８７ ７５ ８６ １００ ７９ ９３ ６８ ８５ ７７

已知狔与狓线性相关：

（１）判断是正相关还是负相关；

（２）求出狔关于狓的回归直线方程；

（３）该同学的数学成绩每提高３分，物理成绩估计能提高多少分？

 � （１）根据数据可作出散点图，如图４３５所示．
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图４３５

从图上可以直观地看出，狔与狓正相关．
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（２）首先计算狓与狔．

将每个狓的值都减去８０可得

－４，２，－８，７，１３，－２，９，－１４，１，－４，

这些数的平均数为０，因此狓＝　　　　　．

将每个狔的值都减去８０可得

０，７，－５，６，２０，－１，１３，－１２，５，－３，

这些数的平均数为３，因此狔＝　　　　　．

通过列表计算可得

　∑
１０

犻＝１

（狓犻－狓）（狔犻－狔）

＝１２＋８＋６４＋２１＋２２１＋８＋９０＋２１０＋２＋２４

＝６６０，

　∑
１０

犻＝１

（狓犻－狓）
２

＝１６＋４＋６４＋４９＋１６９＋４＋８１＋１９６＋１＋１６

＝６００．

因此

犫^＝
６６０

６００
＝１．１，^犪＝８３－１．１×８０＝－５．

回归直线方程为狔^＝１．１狓－５．

（３）由回归系数犫^＝１．１可知，狓每增大１个单位时，^狔增大１．１个

单位．因此，数学成绩每提高３分，物理成绩估计能提高的分值为

１．１×３＝３．３．

���,�2�
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如下是某班级学生的数学与英语成绩对应表．

数学成绩／分 ４３ ５１ ５６ ５８ ６１ ６３ ６５ ６６ ６８ ６９ ７０ ７１ ７３ ７４ ７４ ７５

英语成绩／分 ８１ ７６ ６７ ７８ ６５ ７３ ７１ ７４ ７６ ６２ ６４ ７７ ８０ ８１ ６８ ７２

数学成绩／分 ７５ ７６ ７７ ７８ ７８ ７９ ７９ ８０ ８２ ８２ ８３ ８４ ８８ ８９ ９２ ９８

英语成绩／分 ８５ ６９ ７１ ７０ ７６ ６２ ８９ ６９ ７６ ８４ ９４ ８４ ７９ ８１ ８５ ６８

从这些数据中，你能直接看出该班级学生的数学成绩与英语成绩之间是否存在

线性相关关系吗？作出这些数据的散点图，并与图４３１对比，你能得出什么结论？
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图４３６

根据尝试与发现

中的数据，可以作出

散点图，如图４３６

所示．通过与图４３１

对比，直观上可以看

出，相对于数学成绩

与物理成绩来说，数

学成绩与英语成绩之

间线性相关关系要弱

一些．

由前面可知，给

定一组成对数据后，

总能得到一个回归直线方程．不难想到，如果变量之间本身的线性相关关系

很弱，那么得到的回归直线方程价值是有限的，甚至是没有价值的．

怎样来刻画两个变量之间线性相关关系的强弱呢？也就是说，给定两个

变量狔与狓的成对数据（狓犻，狔犻），犻＝１，２，３，…，狀，我们要寻找一个量

来刻画狔与狓之间线性相关关系的强弱．假设由成对数据得到的回归直线方

程为狔^＝^犫狓＋^犪，由前面可知，这条直线是通过点（狓，狔）的．不难想到，我

们所要寻找的量，在所有点越靠近回归直线时，特征要越明显．

x

y

x

y

O

x'

y'

O'

图４３７

如图４３７所示，在平面直角坐标系

狓犗狔中，作出成对数据的散点图以及回归

直线，并且标出点（狓，狔）．然后以（狓，狔）为

原点，建立新的平面直角坐标系狓′犗′狔′，

则回归直线在狓′犗′狔′中是过原点的，而且：

如果狔与狓正相关，则回归直线过狓′犗′狔′

的一、三象限；如果狔与狓负相关，则回

归直线过狓′犗′狔′的二、四象限．

因此，从直观上可知，如果狔与狓正

相关 （或负相关），那么成对数据中，在狓′犗′狔′的一、三象限 （或二、四象

限）内的点越多，狔与狓的线性相关关系可能会越强．注意到（狓犻，狔犻）在

狓′犗′狔′中的坐标为（狓犻－狓，狔犻－狔），因此可用（狓犻－狓）（狔犻－狔）来判定成对

数据是否落在一、三象限 （或二、四象限）．这样一来，就可用含有

∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）（狔犻－狔）

的量来判定狔与狓的线性相关性强弱．
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结合下列两组成对数据，判断能否直接用∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）（狔犻－狔）来衡量狔与狓

的线性相关性强弱，并说明理由．

（１）
狓 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７

狔 ６．１ ５．２ ４．５ ４．７ ３．８ ３．４ ３．１

（２）
狓 １０ ２０ ３０ ４０ ５０ ６０ ７０

狔 ６１ ５２ ４５ ４７ ３８ ３４ ３１

注意到现实生活中的数据，由于度量对象和单位的不同等，数值会有大

有小，为了去除这些因素的影响，统计学里一般用

狉＝
∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）（狔犻－狔）

∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓）
２

∑
狀

犻＝１

（狔犻－狔）槡
２

＝
∑
狀

犻＝１

狓犻狔犻－狀狓狔

∑
狀

犻＝１

狓２犻－狀狓
２（ ）∑

狀

犻＝１

狔
２
犻－狀狔

２（ ）
槡

来衡量狔与狓的线性相关性强弱，这里的狉称为线性相关系数 （简称为相

关系数）．

可以证明，相关系数狉具有以下性质：

（１）狉 ≤１，且狔与狓正相关的充要条件是狉＞０，狔与狓负相关的充

要条件是　　　　　；

（２）狉 越小，说明两个变量之间的线性相关性越弱，也就是得出的回

归直线方程越没有价值，即方程越不能反映真实的情况；狉 越大，说明两

个变量之间的线性相关性越强，也就是得出的回归直线方程越有价值；

（３）狉 ＝１的充要条件是成对数据构成的点都在回归直线上．

利用类似计算回归系数的方法可以算出相关系数的值．例如，图４３１

中成对数据所对应的相关系数约为０．７３，图４３６中成对数据所对应的相关

系数约为０．２１．需要注意的是，相关系数的绝对值越大，只能说明两个变量

之间的关系用一次函数刻画时，效果越好，但这并不能保证两个变量之间存

在因果关系．例如，数学成绩与物理成绩的相关系数为０．７３，不能说是因为

数学成绩好，所以物理成绩好，实际上，数学成绩与物理成绩之间的相关关

系可能是由这两个学科的相似性造成的．

日常生活的新闻报道中，经常出现的相关系数指的就是这个意思．例

如，“分析表明１９９０年至２０１１年我国财政收入与企业注册资本之间的关系

呈高度线性相关，其相关系数高达０．９８７，而斜率竟为０．１４８”，其中的
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０．９８７就是按照上面的公式计算出来的，而斜率０．１４８指的就是回归系数的

大小．

���　　某人工智能公司从某年起７年的利润情况如下表所示．`

第狓年 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７

利润狔／亿元 ２．９ ３．３ ３．６ ４．４ ４．８ ５．２ ５．９

（１）计算出狔与狓之间的相关系数 （精确到０．０１），并求出狔关于狓

的回归直线方程；

（２）根据回归直线方程，分别预测该人工智能公司第８年和第９年的

利润．

 � （１）可以算得狓＝　　　　，狔＝４．３．

通过列表计算可得

∑
７

犻＝１

（狓犻－狓）（狔犻－狔）＝１４，∑
７

犻＝１

（狓犻－狓）
２
＝２８，∑

７

犻＝１

（狔犻－狔）
２
＝７．０８，

因此

狉＝
１４

槡２８×７．０８
≈０．９９，^犫＝

１４

２８
＝０．５，^犪＝２．３．

回归直线方程为狔^＝０．５狓＋２．３．

（２）在回归直线方程中令狓＝８，得

狔^＝０．５×８＋２．３＝６．３，

因此预测第８年的利润为６．３亿元．

类似地，可预测第９年的利润为６．８亿元．

��KA

相关系数与向量夹角的余弦

当狀＝２时，相关系数的计算公式可改写为

狉＝
（狓１－狓）（狔１－狔）＋（狓２－狓）（狔２－狔）

（狓１－狓）
２
＋（狓２－狓）槡

２
× （狔１－狔）

２
＋（狔２－狔）槡

２
．

此时，如果令犪＝（狓１－狓，狓２－狓），犫＝（狔１－狔，狔２－狔），则相关系数狉等于向量犪

与犫的夹角的余弦，即

狉＝ｃｏｓ〈犪，犫〉＝
犪·犫

犪 犫
．

类似地，当狀＝３时，相关系数狉仍等于两个向量夹角的余弦，只不过此时两个向

量分别为

犪＝（狓１－狓，狓２－狓，狓３－狓），犫＝（狔１－狔，狔２－狔，狔３－狔）．
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一般地，

犪＝（狓１－狓，狓２－狓，…，狓狀－狓），犫＝（狔１－狔，狔２－狔，…，狔狀－狔）

都称为狀维向量，如果按照类似２维与３维的情况定义向量的内积和模，则相关系数狉总是

等于两个向量夹角的余弦．

���L3���
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设某幼苗从观察之日起，第狓天的高度为狔（单位：ｃｍ），测得的一些数据如

下表所示．

第狓天 １ ４ ９ １６ ２５ ３６ ４９

高度狔／ｃｍ ０ ４ ７ ９ １１ １２ １３

作出这组数的散点图，并通过散点图思考：近似描述狔与狓的关系，除使用

一次函数外，还可以用其他函数吗？具体应该怎样操作？

尝试与发现中数据的散点图如图４３８所示．

x

y�cm

O 10 20 30 40 50

2
4
6
8
10
12
14

图４３８

从散点图中可以看出，这些数据集中在图４３８中橙色的曲线附近，而

且曲线的形状与函数狔＝槡狓的图象很相似．因此不难想到，可以用类似

狔＝犫槡狓＋犪

的表达式来描述尝试与发现中狔与狓的关系．那么，“最好”的曲线对应的

未知系数如何求呢？如果令狌＝槡狓，则上式可变为

狔＝犫狌＋犪，

这就是说，狔与狌的关系可看成线性相关关系．因此，我们可借助线性相关
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的内容来求出 “最好”的曲线．具体过程如下．

令狌＝槡狓，构造新的成对数据，如下表所示．

狓 １ ４ ９ １６ ２５ ３６ ４９

狌＝槡狓 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７

狔 ０ ４ ７ ９ １１ １２ １３

容易算出，狌＝４，狔＝８．

通过列表计算可得

∑
７

犻＝１

（狌犻－狌）（狔犻－狔）＝５９，∑
７

犻＝１

（狌犻－狌）
２
＝２８，∑

７

犻＝１

（狔犻－狔）
２
＝１３２．

因此

狉＝
５９

２８×槡 １３２
≈０．９７，^犫＝

５９

２８
，^犪＝－

３

７
．

故狔关于狌的回归直线方程为^狔＝
５９

２８
狌－
３

７
，代入狌＝槡狓，则可知

狔^＝
５９

２８
槡狓－

３

７
．

这里的狔与狓的关系，因为不再是线性相关关系，所以称为非线性相

关关系，所得到的方程称为非线性回归方程．一般地，就像上面的实例一

样，非线性回归方程的曲线类型可以通过作出散点图进行猜测，而回归方程

有时可以通过变量替换后，借助求回归直线的过程确定．当然，确定了非线

性回归方程之后，也可以利用它进行预测．例如，如果要预测尝试与发现中

幼苗第６４天的高度，可以直接将狓＝６４代入，从而预测高度为

狔^＝
５９

２８
槡６４－

３

７
＝
１１５

７
ｃｍ．

���*����!���/

回归系数和相关系数的计算步骤多，计算过程烦琐．不过，借助计算器

或者计算机软件，可以迅速地得出回归方程等．

例如，利用ＧｅｏＧｅｂｒａ的 “表格区”输入成对数据后，选中这些数据，

然后点击 “双变量回归分析”（如图４３９所示），确认数据后，就能得到数

据的散点图．在 “回归模型”中选择对应的回归类型后，就能自动显示对应

的方程．输入自变量的值后，可以得到估计值．另外，点击 “显示统计”后，

可以看到相关系数等值，如图４３１０所示．
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图４３９ 图４３１０

利用电子表格软件也可得出回归方程等，请读者自行尝试．

��"

O x

y

O u

v

（１） （２）

（第２题）

? 据报道：“一项在上海市９０００多名中小学生中进行的调查显示，打游戏时间和

学业成绩呈明显的负相关．”依据这个结论，打游戏时间越多学习成绩就越有

可能不好，对吗？

? 根据变量狓，狔的观测数据可得散点图 （１）；根据变量狌，狏的观测数据可得散

点图 （２）．由这两个散点图判断狓与狔，狌与狏之间的相关关系类型 （即指出是

正相关还是负相关）．

? 如果狓与狔线性相关，那么狔与狓也线性相关吗？为什么？

? 在一组样本数据（狓１，狔１），（狓２，狔２），…，（狓狀，狔狀）（狀≥２，狓１，狓２，…，狓狀 不

全相等）的散点图中，若所有样本点（狓犻，狔犻）（犻＝１，２，…，狀）都在直线狔＝

１

２
狓＋１上，求这组样本数据的相关系数．
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（第６题）

��#

　

? 已知变量狓 与狔 相对应的一组数据为 １０，１（ ）， １１．３，２（ ）， １１．８，３（ ），

１２．５，４（ ），１３，５（ ）；变量狌与狏相对应的一组数据为 １０，５（ ），１１．３，４（ ），

１１．８，３（ ），１２．５，２（ ），１３，１（ ）．设狉１表示变量狔与狓之间的线性相关系数，

狉２表示变量狏与狌之间的线性相关系数，判断狉１与狉２的符号．

? 已知狔与狓具有相关关系，且利用狔关于狓的回归直线方程进行预测，狓＝８时

狔^＝９６，且狓＝９时狔^＝９９，求狔关于狓的回归直线方程中的回归系数．

? 已知狔关于狓的回归直线方程为^狔＝３狓－１３，且狌＝１０狓，求狔关于狌的回归直

线方程．

? 已知狔与狓及狌与狏的成对数据如下，且狔关于狓的回归直线方程为^狔＝１．２狓＋

０．６，求狌关于狏的回归直线方程．

狓 １ ２ ３ ４ ５

狔 ２ ３ ４ ５ ７

狏 １０ ２０ ３０ ４０ ５０

狌 ２５ ３５ ４５ ５５ ７５

? 已知狔与狓具有相关关系，且狔关于狓的回归直线方程中，回归系数为１．３，

则当狓每减少３个单位时，狔将怎样变化？

? 根据如下样本数据可得到的回归方程为狔^＝^犫狓＋^犪，判断犫^ 与^犪的符号．

狓 ３ ４ ５ ６ ７ ８

狔 ４．０ ２．５ －０．５ ０．５ －２．０ －３．０

? 为了解篮球爱好者小李的投篮命中率与打篮球时间之间的关系，下表记录了小

李某月１号到５号每天打篮球时间狓 （单位：ｈ）与当天投篮命中率狔之间的

关系：

时间狓／ｈ １ ２ ３ ４ ５

命中率狔 ０．４ ０．５ ０．６ ０．６ ０．４

（１）求小李这５天的平均投篮命中率；

（２）用线性回归分析的方法，预测小李该月６号打篮球６ｈ的投篮命

中率．

!? 如图所示，ＧｅｏＧｅｂｒａ软件中，回归类型分为 “线性”“对数”等，分

别选择每一种类型进行实验，总结出每一种类型的回归方程的形式．

 正　　 负　　 犫^＜０　　８０　　８３　　狉＜０　　４
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4.3.2 ��	��
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我们已经知道，事件犃与犅独立的充要条件是

犘（犃犅）＝犘（犃）犘（犅），

利用这一点，我们可以通过概率的计算来判断两个事件是否独立．然而，如

果要判断现实生活中两个随机事件是否独立，并不是一件容易的事．

	����

任意抽取某市的一名学生，记犃：喜欢长跑，犅：是女生．

（１）你能得出犘（犃），犘（犅），犘（犃犅）这三者的准确值吗？

（２）如果要判断犃与犅是否独立，该怎么办？

类似情境与问题中犘（犃），犘（犅），犘（犃犅）准确值的确定，都是比较难

的，甚至是不可能的．然而，因为可以利用频率估计概率，所以通过抽样调

查获得样本数据后，我们就可以得到上述三个值的近似值．

例如，假设通过调查，我们获取了下述数据：抽查了１１０人，其中女生

有５０人；且这１１０人中，喜欢长跑的有６０人，其中女生有２０人．

首先，为了方便起见，我们可以把这些数据整理成如下的表格形式．

单位：人

喜欢长跑 不喜欢长跑 总计

女生 ２０ ３０ ５０

男生 ４０ ２０ ６０

总计 ６０ ５０ １１０

因为这个表格中，核心的数据是中间的４个格子，所以这样的表格通常

称为２×２列联表．

由２×２列联表可知：

喜欢长跑的概率犘（犃）可以估计为
６０

１１０
＝
６

１１
；

是女生的概率犘（犅）可以估计为　　　　　　；

喜欢长跑且是女生的概率犘（犃犅）可以估计为　　　　　．

利用已有的数

据，你能估计出

犘（犃｜犅）的值吗？
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此时，可以利用犘（犃犅）＝犘（犃）犘（犅）是否成立来判断犃 与犅是否独立吗？

为什么？

因为犘（犃），犘（犅），犘（犃犅）都是根据样本数据得到的估计值，而估计

是有误差的，因此直接用犘（犃犅）＝犘（犃）犘（犅）是否成立来判断犃 与犅是

否独立是不合理的．

但是，如果犃与犅独立，那么犘（犃）犘（犅）应该可以作为犘（犃犅）的近

似值．因此理论上可知，喜欢长跑的女生数可以估计为１１０犘（犃）犘（犅），注

意到实际数为２０（即１１０犘（犃犅）），因此

［１１０犘（犃犅）－１１０犘（犃）犘（犅）］２

１１０犘（犃）犘（犅）

应该不会太大．

类似地，考虑珡犃与犅，犃与珚犅，珡犃与珚犅，可知

［１１０犘（珡犃犅）－１１０犘（珡犃）犘（犅）］２

１１０犘（珡犃）犘（犅）
，

［１１０犘（犃珚犅）－１１０犘（犃）犘（珚犅）］２

１１０犘（犃）犘（珚犅）
，

［１１０犘（珡犃珚犅）－１１０犘（珡犃）犘（珚犅）］２

１１０犘（珡犃）犘（珚犅）

都应该不会太大．

若记上述四项的和为χ２ （读作 “卡方”），则代入有关数据可以算得

χ２≈７．８．　

不过，概率学上可以证明，如果犃 与犅独立，则χ２≥６．６３５的概率只

有１％，即犘（χ２≥６．６３５）＝１％．因为算出的χ
２值７．８大于６．６３５，所以若

犃与犅独立 （即 “喜欢长跑”与 “是女生”独立），那么我们就观察到了一

件概率不超过１％的事件．这也可以说成，在犯错误的概率不超过１％的前

提下，可以认为 “喜欢长跑”与 “是女生”不独立 （也称为是否喜欢长跑与

性别有关）；或说有９９％的把握认为是否喜欢长跑与性别有关．

上述１％通常称为显著性水平，而６．６３５称为显著性水平１％所对应的

分位数．

一般情况下，可以用完全类似的方法来检验两个随机事件是否独立．

如果随机事件犃与犅的样本数据的２×２列联表如下．
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犃 珡犃 总计

犅 犪 犫 犪＋犫

珚犅 犮 犱 犮＋犱

总计 犪＋犮 犫＋犱 犪＋犫＋犮＋犱

记狀＝犪＋犫＋犮＋犱，则由表可知：

（１）事件犃发生的概率可估计为犘（犃）＝
犪＋犮

狀
；

（２）事件犅发生的概率可估计为犘（犅）＝　　　　　；

（３）事件犃犅发生的概率可估计为犘（犃犅）＝　　　　　．

如果犃与犅独立，那么上述犘（犃犅）与犘（犃）犘（犅）的估计值相差不会

太大，注意到总数为狀，因此利用后者可以估计出，理论上既是犃 又是犅

的数据有狀犘（犃）犘（犅）个，注意到实际的数据为犪 （即狀犘（犃犅））个，因此

［狀犘（犃犅）－狀犘（犃）犘（犅）］２

狀犘（犃）犘（犅）
＝
狀犪－（犪＋犮）（犪＋犫）［ ］２

狀（犪＋犮）（犪＋犫）

不会太大．

类似地，考虑珡犃与犅，犃与珚犅，珡犃与珚犅，可知

狀犫－（犫＋犱）（犪＋犫）［ ］２

狀（犫＋犱）（犪＋犫）
，
狀犮－（犪＋犮）（犮＋犱）［ ］２

狀（犪＋犮）（犮＋犱）
，
狀犱－（犫＋犱）（犮＋犱）［ ］２

狀（犫＋犱）（犮＋犱）

都不会太大，因此这四个数的和

χ２＝
狀（犪犱－犫犮）２

（犪＋犫）（犮＋犱）（犪＋犮）（犫＋犱）

也不会太大．

另外，任意给定一个α （称为显著性水平，通常取为０．０５，０．０１等），

可以找到满足条件

犘（χ２≥犽）＝α

的数犽 （称为显著性水平α对应的分位数）．χ
２是一个随机变量，其分布能

够求出，上面的概率是可以计算的．因此，如果根据样本数据算出χ２的值

后，发现χ２≥犽成立，就称在犯错误的概率不超过α的前提下，可以认为犃

与犅不独立 （也称为犃与犅有关）；或说有１－α的把握认为犃与犅有关．

若χ２＜犽成立，就称不能得到前述结论．这一过程通常称为独立性检验．

犃与犅独立时，也称为犃与犅无关．当χ２＜犽成立时，一般不直接说

犃与犅无关．也就是说，独立性检验通常得到的结果，或者是有１－α的把

握认为犃与犅有关，或者没有１－α的把握认为犃与犅有关．

统计学中，常用的显著性水平α以及对应的分位数犽如下页表所示．
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α＝犘（χ
２
≥犽） ０．１ ０．０５ ０．０１ ０．００５ ０．００１

犽 ２．７０６ ３．８４１ ６．６３５ ７．８７９ １０．８２８

���　　 为了研究药物甲对流行病乙是否有预防作用，某机构进行了１５０

次动物实验，实验结果如下表所示．

单位：人

未患病 患病 总计

服用药物 ５４ １８ ７２

未服用药物 ３６ ４２ ７８

总计 ９０ ６０ １５０

根据调查数据回答：在犯错误的概率不超过１％的前提下，可以认为

药物甲对流行病乙有效吗？

 � 由题意可知

χ２＝
１５０×（５４×４２－１８×３６）２

７２×７８×９０×６０
＝
６７５

５２
≈１２．９８１．

又因为查表可得犘（χ２≥６．６３５）＝０．０１，由于１２．９８１＞６．６３５，所以

在犯错误的概率不超过１％的前提下，可以认为药物甲对流行病乙有效．

���　　某报刊对男女学生是否喜欢书法进行了一个随机调查，调查的数

据如下表所示．

单位：人

喜欢书法 不喜欢书法

男生 ２４ ３２

女生 １６ ２４

根据调查数据回答：有９５％的把握认为性别与是否喜欢书法有关吗？

 � 由题意可知

χ２＝
（２４＋３２＋１６＋２４）×（２４×２４－１６×３２）２

（２４＋３２）×（１６＋２４）×（２４＋１６）×（３２＋２４）
＝
９６

１２２５
≈０．０７８．

又因为１－９５％＝５％，而且查表可得犘（χ２≥３．８４１）＝０．０５，由于

　　　　　　，所以没有９５％的把握认为性别与是否喜欢书法有关．

���*����E=(/��O

很多软件都能进行独立性检验．例如，运行ＧｅｏＧｅｂｒａ后，打开 “概率
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图４３１１

统计”窗口，转到 “统计”那一页，选定

“卡方检验”后，设定 “行”“列”的值都为

２，在表格中输入数字后即可得到独立性检验

的结果．

如图４３１１所示是例２的检验结果，其

中显示了χ２的值，而０．７７９５表示的意思是，

最多只有

１－０．７７９５＝０．２２０５＝２２．０５％

的把握认为所检验的两件事情有关．

��"

��#

? 某企业为了了解员工是否支持企业改革，抽查了１９０名员工进行调查，其中支

持企业改革的有８０人．已知该企业共有员工９５０人，试估计该企业员工中支持

企业改革的人数．

? 为了探究成年人晕车与性别是否有关，调查了３２０名成年人，其中男士１５２人，

而且男士与女士中，晕车的分别有２８人与３２人．用２×２列联表表示这些数据．

? 如果通过独立性检验发现，有９９％的把握认为犃 与犅 有关，那么是否一定有

９５％的把握认为犃与犅有关？

? 在检验犃与犅是否有关的过程中，算得χ
２
＝１２．５，又犘（χ２≥６．６３５）＝０．０１，

那么是否有９９％的把握认为犃与犅有关？

? 已知犘（χ
２
＜７．８９７）＝０．０９５，求犘（χ

２
≥７．８９７）．

? 某学校在一次调查 “体育迷”的活动中，获得了如下数据．

单位：人

男 女

体育迷 ３０ １５

非体育迷 ４５ １０

判断是否有９５％的把握认为是否为体育迷与性别有关．

? 某企业有甲、乙两个分厂生产同一种产品，在检查产品的优质品率时，从甲、乙

两厂各抽取了５００件产品，其中甲厂有优质品３６０件，乙厂有优质品３２０件．

（１）分别估计甲、乙两厂的优质品率；

（２）是否有９９％的把握认为两厂的优质品率有差异？

? 已知学生性别与考试是否及格无关，在抽样调查中，共调查了５２人，其中女生

有３２人，且５２人中考试及格的有３９人．试估计有多少女生考试是及格的．
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? 为调查某地区老年人是否需要志愿者提供帮助，用简单随机抽样的方法从该地

区调查了５００位老年人，结果如下．

单位：人

男 女

需要提供帮助 ４０ ３０

不需要提供帮助 １６０ ２７０

（１）估计该地区老年人中，需要志愿者提供帮助的老年人的比例；

（２）能否有９９％的把握认为该地区的老年人是否需要志愿者提供帮助与性别有关？

（３）根据 （２）的结论，能否提供更好的调查方法来估计该地区老年人中，需要

志愿者提供帮助的老年人的比例？说明理由．


５０

１１０
＝
５

１１
　　

２０

１１０
＝
２

１１
　　

犪＋犫

狀
　　

犪

狀
　　０．０７８＜３．８４１

�����"

? 某公司根据以往的数据发现，销售收入狔万元与广告费用狓万元线性相关，

且回归直线方程为狔^＝１２０狓＋６０，试估计广告费用每增加２万元时，销售收

入的增加量．

? 已知根据某样本数据可得到回归方程^狔＝４狓＋^犪，且狓＝３，狔＝６，求^犪的值．

? 变量狓和狔满足关系狔＝－０．１狓＋１，且变量狔与狕正相关．则 （　　）．

（Ａ）狓与狔负相关，狓与狕负相关　　 （Ｂ）狓与狔正相关，狓与狕正相关

（Ｃ）狓与狔正相关，狓与狕负相关　　 （Ｄ）狓与狔负相关，狓与狕正相关

? 电视台对某时段收看文艺节目和新闻节目的观众进行抽样调查，随机抽取了

１００名电视观众，相关的数据如下表所示．

单位：人

收看文艺节目 收看新闻节目

２０～４０岁 ４０ １８

４０岁及以上 １５ ２７

（１）由表中数据分析，是否有９５％的把握认为在这一时段观众选择收看文艺

节目还是新闻节目与年龄有关．

（２）用分层抽样的方法在收看新闻节目的观众中随机抽取５名，４０岁及以上

的观众应该抽取几名？

（３）在上述抽取的５名观众中任取２名，求恰有１名观众的年龄为２０～４０

岁的概率．
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? 已知狓与狔的成对数据如下表所示．

狓 １ ２ ３ ４ ５ ６

狔 ０ ２ １ ３ ３ ４

假设根据上表数据所得线性回归直线方程为狔^＝^犫狓＋^犪，若某同学根据上表中

的前两组数据 １，０（ ）和 ２，２（ ），求得一次函数表达式为狔＝犫′狓＋犪′．判断^犫

与犫′的相对大小，以及犪^与犪′的相对大小．

? 某地粮食需求量逐年上升，下表是部分统计数据．

年份狓 ２０１２ ２０１４ ２０１６ ２０１８ ２０２０

需求量狔／万吨 ２３６ ２４６ ２５７ ２７６ ２８６

（１）利用所给数据求年需求量与年份之间的回归方程；

（２）利用 （１）中所求出的线性回归方程预测该地２０２２年的粮食需求量．

? 已知犘（χ２＜６）＝犪，犘（χ
２
＜７）＝犫，判断犪≥犫与犪≤犫哪个一定成立．

? 某工厂有２５周岁及以上的工人３００名，２５周岁以下的工人２００名．为研究工

人的日平均生产量是否与年龄有关，现采用分层抽样的方法，从中抽取了

１００名工人，先统计了他们某月的日平均生产件数，然后按工人年龄在 “２５

周岁及以上”和 “２５周岁以下”分为两组，再将两组工人的日平均生产件数

分成５组：５０，６０［ ），６０，７０［ ），７０，８０［ ），８０，９０［ ），９０，１００［ ］，分别加

以统计，得到如图所示的频率分布直方图．
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（２５周岁及以上组）
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（第４题）

（１）从样本中日平均生产件数不足６０件的工人中随机抽取２人，求至少抽到

一名 “２５周岁以下”的工人的概率；

（２）规定日平均生产件数不少于８０件者为 “生产能手”，请你根据已知条件

列出２×２列联表，并判断是否有９０％ 的把握认为生产能手与工人所在

的年龄组有关．
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按照党的十八届三中全会审议通过的 《中共中央关于全面深化改革若干

重大问题的决定》，高考招生制度改革后，考生在报考时，可以根据报考高

校提前发布的招生报考要求和自身特长，从思想政治、历史、地理、物理、

化学、生物６科中自主选择３个科目的成绩，计入高考总分．

由此产生的一个问题是，高考选考科目的确定是否与性别有关呢？例

如，有人认为，在选择物理的同学中，男生所占的比例更大，选择历史的人

中，女生会更多．这些看法是否有道理呢？我们能不能通过收集相关数据，

并利用有关概率统计知识来说明？

请与其他同学一起分工合作，完成下列任务，并填写活动记录表：

（１）确定要研究的科目与要调查的人群范围；

（２）选定合适的收集数据的方法，并收集数据；

（３）根据有关统计知识和获得的数据，得出结论；

（４）对结论进行分析，并给出科目选择的建议．

“了解高考选考科目的确定是否与性别有关”的活动记录表

活动开始时间：

（１）成员与分工

姓　名 分　工

（２）待研究的科目与待调查的人群范围
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续表

（３）收集数据的方法以及获得的数据

（４）所依据的统计知识以及有关结论

（５）对结论的分析以及科目选择的建议

（６）活动总结 （可包括活动感受等）

活动结束时间：

���"��.

活动过程中，要特别注意样本的代表性．例如，若仅选择某个班级的学

生进行调查，则获得的样本可能不具备代表性．

另外，科目的确定不仅可能与性别有关，也有可能与考生想要报考的专

业等有关．除了了解科目的确定与性别是否有关外，我们还可以了解科目的

确定是否与其他因素有关．
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本章我们首先学习了条件概率的有关知识，在此基础上得到了乘法公式与全概

率公式，并利用条件概率重新理解了事件的独立性；随后，我们学习了有关随机变

量的知识，并研究了离散型随机变量的分布列与数字特征等，还了解了二项分布、

超几何分布、正态分布；最后，还学习了成对数据的统计相关性，了解了一元线性

回归模型和独立性检验．

依照知识之间的联系，我们可以作出如下的知识结构图．
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请在上述图中补充更多的内容吧！你能作出更有特色的知识结构图吗？试着与

同学们交流一下吧！
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（１）概率统计的有关知识已经渗透到了现代生活的方方面面．在新闻报纸、科

普著作、学术论文等中经常可以见到概率统计知识．与其他同学合作，连续７天收

集生活中所用到的概率统计知识，并以调研报告或小论文的形式进行整理，然后与

其他同学交流．

（２）概率统计的知识目前在人工智能中有着广泛的应用．例如，条件概率的知

识在语音识别、机器学习等中是不可缺少的．通过互联网搜索或向有关专业人士请

教，了解概率统计知识在人工智能中的应用情况，并整理成演讲材料．

�����

犃组

１两个实习生每人加工一个零件，加工为一等品的概率分别为
２

３
和
３

４
，两个零

件是否加工为一等品相互独立，求这两个零件中恰有一个一等品的概率．

２某班从６名班干部 （男生２人，女生４人）中，任选３人参加学校的义务劳

动．设 “男生甲被选中”为事件犃，“女生乙被选中”为事件犅，求犘（犅｜犃）．　

３某运动员进行射击训练时，假设每次击中目标的概率均为０．６，且每次射击

的结果互不影响，已知该运动员射击了５次，求：

（１）其中恰有３次击中目标的概率；

（２）其中恰有３次连续击中目标，而其他两次没有击中目标的概率．

４乒乓球单打决赛在甲、乙两名运动员间进行，比赛采用７局４胜制，假设两

人在每一局比赛中获胜的可能性相等．

（１）求甲以 “４∶１”获胜的概率；

（２）求乙获胜且比赛局数多于５局的概率．

５已知犡 服从两点分布，且犘（犡＝０）＝０．３，求犘（犡＝１）．

６已知犡 与犢都是随机变量，犡 的取值范围是 －１，０，１，２｛ ｝，而且犢＝犡２，

求犢的取值范围．

７已知某种疗法的治愈率为９０％，若有１０位患者采用了这种疗法，其中被治

愈的人数为犡，指出犡 满足的分布列，并求犘（犡＝１０）．

８设某鞋店的每位顾客需要２５号鞋的概率均为０．２，鞋店上午开门营业后，前

５名顾客中需要２５号鞋的人数为犡，指出犡 满足的分布列，并求犘（犡≥１）．　

９假设每一年都只有３６５天，而且每人在任意一天中出生的概率都相等．设一
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个有３０人的班级中，恰有犡 位同学在元旦出生，指出犡 满足的分布列，并求
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（第１０题）

犘（犡≥２）．　

１０一家面包房根据以往某种面包的销售

记录，绘制了日销售量的频率分布直方图，如

图所示．将日销售量落入各组的频率视为概率，

并假设每天的销售量相互独立．

（１）求在未来３天里，有连续两天的日销

售量都不低于１００个且另一天的日销售量低于

５０个的概率；

（２）用犡表示在未来３天里日销售量不低于１００个的天数，求随机变量犡的分布

列，期望犈（犡）及方差犇（犡）．

１１在调查男女学生购买食品时是否阅读营养成分说明时，调查了３６位男生、

３８位女生，而且阅读营养成分说明的人有４６位，阅读营养成分说明的人中有２８位

女生．用２×２列联表表示上述数据．

犅组

１掷红、蓝两个均匀的骰子，设犃：红色骰子的点数为４，犅：蓝色骰子的点数

是偶数，求犘（犃｜犅）．

２甲、乙两队进行排球决赛，现在的情形是甲队只要再赢一局就得冠军，乙队需要

再赢两局才能得冠军，若两队每局赢的概率相等，求甲队获得冠军的概率．

３在三次独立重复试验中，事件犃在每次试验中发生的概率相等，若事件犃至

少发生一次的概率为
６３

６４
，求事件犃恰好发生一次的概率．

４已知某网店只卖甲、乙两个品牌的电脑，其中甲品牌电脑占７０％．甲品牌电

脑的优质品率为８０％；乙品牌电脑的优质品率为９０％．从该网店中随机购买一台

电脑：

（１）求买到优质电脑的概率；

（２）若已知买到的是优质电脑，求买到的是甲品牌电脑的概率 （精确到０．１％）．

５已知犘（珡犃｜犅）＝０．７，犘（犃）＝０．３，判断犃与犅是否独立．

６已知

犘（珡犃）＝
１

２
，犘（珚犅｜犃）＝

２

３
，犘（犅｜珡犃）＝

１

４
，

求犘（珚犅），犘（珡犃｜犅）．　
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７一个布袋中共有５０个完全相同的球，其中标记为０号的有５个，标记为

狀号的分别有狀个 （狀＝１，２，…，９），求从布袋中任取一球所得号数的分布列．

８甲、乙两名选手进行比赛，假设每局比赛中，甲胜的概率为０．６，乙胜的概

率为０．４．那么，“三局两胜制”与 “五局三胜制”，哪个对甲来说更有利？由此你能

得到怎样的一般结论？

��3

��1

��2

（第９题）

９某一部件由三个电子元件按如图方

式连接而成，元件１或元件２正常工作，

且元件３正常工作时，部件正常工作．设

三个电子元件的使用寿命 （单位：ｈ）均服

从正态分布犖（１０００，５０２），且各个元件

能否正常工作相互独立，求该部件的使用

寿命超过１０００ｈ的概率．
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（第１０题）

１０某高校共有１５０００人，其中男生

１０５００人，女生４５００人，为调查该校学生

每周平均体育运动时间的情况，采用分层抽

样的方法，收集３００位学生每周平均体育运

动时间的样本数据 （单位：ｈ）．

（１）应收集多少位女生样本数据？

（２）根据这３００个样本数据，得到学生

每周平均体育运动时间的频率分布直方图如

图所示，其中样本数据分组区间为：［０，

２］，（２，４］， （４，６］， （６，８］， （８，１０］，

（１０，１２］．估计该校学生每周平均体育运动时间超过４ｈ的概率．

（３）在样本数据中，有６０位女生的每周平均体育运动时间超过４ｈ．请制作每

周平均体育运动时间与性别的２×２列联表，并判断是否有９５％的把握认为该校学

生的每周平均体育运动时间与性别有关．

犆组

１某公司为确定下一年度投入某种产品的宣传费，需了解年宣传费狓 （单位：

万元）对年销售量狔 （单位：ｔ）和年利润狕 （单位：万元）的影响．对近８年的年

宣传费狓犻和年销售量狔犻 （犻＝１，２，…，８）数据进行了初步处理，得到下面的散点

图及一些统计量的值．
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狓 狔 狑 ∑
８

犻＝１

（狓犻－狓）
２

∑
８

犻＝１

（狑犻－狑）
２

∑
８

犻＝１

（狓犻－狓）（狔犻－狔） ∑
８

犻＝１

（狑犻－狑）（狔犻－狔）

４６．６ ５６３ ６．８ ２８９．８ １．６ １４６９ １０８．８

表中狑犻＝ 狓槡犻，狑＝
１

８∑
８

犻＝１

狑犻．

（１）根据散点图判断，狔＝犪＋犫狓与狔＝犮＋犱槡狓哪一个适宜作为年销售量狔关

于年宣传费狓的回归方程类型？

（２）根据 （１）的判断结果及表中数据，建立狔关于狓的回归方程；

（３）已知这种产品的年利润狕与狓，狔的关系为狕＝０．２狔－狓．根据 （２）的结果

回答下列问题：年宣传费狓＝４９时，年销售量及年利润的预测值分别是多少？年宣

传费狓为何值时，年利润的预测值最大？

２已知Ａ，Ｂ两个投资项目的利润率分别为随机变量犡１和犡２．根据市场分析，

犡１和犡２的分布列如下．

犡１ ５％ １０％

犘 ０．８ ０．２

犡２ ２％ ８％ １２％

犘 ０．２ ０．５ ０．３

（１）在Ａ，Ｂ两个项目上各投资１００万元，犢１和犢２分别表示投资项目Ａ和Ｂ

所获得的利润，求犇（犢１）和犇（犢２）；

（２）将狓（０≤狓≤１００）万元投资Ａ项目，１００－狓万元投资Ｂ项目，犳（狓）表示投

资Ａ项目所得利润的方差与投资Ｂ项目所得利润的方差之和．求犳（狓）的最小值，并

指出狓为何值时，犳（狓）取到最小值．
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后  记

本套教科书是人民教育出版社课程教材研究所中学数学教材实验研究组依据教育部

《普通高中数学课程标准（2017年版）》编写的，2019年经国家教材委员会专家委员会审

核通过 .

本套教科书的编写，集中反映了我国十余年来普通高中课程改革的成果，吸取了2004

年版《普通高中课程标准实验教科书  数学（B版）》的编写经验，凝聚了参与课改实验的

教育专家、学科专家、教材编写专家、教研人员和一线教师，以及教材设计装帧专家的集

体智慧 .

我们衷心感谢2004年版《普通高中课程标准实验教科书  数学（B版）》的所有编写人

员，尤其是因为种种原因未能参加此次教材修订的专家、学者：丁尔陞、江守礼、房艮

孙、张润琦、高尚华、万庆炎、魏榕彬、邱万作、陈研、段发善、李冱岸、陈亦飞、刘长

明、郭鸿、王池富……

本套教科书在编写过程中，得到了《普通高中数学课程标准（2017年版）》制定组、

国家教材委员会专家委员会等的大力支持 . 借此机会，向所有制定组成员、专家委员会成

员以及其他为我们教材编写提供过帮助的专家表示衷心的感谢！

我们感谢所有对本套教科书的编写、出版、试教等提供过帮助与支持的同仁和社会

各界朋友：王跃飞、胡细宝、邵丽云、王晓声、曹付生、侯立伟、王中华、王光图、

王秀梅、卞文、邓艳强、田媛、史洪波、付一博、吕希、吕晶、朱明鲜、刘超、闫旭、 

池洪清、阮征、孙国华、牟柏林、李刚、李广勤、李洪岩、何艳国、张伟、张羽、张明、

张文刚、张春青、张晶强、金永涛、郑继平、常丽艳、潘戈、薛达志、郑海军、赵争鸣、

吴晖湘、戴莉、金盈、舒凤杰、李祥广、胡文亮、王玉洁、杨长智、徐会吉、尹玉柱、 

尹燕花……

本套教科书出版之前，我们通过多种渠道与教科书选用作品（包括照片、画作）的作

者进行了联系，得到了他们的大力支持 . 对此，我们表示衷心的感谢！同时也向为本书提

供照片的单位表示感谢！

后记



本套教科书投入使用后，我们根据各方意见作了修订，真诚希望广大师生和家长继续

提出宝贵意见！ 

本书责任编辑：周琳、李洋；美术编辑：史越；插图绘制：郑海军 .

联系方式

电话：010-58758543，010-58758866

电子邮箱：mathb@pep.com.cn，jcfk@pep.com.cn

人民教育出版社 课程教材研究所

中 学 数 学 教 材 实 验 研 究 组
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